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* Sesabeque 10 es el nimero promedio de camiones tanque de aceite que llegan por dla auna
cierta ciudad portuaria . Las instalaciones del puerto pueden atender , cuanto mucho , a 15

camiones — tanque enun dia . ; Cudl es la probabmdad de que en-un determmado dia se tengan
que regreoar los camiones tanque ?

Se trata de una distribucién de Poisson con parametro 1 = 10 para la variable aleatoria discreta X

"cantidad de camiones que llegan por dia " para la que debemos calcular P (X >15)

15

P(X>15)=1-P(X<15) = 1- 2 (e " 10%)/ x| = 1- 09513 = 0,0487
x=0
La P( X < 15 ) puede cbtenerse de la tabla de distribucién acumulada para Poisson en Ia que se

ingresa con el parametro y el Ultimo valor de la variable aleatoria; p= 10 y x= 15 respectivamente
en este caso.

La distribucién de Poisson como limite de Ia distribucién binomial

Para una variable aleatoria con distribucién binomial si el nimero de pruebas es grande (n>20) ==
y P ,laprobabilidad de éxito cercana a cero ( p < 0,05 ), la distribucién de Poisson puede utilizarse |
para aproximar la distribucion binomial. En estos casos se toma el parametro de Poisson como p= np.

Ejemplo :

En un proceso de manufactura en el cual se producen piezas de vidrio , ocurren defectos o burbujas. Se
sabe que , en promedio una de cada mil piezas tiene una o mas burbujas ¢, Cudl es la probabilidad de
que en una muestra aleatoria de 8.000 piezas, menosde 7 de ellas tengan burbujas ?

Este es un experimento donde la variable aleatoria X : “ nimero de piezas con burbujas * es binomial
con n=8000 y p = 0,001 donde la probabilidad solicitada se obtiene haciendo :

. 6 [8000}
P(X<7)=P(X<6)= 2 Ux 0,001 * 0,999 "~

Dadogue p seacercaa 0 y n es suficientemente grande se puede aproximar la distribucion

binomiat a la de Poisson con pardmetro p = 8000 0,001 = 8 vy obtener la probabilidad requerida del
siguiente modo :

6
P(X<7)= 2 (e % 8%/ xI 0,3134
=0

Se agregan como anexos las tablas que ayudan al cédlculo de probabilidades de las distribuciones
binomial y de Poisson .

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

Distribucion Uniforme ( o Rectangular)

Sean a y b dos numerds reales tales que a<b y sea el experimento que consiste en
seleccionar un punto X delintervalo [a,b] de forma que /a probabilidad de que X pertenezca
a cualquier intervalo contenido en [a,b] es proporcional ala longitud de ese intervalo .

La constante de proporcionalidades 1/(b-a) .

Esta distribucién de la VA X continua se denomina uniforme ( o rectangular ) sobre [a, b]. Entonces :
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La funcidn de densidad de una variable aleatoria Continda X definida como

1/(b-a) a< x < b
fx(x) = '

0 en otro caso

se denomina uniforme ( o rectangular ) sobre [a,b]

La representacion gréfica de esta funcion resulta :

fx{x)
1/{b-a) > ¢
a b X
w b
Ademas obtenemos : J- fx(x) dx = J[M(b—a)]dx = 1./
- a
d

P(c<X<d) = ,[[1/(b—a)]dx ={(d-c) /(b-a)
Cc
Puesto que la probabilidad que se seleccione uno de los puntos extremos a o b es cero, es irrelevante

que en la expresidnde fx (x) se indiquen intervalos abiertos , cerrados o semiabiertos .

Esperanza y varianza

e}

Como ja esperanza de una VA continua se definié como Lx =E(X)= j xfx (x) dx, reemplazando ,

se obflene: - -
b b

ux=.{ [x /(b-a)] dx = (x%/2)b-a)] = (b*-a?)/2(b-a) Lx=(b+a)l2
a a

Teniendo en cuenta que la varianza de una variable aleataria continua se definié :

oo

ox 2= VAR (X) = J. (x- ux) 2 fx(x) dx ,reemplazando e integrando, obtenemos -

—oC

ox? = (b-a)? /12

Distribucion Normal

Distribucién normal estandar

Una variable aleatoria continua Z tiene una distribucion normal estandar si la funcidon de densidad es
? /2
fz(z)= (1/V2n) e 7 ‘o < 7z < o

y su grafica recibe el nombre de curva normal.
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~ Lacurva normal tiene forma de campana y tiene las siguientes propiedades :

* Lamoda que es el valor de |a abscisa donde la curva tiene su maximo yocurreenz = 0.
* Lacurva es simétrica con respecto al eje de ordenadas . '

* Los puntos de inflexién estanen z = + 1 . Resulta concava hacia abajo ensi -1<z<1 y
concava haciaarribasi z>1 o 2z < -1. g

La curva se acerca al eje de abscisas en forma asintética en cualquiera de los dos sentidos
alejandose delcero (fz(z) -0 si z - 0 si Z—>-w).
= Eléareatotalentrelacurvayeleje z u eje de abscisas es 1.

Una variable aleatoria Z que se distribuye segin la normal estandar se simboliza Z ~ Ng.

La espé.ranza 0 media de esta distribuciénes 0 y esdecir E(Z) = pz = 0.

La desviacion estandar es 1. Resulta VAR (Z)= o zl =1 = ogz=+vYVAR (Z)=1

Estos valores, 0 y 1 sonlos parametros de la distribucion normal estandar.

4

Para calcular probabilidades para una variable aleatoria con a.
distribucion normal estandar , empleamos

Z 2

Plzi<Z<z) = )| (1/V2Zn)e *'2 4

. Z
El resultado de esta integral definida coincide con el area \ =
de la regién sombreada ' e — \

Sea (b {z), la FDA delanormal estdandar, entonces
z 2

O(z)= P(Z<z) = J(1/vam)e "%

-
Esta probabilidad tiene un valor que coincide con el area
' sombreada.

-3 -2 -1 g T4 2 3

Es habitual emplear tablas en donde figuran los valores de la funcidn distribucién acumulada ( areas bajo
la curva normal esténdar a la izquierda de =z ) para calcular probabilidades.
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Si caleulamos probabilidades usando esta tabla parauna VA (Z) / Z ~ Ng, resuita :
» P(Z=<175)= ¢ (1,75)= 09598 sientramos en latablacon z=1,75

= P(-032<Z<175) = ¢(1,75) - (b (-0,32)= 0,9599 - 0,3745 = (,5854
- sientramos en la tablacon z= 1,75 y a este valor le restamos el que corresponde a  z = - 0,32

-3 -2 -1 0 1 2 3
P(Z<175) - P(Z <=032) = P(-032 <Z<175)
d(175) - ® (-0,32) = P(-032<2Z<175)

= P(Z>175) = 1- (j) (1,75) = 1-0,9599 = 0,0401 , segln se observa a continuacion :

3 -2 -1 a 1 2 3
- P(Z<175) = P(Z>175)
1 - d(1,75) = P(Z>1,75)

Distribucién normal con pardmetros nyx , 025(

En los problemas reales, las distribuciones de la variable aleatoria X pueden tomar la forma de una
cualquiera de las infinitas curvas normales distintas que surgen al variar los valores de media u x y
desviacion estandar ¢ x, el méximo y punto de inflexion de la curva respectivamente. En estos casos
tenemos , entonces la distribucién normal con parametros px/juxz0 y © xz/cs xz. # 1 yque se
indca X ~ N (px,c#)

Una variable aleatoria tiene distribucién normal con parametros px , © % (X ~N(ex,0%))
si su funcién de densidad puede expresarse como :

. , 2
fx(x)= (1/oxV2r) e (AIX-mx)lox] ‘@ < x <

La funcidn definida tiene la representacién gréfica siguiente para el caso de ux =35y ocx=2:
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1.2 - \‘\_ La curva tiene las siguientes propiedades :
1 / \ ‘ o
\ = La moda ocurre en X = px . Lamoda
0.8 , coincide con la media y con la mediana
0.6 7 * Es simeétrica con respecto al eje vertical de
0.4 ecuacion x= pyx .
0 : * Presenta puntos de inflexidnen x = pux £ 0 x
\ ~ donde G x es la desviacién estandar

|
[

0

o
i
=)
uil

= El area bajo la curva es uno ; es decir:

[eo]

J fx(x) dx = 1, fx(x) es la distribucidn normal de pardmetros Lx, c:;‘( (X~N (ux,077())

-0

Sea é la FDA parala variable aleatoria X /X~N (px, czx) , es decir :

X 2

E(x) = P(Xsx) = | (11oxy2m) e AL-w0lex] o

-0

Proponemos la sustitucién z = (t- px)/G x yobtenemos: dz = dt/o x
si t=x => z=(x-pux)/ox y Si t=-0 o Z -0

Reemplazamos en la expresion parala FDA | la funcion f; y resulta:
(x-px)lox
p (x‘*’éx) - | (1/4¥27) e

-

2
TUF g =P (z 2 (x-wx)iox) = O ((x-ux)ox)

Asi hemos definido una VA Z donde Z =(X- ux)/o x ) ala que le corresponde una distribucion

normal estandar , Z ~ N g donde los parametros son 0 y 1 .Vale decir que , para calcular
probabilidades de una variable aleatoria X cuando X tiene una distribucién normal de parametros

px= 0, sz #1 empleamos los valores conocidos para la distribucién normal estandar definiendo esta

nueva variable aleatoria llamada variable estandarizada Z /Z = (X - ux)/ox .Deeste modo,
podemos calcular la probabilidad buscada haciendo :

P(X<xy) =P(Z<zy) =P( (X-px)/ox < (x1-ux)/ox)

e ingresando en la tabla de distribuciones acumuladas para la distribucién normal estandar con el valor
z; obtenidocomo z; = (x1-px)/0Cx

Tenemos , por ejemplo , que X se distribuye normalmente con media px = 3,5 y desviacidon
estandar ¢ x = 1 |, paracalcular P (X <3,9) hacemos :

P(X<39)= P(Z<(39-35)/1) =P(Z<04)= 06554

Este valor lo obtuvimos ingresando en la tabla de distribucidn acumulada con el valor 0,4
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Ejemplos :

1) Las piezas de pan distribuidas por una cierta panaderia tienen una longitud promedio de = 30 cm

. una desviacién estandar de 2 cm . Suponiendo que las longitudes estan normalmente distribuidas,
obtener la probabilidades siguientes: . A ) que las piezas tengan una longitud menor que 25,5cm . .
B ) que la longitud esté entre 29,3y 33,5 cm y C) que las piezas tengan mas de 31,7 cm de longitud .

La variable aleatoria X esla “Jongitud de Jas piezas de pan* vy tiene una distribucion normal de
media px =30em y desviacidn estandar o X=2cm.

La variable estandarizadaes Z = (X - px)/ox = (X-30)/2 vy tiene una distribucion normal
estandar. -

A) P(X<255) = P (Z<(255-30)/2) =P (Z<-225)= 0 (-225) = 0,0122

En este caso buscamos en la tabla el valor correspondiente a z = - 2,25 . Este valor corresponde al
area bajo la normal a la izquierda de - 2,25 . ‘ :

B) P(293< X < 335)

i

P (293-30)/2) <2Z<(335-30)/2) =P (-0,35<Z< 1,75)

= P(293< X < 335) $(175) - ¢ (-0,35)= 0,9599 - 0,3632

En esta situacion al valor correspondiente al 4rea a la izquierda de 1,75, le restamos el que se obtiene
para el area a la izquierda de - 0,35 . ‘

C) P(X>317) = P (Z>(31,7-30)/2) = P(Z>085) = 1 -P(2<085) —
= P(X>317) =1-((085) =1 - 08023 = 01977

2 ) Dada una distribucién normal con media p x = 40 y desviacion estédndar o x = 6 , encuentre el
valorde x quetiene: A) El 45 % deldreaasu izquierda. B) El 14 % del drea ala derecha

A) Se requiere unvalor x; de X quetengaundreade 045 asu izquierda ; es decir

4

P(X<x;) =045 donde  X~N(40,6)

Para la variable estandarizada Z=(X - ux )/ o x se obtiene P (Z<z4)=045 si z,=-0,13

buscando en la tabla el valor z , correspondiente a un valor de area a su izquierda igual o lo mas
préximo posible a 0,45 . ‘

Como z1= (x1-pux)lox entonces X1= Zy Ox +pyx -
En nuestro caso el valor buscado es Xx1=-013.6 + 40 = 3922
B) Se debe calcular el valor x, tal que P(X >x,) = 0,14

Sabemosque P (X >x,) = 1-P( X < x3) =014 : entonces como P('X<x2)= 0,86 el
valor x, lo obtengo-buscando en la tabla el z que corresponde a un area a su izquierda igual o lo
mas proximo posiblea 0,86 . '

Asi obtenemos que ' P(Z<z,) = 0,86 si z, = 1,08.
Elvalorde x, buscadoes Xo= ZpOx +ux =108 6 + 40 = 46,48
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