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Introduccion lﬂ

Analisis de Algoritmos

« Cuando un programa se va a usar repetidamente
resulta importante que los algoritmos implicados sean
eficientes.

* Generalmente, asociaremos eficiencia con el tiempo de
ejecucion del programa, y mas raramente con la
utilizacion del espacio de memoria.

 Vamos a concentrarnos en la definicion de eficiencia
como el tiempo de ejecucion de un algoritmo en funcion
del tamaino de su entrada. A la eficiencia de un algoritmo
también se le denomina costo, rendimiento o
complejidad del algoritmo.
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Analisis de Algoritmos

Costo de un Algoritmo

Para medir el coste de un algoritmo se pueden emplear dos
enfoques:

* Pruebas: (tambien llamadas benchmarking en inglés)
consiste en elaborar una muestra significativa o tipica de los
posibles datos de entrada del programa, y tomar medidas
cuidadosas del tiempo de ejecucion del programa para cada
uno de los elementos de la muestra.

« Analisis: emplea procedimientos matematicos para
determinar el costo del algoritmo; sus conclusiones son
flables, pero a veces su realizacion es dificil o imposible a
efectos practicos.
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Analisis de Algoritmos

e

Costo de un Algoritmo

El analisis de algoritmos mediante el uso de
herramientas como por ejemplo la evaluacion
de costos intenta determinar que tan eficiente
es un algoritmo para resolver un determinado
problema. En general el aspecto mas
interesante a analizar de un algoritmo es su
costo.
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Analisis de Algoritmos _—e

Costo de un Algoritmo

» Costo de tiempo: Suele ser el mas importante,
indica cuanto tiempo insume un determinado
algoritmo para encontrar la solucion a un problema,
se mide en funcion de la cantidad o del tamaio de
los datos de entrada.

» Costo de espacio: Mide cuanta memoria
(espacio) necesita el algoritmo para funcionar
correctamente.

Importante: El analisis del costo de un algoritmo
comprende el costo en tiempo y en espacio.
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Analisis de Algoritmos

Costo de un Algoritmo

1. El primer paso que debe llevarse a cabo
para analizar un algoritmo es definir con
precision lo que entendemos por tamano
de los datos de entrada. Normalmente tal
definicion resulta natural y no es
complicado dar con ella.

Por ejemplo:

Ing. Carlos A. Afranllie 20 Desarrollo Sistematico de Programas



Analisis de Algoritmos

e

Costo de un Algoritmo

* En un algoritmo de ordenacion, el tamano de
la entrada es el numero de elementos a
ordenar.

* En un algoritmo de busqueda, el tamano de la
entrada es el numero de elementos entre los
gue hay que buscar uno dado.

* En un algoritmo que actua sobre un conjunto,
el tamano de |la entrada es el numero de
elementos que pertenecen al conjunto.

Ing. Carlos A. Afranllie 21 Desarrollo Sistematico de Programas



Analisis de Algoritmos

Costo de un Algoritmo

2. Una vez definido el tamano resulta
conveniente usar una funcion T(n) para
representar el numero de unidades de
tiempo (segundos, milisegundos,...) que un
algoritmo tarda en ejecutarse cuando se le
suministran unos datos de entrada de

tamano n.
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Analisis de Algoritmos e

Costo de un Algoritmo

Como el tiempo de ejecucion de un programa
puede variar sustancialmente segun el
computador concreto en que se lleve a cabo
la ejecucion, resulta preferible que T(n) sea el
numero de instrucciones simples
(asignaciones, comparaciones, operaciones
aritmeticas, etc.) que se ejecutan o
equivalentemente, el tiempo de ejecucion del
algoritmo en un computador idealizado,
donde cada asignacion, comparacion, lectura,
etc. consume 1 unidad de tiempo.
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Analisis de Algoritmos e

Modelos computacionales

 Maquina RAM de costo fijo: La maquina
RAM proviene de Random Access Memory. Y
es una maquina ideal muy similar a una
computadora actual aunque con algunas
simplificaciones. Los programas de la
maquina RAM se almacenan en memoiria.
Puede suponerse que todos los accesos a
memoria tienen el mismo costo (en tiempo) y
gue todas las instrucciones tienen un costo
constante e idéntico (en tiempo).
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Analisis de Algoritmos

Modelos computacionales

 Maquina RAM de costo Variable: En ésta
el concepto es similar a la anterior salvo que
sus costos no son fijos.
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Maquina RAM de costo fijo |-‘

Ejemplo 1

Algoritmo 1 - Este es un ejemplo
y <-1 /* Asignacion
Al2] <- 1 /* Asighacion a un elemento de un vector
si n <1 entonces
X <-w

sino
X<-y

fin_si

mientras n >= 0 hacer
n <-n-1

fin_mientras

para i desde O hasta 10 hacer
Ali] <-0

fin_para

Fin_Algoritmo
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Maquina RAM de costo fijo

Ejemplo 2

Algoritmo 2 - Ejemplo simple
a <-3
b <-a*b
si b =5 entonces
a <-2

sino
a <-1
fin_si
Fin_Algoritmo

El algoritmo 2 tiene 5 instrucciones de las cuales se gjecutan
unicamente 4. Por lo tanto el costo del programa en tiempo es de C*4,
siendo C una constante que indica cuanto tiempo tarda en ejecutarse
una instruccion. El espacio que necesita el programa es el espacio
ocupado por las variables Ay B. Es decir 2*Ec siendo Ec el espacio que
ocupa una variable.
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Maquina RAM de costo variable-‘

Ejemplo

Algoritmo 3 - Ejemplo simple
a <-3
b <-a*b
si b =5 entonces
a <-2

sino
a <-1
fin_si
Fin_Algoritmo

Este programa cuesta ahora 3*C1+1*C2+1*C3.
Donde C1 = costo de una asignacion, C2 = costo de una multiplicacion y
C3 = costo de comparar dos numeros.

El costo del espacio en la maquina RAM de costo variable es igual al de
la maquina RAM de costo fijo.
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Algoritmos | "Ta" .

Algoritmos iterativos

Los algoritmos iterativos son aquellos que se basan
en la ejecucion de ciclos; que pueden ser de tipo
for, while, repeat, etc.

La gran mayoria de los algoritmos tienen alguna
parte iterativa y muchos son puramente iterativos.

Analizar el costo en tiempo de estos algoritmos
implica entender cuantas veces se ejecuta cada
una de las instrucciones del algoritmo y cual es el
costo de cada una de las instrucciones.
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Algoritmos iterativos
Ordenamiento Uno contra Todos

Uno de los temas importantes del curso es el analisis de
algoritmos de ordenamiento, por lo que vamos a empezar
con uno de los mas simples: el de uno contra todos.

Algoritmo Uno_contra_todos (A,n). Ordena el vector A.
para i desde 1 hasta (n -1) hacer
para j desde (i + 1) hasta n hacer
si A[j] <A[i] entonces
Swap(Ali], Al])
fin_si
fin_para
fin_para
Fin_Algoritmo
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Algoritmos iterativos

e

Ordenamiento Uno contra Todos

Ejemplo:
34152764

34152764
14352764
14352764
14352764
14352764
14352764
14352764
13452764
13452764
12453764
12453764
12453764
12453764

Compara A[1] con A[2]
Compara A[1] con A[3]
Compara A[1] con A[4]
Compara A[1] con A[5]
Compara A[1] con A[6]
Compara A[1] con A[7]
Compara A[1] con A[8]
Compara A[2] con A[3]
Compara A[2] con A[4]
Compara A[2] con A[5]
Compara A[2] con A[6]
Compara A[2] con A[7]
Compara A[2] con A[8]
Compara A[3] con A[4]

12453764
12354764
12354764
12354764
12354764
12345764
12345764
12345764
12345764
12345764
12345764
12344765
12344675
12344576
12344567

Compara A[3] con A[5]
Compara A[3] con A[6]
Compara A[3] con A[7]
Compara A[3] con A[8]
Compara A[4] con A[5]
Compara A[4] con A[6]
Compara A[4] con A[7]
Compara A[4] con A[8]
Compara A[5] con A[6]
Compara A[5] con A[7]
Compara A[5] con A[8]
Compara A[6] con A[7]
Compara A[6] con A[8]
Compara A[7] con A[8]
FIN.

Para un vector de 8 elementos el algoritmo insumio 28 comparaciones.
Antes de analizar en forma genérica el costo en tiempo del algoritmo
veamos ejemplos mas simples.

Ing. Carlos A. Afranllie

31

Desarrollo Sistematico de Programas




Algoritmos iterativos

Costo de una instruccion en ciclos simples

para i desde 1 hasta n hacer
Instruccion
fin_para

El calculo en costo de una instruccidon en un ciclo simple
puede hacerse utilizando una sumatoria.

Sl
i=1

Donde C1 es el costo de la instruccion que se ejecuta en el
ciclo. El resultado de la sumatoria es n * C1, lo cual es
evidente porque la instruccion dentro del ciclo se ejecuta n
veces.
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Algoritmos iterativos Illm !

Costo de una instruccion en ciclos
anidados independientes

para i desde 1 hasta n hacer
para | desde 3 hasata m hacer
Instruccion
fin_para
fin_para

Podemos calcular el costo de la instruccion nuevamente
usando sumatorias de la forma:

ZZ(*l = Z(m'— D*Cl=n*(m—-2)*C1

i=1 j=3
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Algoritmos iterativos

Costo de una instruccion en ciclos
anidados dependientes

para i desde 1 hasta n hacer
para | desde | hasata n hacer

Instruccion
fin_para
fin_para
DD CL=> (n=i+D*CL=C1*> (n—i+1)=
i=1 j=i i=1 i=1
e < I n*(m+l) . ., n+n
=Cl1*(>Y n=> i+ > Hh=Cl*(n*n- | +n)=Cl*(n" — +n) =

1 (2;?3 — HZ— "+ 2}7) 1 }73: n
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Algoritmos iterativos ‘

Sumatorias Utiles

Antes de continuar vamos a recordar algunas sumatorias
utiles.

Fi

Z{3=c::'*ﬂ
i=1
if_ n*(n+l)
j:'=1l‘u 2
1
Z—_=111ﬂ+1‘
i=1 1
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Algoritmos iterativos

Analisis del algoritmo Uno contra Todos

Algoritmo Uno_contra_todos (A,n). Ordena el vector A.
para i desde 1 hasta (n -1) hacer
para j desde (i + 1) hasta n hacer
si A[j] <A[i] entonces
Swap(Ali], A[])

fin_si
fin_para
fin_para
Fin_Algoritmo

El costo del algoritmo lo vamos a calcular suponiendo que C1 es el costo de
efectuar la comparacion y que C2 es el costo de efectuar el SWAP. Sin embargo
el SWAP no se hace siempre sino que se hace unicamente cuando la
comparacion da A[j] > AJi], por ello debemos particionar el analisis en tres casos:
el peor caso, el mejor caso y el caso medio.
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Algoritmos iterativos By -

Peor caso

En el peor caso el algoritmo siempre hace el Swap. Esto
ocurre por ejemplo cuando el vector viene ordenado en el
orden inverso al que utilizamos.

['(n)= i i (C1+C?2)

i=l j=i+1
n—1
['(n)= Z Cl1+C2)*(n—=>G+1)+1)
=1
n—1
T'(n)= Z (Cl1+C2)*(n—1)
i=1

-1 -1
T(n)y=(Cl+C2)* (Z n— Z )
i=1 i=1
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Algoritmos iterativos A‘

(n—=1)*n
- )
n —n
2

2n* =2n—n* +n
T(m) = (CL+C2)*( n- ;; 1z +}’?)
n' —n

2

I'(ny=Cl1+C2H*((n—D*n-—

T(n)=(Cl+C2)*(n* —n-— )

T'(n)y=(Cl1+C2)*( )

N T
T(ny=(Cl+C2)* (5 n° — 5 1)

Por ejemplo para N = 8 el peor caso nos da: (C1+C2)*(32—-
4)=(C1+C2)*28 un total de 28 comparaciones y 28 Swaps.
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Algoritmos iterativos By -

Mejor caso

En el mejor caso el vector ya viene ordenado por lo que
nunca efectua ningun Swap, el costo total es entonces el
costo de las comparaciones que es igual a lo calculado

antes.

| 1 , 1
I'(n)=Cl*(—n" ——n)
(7. (2 >
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Algoritmos iterativos A | -‘ -

Caso medio

En el caso medio el algoritmo efectua todas las
comparaciones y solo la mitad de los Swaps.

[(n)y=Cl* (.,_. n’ 5 n)+ C2 7(7 1 5 1)

- .

Importante: Al analizar el tiempo de un algoritmo se debe
analizar el mejor caso, el peor caso y el caso medio.
Habitualmente el que mas interesa es el peor caso.
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Orden de Algoritmos

Introduccion:

Supongamos que para cierto problema
hemos hallado dos posibles algoritmos que lo
resuelven, Ay B.

Evaluamos con cuidado sus costos

respectivos y obtenemos que TA(n)=100ny
TB(n)=2n=.

., Cual sera conveniente usar, basandose en
el criterio de eficiencia
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Orden de Algoritmos

20000 -

15000 —

10000 —

T'(n) = 100n
5000 —

—
—
—
—

I
20 40 60 80 100 "®

Figura 1: Comparacién de los costes 100n y 2n?

Si n<50, resulta que B es mas eficiente que A, pero no mucho mas; para n>50 el algoritmo
A es mejor que B, y la ventaja de A sobre B se hace mucho mayor cuanto mayor es n. Para
entradas de tamafno n=100, A es el doble de rapido que B, pero para entradas de tamaro
n=1000, A es veinte veces mas rapido que B.
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Orden de Algoritmos

Notacion O

Esta notacion sirve para clasificar el
crecimiento de las funciones. Asi en vez de
decir que el costo T(k) del algoritmo de
localizacion del minimo es T(k)=4k, diremos
que es O(k), lo que informalmente significa
gue el costo es "alguna constate multiplicada
por k" para entradas de tamano k.
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Orden de Algoritmos "Ta .

i)

Notacion O

Habitualmente no interesa cuanto tarda
exactamente un algoritmo sino que nos
interesa saber cual es la tasa de crecimiento
del algoritmo en funcion de los datos de
entrada. Para el estudio de algoritmos existe
una notacion muy practica y utilizada
universalmente en este tipo de problemas
conocida como la gran "O" (Big-Oh notation)
que define el orden de un algoritmo.
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Orden de Algoritmos

Definicion

“El orden de un algoritmo se define como
la tasa de crecimiento del tiempo que
insume el algoritmo en funcion de la
cantidad o tamano de los datos de
entrada”.
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Orden de Algoritmos ..

Ordenes mas comunes

Qrden Nombre informal
O(log n) logaritmico
O(n) ineal
O(n2) cuadratico
O(n3) cubico
O(nk) polindmico
O(2n) exponencial
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Orden de Algoritmos

Reglas

* Regla de las sumas: Consideremos un algoritmo
gue consta de k partes compuestas
secuencialmente, cada una con un costo T,(n) y
donde T,(n) = O(f(n)) para i=1, .., k. Entonces

I'(n)=T,(n)+..+T,(n)=0(max{f,(n), .... f,(n)}).

* Reglas de los productos: Si el costo del cuerpo
de una iteracion es O(f(n)) y el numero de
iteraciones es O(g(n)) entonces el costo total de la
iteracion es O(f(n)*g(n)).
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Orden de Algoritmos

Regla de las sumas

Supongase que un algoritmo consta de dos partes.
Si la primera tiene coste O(n?) y la segunda tiene
coste O(n3), entonces el coste del algoritmo seria

T (n) = O(n?) + O(n3) = O(n? + n3) = O(max{n?, n3}) =
O(n3)

Para las estructuras iterativas debemos evaluar el
costo del cuerpo y el numero de iteraciones que se
produciran en funcion del tamafno de la entrada.
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Orden de Algoritmos

Regla de los productos

Si en un algoritmo aparecen bucles anidados se analizan
uno por uno desde el mas interno al mas externo. Por
ejemplo, el siguiente segmento de un algoritmo inicializa las
componentes de una matrizn xn a 0.

para i desde 1 hasta n hacer
para | desde 1 hasta n hacer
Cli,j]:=0
fin_para
fin_para

Si tomamos como tamano de la entrada la dimension de la
matriz, n, el costo del segmento completo es O(n?).
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Orden de Algoritmos

Algoritmos Recursivos

“Un algoritmo recursivo es aquel que en algun momento
durante su ejecucion se invoca a si mismo’.

Por ejemplo el siguiente programa sirve para calcular el
factorial de un numero.

Algoritmo Fact(n). Calcula el factorial de n en forma
recursiva.
si n <2 entonces
devolver 1
sino
devolver n*Fact(n-1)
fin_si
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Orden de Algoritmos

e

Algoritmos Recursivos

* En general el programar en forma recursiva
permite escribir menos codigo y algunas
veces nos permite simplificar un problema
dificil de solucionar en forma iterativa.

* En cuanto a la eficiencia un programa
recursivo puede ser mas, menos o igual de
eficiente que un programa iterativo.
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Orden de Algoritmos

e

Algoritmos Recursivos

* En primer lugar hay que senalar que los
programas recursivos consumen espacio en
memoria para la pila ya que cada una de las
llamadas recursivas al algoritmo son apiladas una
sobre otras para preservar el valor de las variables
locales y los parametros utilizados en cada
invocacion.

» Este aspecto lo vamos a considerar un costo en
espacio ya que lo que estamos consumiendo es
memoria.
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Orden de Algoritmos

Algoritmos Recursivos

* En cuanto al tiempo de ejecucion del programa debemos
calcularlo de alguna forma para poder obtener el orden del
algoritmo.

* Para ello se recurre a plantear el tiempo que insume un
programa recursivo de la siguiente forma:

Tiempo de ejecucion del factorial

sin< 2

r'my=y. .
1+7(n—1) sino
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Orden de Algoritmos

Algoritmos Recursivos

 Las ecuaciones planteadas definen una
recurrencia.

 Una recurrencia es un sistema de ecuaciones
en donde una o mas de las ecuaciones del
sistema estan definidas en funcidon de si
mismas.

* Para calcular el orden de un algoritmo
recursivo es necesario resolver la recurrencia
gue define el algoritmo.
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Algoritmos Recursivos

Recurrencias

Tomemos por ejemplo la siguiente recurrencia muy comun
en algoritmos recursivos.

(

1
T'(n)=-

n
2T(—=)+n
| (2)

Estudiaremos tres técnicas que suelen utilizarse para
resolver recurrencias.

E|l método de sustitucion
E|l método iterativo
*E| teorema maestro de las recurrencias.
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Algoritmos Recursivos

El método de sustitucion

En meétodo de sustitucion se utiliza cuando estamos en
condiciones de suponer que el resultado de la recurrencia es
conocido.

En estos casos lo que hacemos es sustituir la solucion en la
recurrencia y luego demostrar que el resultado es valido por
Induccion.

Para nuestro ejemplo sabemos que

T'(n)=(nlogn)+n
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Algoritmos Recursivos | -‘ -

El método de sustitucion

Veamos que pasa cuando n=1
Sin=1 => T(1)=1
1log1+1=0+1=1 Verifica

Hipotesis inductiva

sin>1 => T(n')=(n"log n' )+n' si n'<n
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Algoritmos Recursivos .

El método de sustitucion

Demostracion

T(n):2T(§)+n (1)

n

Como — <n
2

Por induccion

T(§> - <§)*log<;’> | ;’ 2)
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Algoritmos Recursivos |-‘

El método de sustitucion
Reemplazando (2) en (1)

1 x10a( ™y 4 1
T(n) = 2(() *log(5) +2) + 1

T'(n)=(n log(g) +n)+n

I'(n)=n(logn—1log?2)+2n
I'(n)y=nlogn—n+2n

I'(n)y=nlogn+n
I'(n) =0O(nlogn)

Por lo que queda demostrado.
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Algoritmos Recursivos

e

El método de sustitucion

* El método de sustitucion es simple.

* Requiere que uno ya conozca cual es la
solucion de la recurrencia.

* A veces sin embargo en recurrencias muy
complejas para resolver por otros métodos
puede llegar a ser conveniente intentar
adivinar la solucion y luego demostrarla
usando este método.
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Algoritmos Recursivos

El método iterativo

* El método iterativo es un forma bastante poderosa
de resolver una recurrencia sin conocer
previamente el resultado.

* En este método se itera sobre la recurrencia hasta
gue se deduce un cierto patron que permite escribir
la recurrencia usando sumatorias.

* Luego realizando una sustitucion apropiada y
resolviendo las sumatorias se llega al resultado de
la recurrencia.
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Algoritmos Recursivos -. *

El método iterativo

Utilizando el meétodo iterativo en nuestro ejemplo
observamos lo siguiente:

() =1

T(n) = 2T(§) +n

n, n n
T(n)—2(2T(Z)+§)+n—4T(Z)+n+n

T(n)=4(2T(g)+%)+n+n=8T(§)+n+n+n

T(n) = 2" * T(zik) + kn
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El método iterativo

Como T(1)= 1hacemosi_1_,>n_2k —> k=log,n

2k

Reemplazando

T(n) = 21°g2”T(

)+nlog, n

210g2n

log, 2 1
29 =p =n

Sabemos que :2°%*" =n
T'(n)= zsz(£)+nlog2 n=nlT(l)+nlog,n
n

T'(n)=n+nlog, n
I'(n)=0(nlogn)
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El teorema maestro de las recurrencias

Mediante este teorema podemos contar con una poderosa
herramienta para resolver algunas recurrencias. El teorema

dice lo siguiente.
Teorema: Sea:

T'(n)= aT(?) +n”
#.

Siazlyb=1
Entonces
e Caso1Sia>b" =T(n)=c®n"")

o Caso2Sia=5b"=T(n)=c@n"logn)
e Caso38Sia<h®=T(n=c®(Hn")
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El teorema maestro de las recurrencias

Por ejemplo para

T(n) = 2T(§) in

tenemos que:
a=2,b=2,k=1

luego a=b¥ y estamos en el caso 2. Por lo que el algoritmo
es O(n' log n)

Lamentablemente no todas las recurrencias tienen la forma
gue requiere el teorema maestro por lo que a veces no
gueda mas remedio que aplicar el metodo iterativo.
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Algoritmos Recursivos
Cambio de variables

En algunas recurrencias puede ser conveniente realizar un
cambio de variables de forma tal de resolver una recurrencia
ya conocida, luego aplicando la inversa del cambio podemos
obtener la solucion de la recurrencia original.

Supongamos que tenemos la siguiente recurrencia:

1 sin=1

T(n)=-

T(Jn)+1  sino

Ing. Carlos A. Afranllie 66 Desarrollo Sistematico de Programas
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Cambio de variables

Sea m log n. Entonces n=2M. Reemplazando 2™ por n en la
recurrencia de T(n) tenemos:

T(2M =T (2™2) + 1
Llamamos S(m) =T (2™). Entonces la recurrencia queda:
S(m) = S(m/2) + 1

Usando el teorema maestro sabemos que S(m)=0(log m).
Por lo tanto

T(n)=T(2m) =S(m) = O(Igm)

T (n) =0 (log log n)
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