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Introduccion

Las ecuaciones, que se componen de una funciéon desconocida y de sus derivadas, se conocen
como ecuaciones diferenciales.

(1)

A la ecuacién (1) algunas veces se le llama una ecuacion de razon, ya que expresa la razéon de
cambio de una variable como una funcién de variables y pardmetros. Estas ecuaciones
desempeifian un papel importante en ingenieria debido a que muchos fendmenos fisicos se
formulan matematicamente mejor en términos de su razén de cambio.

En la ecuacién (1), la cantidad que se esta derivando, v, se conoce como variable dependiente. La
cantidad con respecto a la cual v se estd derivando, t, se conoce como variable independiente.
Cuando la funciéon tiene una variable independiente, la ecuacién se llama ecuacion diferencial
ordinaria (o EDO).

Métodos para resolver EDO sin el uso de la computadora

Sin una computadora, las EDO podrian resolverse usando técnicas de integracién analitica. Por
ejemplo, la ecuacién (1) se multiplica por dt y se integra para obtener:

v=j g—iv dt
" @

El lado derecho de esta ecuacién se conoce como integral indefinida debido a que no se
especifican los limites de integracién. Una solucién analitica para la ecuacion (2) se obtiene si la
integral indefinida puede evaluarse en forma exacta como una ecuacion.

Las leyes fundamentales de la fisica: la mecdnica, la electricidad y la termodindmica con frecuencia
se basan en observaciones empiricas que explican las variaciones de las propiedades fisicas y los
estados de los sistemas. Mas que en describir directamente el estado de los sistemas fisicos, las
leyes a menudo se expresan en términos de los cambios del espacio y del tiempo. En la Tabla 1 se
muestran algunos ejemplos.
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Tabla 1: Ejemplos de las leyes fundamentales que se escriben en términos de la razon de cambio de
variables (t = tiempo y x = posicion).

Expresion
Ley matematica Variables y parametros
Segunda ley de - Velocidad (), la fuerza [F)
Newton del movimiento I y masa (m)
ley del calor de Fourier dr Flujo de calor (g) conductividad
g= —k’a térmica (k’) y femperatura (T)
Ley de difusién de Fick de Flujo mésico (), coeficiente
/= —Da de difusién (D) y concentacién (c]
ley de Faraday _ Caida de voltaje [AV)),
[caida de voltaje AV :Ei inductancia (L)
a fravés de un inducior) T dt y corriente (i)

ANTECEDENTES MATEMATICOS

La solucidn de una ecuacion diferencial ordinaria es una funcién en términos de la variable
independiente y de pardmetros que satisfacen la ecuacion diferencial original. Para ilustrar este
concepto, empecemos con una funcién dada

y=-05x+4x - 10x2 + 8.5x + |

la cual es un polinomio de cuarto grado (Figura 1a). Ahora, si derivamos con respecto de x a la
ecuacion (3), obtenemos una EDO:

1

LJ —2x* +12x* —20x+8.5
dx (4)

Esta ecuacion también describe el comportamiento del polinomio, pero de una manera diferente a
la ecuacién (3). Mas que representar explicitamente los valores de y para cada valor de x, la
ecuacion (4) de la razén de cambio de y con respecto a x (es decir, la pendiente) para cada valor de
x. La Figura 1 muestra tanto la funcién original como la derivada graficadas contra x. Observe
cémo el valor cero en la derivada corresponde al punto en el cual la funcidn original es plana; es
decir, tiene una pendiente cero. Note también que los valores absolutos maximos de la derivada
estdn en los extremos del intervalo donde las pendientes de la funcién son mayores.

Como se acaba de mostrar, aunque es posible determinar una ecuacién diferencial dando la

funcion original, en esencia el objetivo es determinar la funcidn original dada la ecuacién
- - - - " -~ - " ]
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diferencial. La funcién original representa la soluciéon. En el presente caso, esta solucidon se
determina de manera analitica al integrar la ecuacion (4):

y= j(—2x3 +12x% = 20x +8.5) dx
Aplicando la regla de integracién

n+l

Ju”du:M—+C nz-1
n+l

en cada término de la ecuacidn, se obtiene la solucion

y=-05x" +4x’ = 10x* +8.5x +C 5

la cual es idéntica a la funcidn original con una notable excepcién.

En el proceso de la diferenciacién y después en la integracién, se pierde el valor constante de 1 en
la ecuacion original y ganamos el valor C. Esta C es llamada constante de integracion. El hecho de
que aparezca esta constante arbitraria indica que la solucién no es Unica. Es decir, es solucién pero
con un numero infinito de funciones posibles (correspondiente al nimero infinito de posibles
valores de C) que satisfacen la ecuacién diferencial. Por ejemplo, la Figura 2 muestra seis
funciones posibles que satisfacen la ecuacion (5)

N
Dr. MSc. Ing. J. Federico Medrano 3



ECUACIONES DIFERENCIALES 30-10-2018

dy/dx

e b)

Figura 1: Graficas de a) y contra x, y b) dy/dx contra x para la funcién y = —0.5x" + 4x® - 10x” + 8.5x
+1
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y
C=3
C=2
C =
C=0

x

C=-1
C=-2

Figura 2: Seis posibles soluciones para la integral de -2x% + 12x° — 20x + 8.5. Cada una corresponde
a un valor diferente de la constante de integracion C.

Por lo tanto, para especificar la solucion por completo, la ecuacién diferencial usualmente se
encuentra acompafiada por condiciones auxiliares. Para las EDO de primer orden, se requiere un
tipo de condicidon auxiliar, llamada valor inicial, para determinar la constante y obtener una
solucidn unica. Por ejemplo, la ecuacion (4) se acompafa por la condicién inicial definida por x =0,
y = 1. Estos valores se sustituyen en la ecuacion (5):

[ =—-0.5(0)" +4(0)’ —=10(0)” +8.5(0)+ C
(6)
para determinar C = 1. Por consiguiente, la soluciéon Unica que satisface tanto a la ecuacién
diferencial como la condicion inicial especificada se obtiene al sustituir C =1 en la ecuacién (5):

y=-0.5x" +4x" - 10x> +8.5x +1 -

De esta forma, hemos “sujetado” la ecuacion (5) al forzarla a pasar a través de un punto dado por
la condicion inicial y, al hacerlo, encontramos una solucién Unica para la EDO y completamos un
ciclo con la funcién original [ecuacién (3)]. Las condiciones iniciales por lo comun tienen
interpretaciones muy tangibles para las ecuaciones diferenciales surgidas de las condiciones de
problemas fisicos.

Cuando tratamos con una ecuacion diferencial de n-ésimo orden, se requiere de n condiciones

para obtener una solucidn Unica. Si se especifican todas las condiciones en el mismo valor de la

variable independiente (por ejemplo, en x o t = 0), entonces se conocen como problemas de valor
'
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inicial. En cambio en los problemas de valor frontera, la especificacion de condiciones ocurre con
diferentes valores de la variable independiente.

Métodos de Runge-Kutta

Yier =Yi+ Oh
(8)

De acuerdo con esta ecuacion, la pendiente estimada ¢ se usa para extrapolar desde un valor
anterior yi a un nuevo valor yi+1 en una distancia h (Figura 3). Esta férmula se aplica paso a paso
para calcular un valor posteriory, por lo tanto, para trazar la trayectoria de la solucién.

Todos los métodos de un paso que se expresen de esta forma general, tan sélo van a diferir en la
manera en la que se estima la pendiente. Se toma la pendiente al inicio del intervalo como una
aproximacion de la pendiente promedio sobre todo el intervalo. Tal procedimiento, llamado
método de Euler, se analiza a continuacion. Después se revisan otros métodos de un paso que
emplean otras formas de estimar la pendiente que dan como resultado predicciones mas exactas.
Todas estas técnicas en general se conocen como métodos de Runge-Kutta.

Vig1 =Y+ h

Pendiente = ¢

| | -

X Xit1 X
1 ~ J

Tamano de paso = h

Figura 3: llustracidn grdfica del método de un paso.
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METODO DE EULER

La primera derivada ofrece una estimacion directa de la pendiente en xi (Figura 4)

0= flx.y)

donde f(xi, yi) es |la ecuacidn diferencial evaluada en xi y yi. La estimacion se sustituye en la
ecuacion (8):

Vs =V + flxi, y)h
(9)

Esta férmula se conoce como método de Euler (o de Euler-Cauchy o de punto pendiente). Se
predice un nuevo valor de y usando la pendiente (igual a la primera derivada en el valor original de
X) para extrapolar linealmente sobre el tamafio de paso h (Figura 4).

¥y

Predicho
}error

Verdadero

/ X; Xi+1 X

Figura 4: Método de Euler.

Ejemplo
Con el método de Euler integre numéricamente la ecuacién

ﬂz—zf +12x% -20x+8.5
dx

N
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desde x = 0 hasta x = 4 con un tamafio de paso 0.5. La condicién inicialen x=0esy = 1.
Recuerde que la solucidn exacta esta dada por la ecuacion:

y=-0.5x*+4x — 10x* + 8.5x + |

Solucion:
Se utiliza la ecuacion (9) para implementar el método de Euler:

¥(0.5) =y(0) + £(0, 1)0.5

donde y(0) = 1y la pendiente estimada en x = 0 es:

£@0, 1) =-2(0)* + 12(0)* = 20(0) + 8.5 = 8.5

Por lo tanto,

¥(0.5) = 1.0 + 8.5(0.5) =5.25

La solucion verdadera en x = 0.5 es:

y=-0.5(0.5)* + 4(0.5)° — 10(0.5)* + 8.5(0.5) + 1 = 3.21875

En el segundo paso,
y(1) =y(0.5) + £(0.5. 5.25)0.5
=5.25 +[-2(0.5)° + 12(0.5)> - 20(0.5) + 8.5]0.5
= 5.875

La solucién verdadera en x = 1.0 es 3.0 y, entonces, el error relativo porcentual es =95.8%. El
calculo se repite y los resultados se dan en la Tabla 2 y en la Figura 5.

Tabla 2: Comparacion de los valores verdadero y aproximado de la integral
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X ¥verdadero YEuler

0.0 1.00000 1.00000
0.5 3.21875 5.25000
1.0 3.00000 5.87500
1.5 2.21875 5.12500
2.0 2.00000 4.50000
2.5 2.71875 4.75000
3.0 4.00000 5.87500
3.5 471875 7.12500
4.0 3.00000 /7.00000

Observe que aunque el calculo capta la tendencia general de la solucién verdadera, el error resulta
considerable.

Solucién verdadera

Figura 5: Comparacion de la solucidon verdadera con una solucion numérica usando el método de
Euler

Analisis de error en el método de Euler
La solucién numérica de las EDO implica dos tipos de error
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1. Errores de truncamiento, o de discretizacién, originados por la naturaleza de las técnicas
empleadas para aproximar los valores de y.

2. Errores de redondeo, causados por el nimero limitado de cifras significativas que una
computadora puede retener.

Los errores de truncamiento se componen de dos partes. La primera es un error de truncamiento
local que resulta de una aplicacién del método considerado, en un solo paso. La segunda es un
error de truncamiento propagado que resulta de las aproximaciones producidas durante los pasos
previos. La suma de los dos es el error de truncamiento global o total.

El conocimiento de la magnitud y propiedades del error de truncamiento se puede obtener de la
expansién de la serie de Taylor.
La serie de Taylor alrededor del punto inicial (xi,yi) es:

” (m) (n+1)
’ i 2 yi n y n
=y, +yih+%h' +...+—=—"h +7(§)h a,

donde h = x,,, —x,
2! (n+1)!

Vv

S+l

sabiendo que y" = f(x,)

’ B (n-1)
Vor =, +f(x,,y1)h+%h2 o L O e oy

n!

en donde O(h”El ) especifica que el error de truncamiento local es proporcional al tamafio de paso
elevado a la (n+1)-ésima potencia.

El error de truncamiento en el método de Euler es atribuible a los términos restantes de la
expansién que

. , .,
no se incluyen en la y =1y +hy ecuacion.Porloque

E — f’(x;ayi)hz

a

+...+0(h™"), donde E, es el error de truncamiento local.

Para una h lo suficientemente pequefia, los errores en los términos de la ecuacién de Ea decrecen
por lo comun a medida que el orden crece, y el resultado, a menudo, se representa como

E — f(xé"yx)hZ

a

o, E = O(h*), que es el error de truncamiento local aproximado.
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El problema con este método bastante sencillo es su falta de exactitud, al requerir un tamafio de
paso extremadamente pequeiio.

En el método de Euler simple, se usa la pendiente al inicio del intervalo, y,PRpara determinar el
incremento de la funcidn (ver Figura 6). Esta técnica seria correcta sdlo si la funcidn fuese lineal. Lo
gue se necesita es la pendiente media dentro del intervalo.

T pendiente en x,calculada con x;,y,

(a partir de Euler)

valor y; verdadero

v

Xo X]

Figura 6: Pendiente calculada y verdadera

Método de Euler Mejorado

Un método para mejorar la estimacién de la pendiente emplea la determinacion de dos derivadas
en el intervalo (una en el punto inicial y otra en el final). Las dos derivadas se promedian después
con la finalidad de obtener una mejor estimacidon de la pendiente en todo el intervalo. Este
procedimiento, conocido como método de Heun, se presenta en forma grafica en la Figura 7.
Recuerde que en el método de Euler, la pendiente al inicio de un intervalo

yi=fx. )
(10)

se utiliza para extrapolar linealmente a yi+1:

Vo =¥+ f(x, yoh
(11)

En el método estandar de Euler deberia parar aqui. Sin embargo, en el método de Heun la yo,-+1
calculada en la ecuacién (11) no es la respuesta final, sino una prediccién intermedia. Por
consiguiente, la distinguimos con un superindice 0. La ecuacién (11) se llama ecuacion predictora o
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simplemente predictor. Da una estimacion de yi+1 que permite el calculo de una estimacién de la
pendiente al final del intervalo:

Vi = fx,. i) (12)

} Pendiente =fl, 1Y%, )

Pendiente =

flx.y)

. Pendiente O y) +f0x YLD

2

=

/’ i Xiv1 X

b)
Figura 7: Representacion grdfica del método de Heun. a) Predictor y b) corrector.

Asi, se combinan las dos pendientes [ecuaciones (10) y (12)] para obtener una pendiente
promedio en el intervalo:

7 = Y+ Vi _ f(xi-y;)”Lﬂxm-}’gi)
2 2
(13)

Esta pendiente promedio se utiliza después para extrapolar linealmente desde yi hasta yi+1 con el
método de Euler:

N
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+ f(va}’i)+f(x:+1v}’:]+1 ) h
2

it =i
(14)

que se conoce como ecuacion correctora o simplemente corrector.

Ejemplo
Con el método de Heun integre y'Bl= 4¢ ™" — 0.5y desde x = 0 hasta x = 4, con un tamafo de paso
igual a 1. La condicidén inicialesen x=0, y = 2.

0.8x

Solucion
Primero, se calcula la pendiente en (x0, y0) como

vo=4€"-0.5(2)=3

La solucion numérica se obtiene al usar el predictor [ecuacién (11)] para llegar a un estimado de y
en 1.0:

yvi=2+3(1)=5

Ahora, para mejorar el estimado de yi+1, se emplea el valor yol para predecir la pendiente al final
del intervalo:

v = fx,. ¥9) = 4€%30) — 0.5(5) = 6.402164

gue se combina con la pendiente inicial para obtener una pendiente promedio en el intervalo
desde x = 0 hasta 1:

T = 3+6'4202164 = 4701082

Dicho resultado se sustituye en el corrector [ecuacidn (14)] para obtener la prediccion en x = 1:

v, =2+ 4.701082(1) = 6.701082

Ahora dicho estimado se utiliza para mejorar o corregir la prediccion de y1 sustituyendo el nuevo

resultado en el lado derecho de la ecuacidon (14)
'
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L [3+4e"" ~0.5(6.701082)]
2

-

[ =6.275811

Y =
El resultado, a su vez, se sustituye en la ecuacién (14) para corregir alin mas:

[3+ 4™V _0.5(6.275811)]
)

.

1=6.382129

Vi =2+

Observe como los errores algunas veces crecen conforme se llevan a cabo las iteraciones. Tales
incrementos pueden ocurrir especialmente con grandes tamafios de paso, y nos previenen de
llegar a una conclusion general erronea de que siempre una iteracion mas mejorara el resultado.
No obstante, con tamafos de paso lo suficientemente pequefios, las iteraciones, a la larga,
deberdn converger a un solo valor. En nuestro caso, 6.360865, que representa un error relativo de
2.68%, que se obtiene después de 15 iteraciones. La tabla 25.2 presenta los resultados del resto de
los calculos usapdo el método con 1y 15 iteraciones por paso.

lteraciones del método de Heun

1 15
X Yverdadero YHeun IElI (%-'} YHeun |£,| (o‘{’)
0] 2.0000000 2.0000000 0.00 2.0000000 0.00
| 6.1946314 6.7010819 8.18 6.3608655 2.68
2 14.8439219 16.3197819 Q.94 15.3022367 3.09
3 33.6771718 37.1992489 10.46 34.7432761 3.17
4 75.338%626 83.3377674 10.62 77 7350962 3.18

Método de Euler Modificado

La Figura 8 ilustra otra modificacién simple del método de Euler. Conocida como método del punto
medio (o del poligono mejorado o el modificado de Euler), esta técnica usa el método de Euler para
predecir un valor de y en el punto medio del intervalo (Figura 8a):

h
2 (15)

Después, este valor predicho se utiliza para calcular una pendiente en el punto medio:

Visz =¥ ¥ F(X.30)

v
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Yian = f(Xins Yiar)
(16)

que se supone representa una aproximacién vdlida de la pendiente promedio en todo el intervalo.
Dicha pendiente se usa después para extrapolar linealmente desde xi hasta xi+1 (Figura 8b):

Yinn=Yi + f(xmrzs yi+lr2)h

(17)
Observe que como yi+1 no esta en los dos lados, el corrector [ecuacion (17)] no puede aplicarse de
manera iterativa para mejorar la solucién.

y + Pendiente = flx; , 15 ¥;. 1)

Y Pendiente = flx;, 2 Vi 12)

/

b)

Figura 8: Representacion grdfica del método del punto medio. a) Ecuacion (15) y b) ecuacion (17).
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Métodos de Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta (RK) logran la exactitud del procedimiento de la serie de Taylor sin
necesitar el calculo de derivadas de orden superior. Existen muchas variantes, pero todas tienen la
forma generalizada de la ecuacién:

Visi =YV + [ﬁ'{-xf. Yis h)h

(18)

donde ¢(xi, yi, h) se conoce como funcion incremento, la cual puede interpretarse como una
pendiente representativa en el intervalo. La funcién incremento se escribe en forma general como

O =ak, +aky, +- - -+ a,k,
donde las a son constantes y las kK son

k= f(x.y)
ky = f(x; + ph. y; + g,k h)
ks = f(x; + poh. ¥ + g ki h + goksh)

ky = f(X; + pui . Y+ Gy ki + Gy 2k 4 Gy oKy D)

donde las p y las g son constantes. Observe que las k son relaciones de recurrencia. Es decir, k1
aparece en la ecuacién k2, la cual aparece en la ecuacidon k3, etcétera. Como cada k es una
evaluacion funcional, esta recurrencia vuelve eficientes a los métodos RK para cdlculos en
computadora.

Es posible tener varios tipos de métodos de Runge-Kutta empleando diferentes numeros de
términos en la funcion incremento especificada por n. Observe que el método de Runge-Kutta (RK)
de primer orden con n =1 es, de hecho, el método de Euler. Una vez que se elige n, se evaltan las
a, p y q igualando la ecuacion (18) a los términos en la expansidn de la serie de Taylor. Asi, al
menos para las versiones de orden inferior, el nUmero de términos, n, por lo comun representa el
orden de la aproximacion.

N
Dr. MSc. Ing. J. Federico Medrano 16



ECUACIONES DIFERENCIALES 30-10-2018

Métodos de Runge-Kutta de cuarto orden
El mds popular de los métodos RK es el de cuarto orden. Como en el caso de los procedimientos

de segundo orden, hay un numero infinito de versiones. La siguiente, es la forma cominmente
usada y, por lo tanto, le lamamos método cldsico RK de cuarto orden:
1
(19)

donde

ki = f(xi. y:)

k, = f(xg. +%h,yi +%k1h)
1
2
ky=f(x;+ h.v;, + ksh)

k, :f[xi +%h,yi + kzh)

Observe que con las EDO que estan en funcion sélo de x, el método RK clasico de cuarto orden es
similar a la regla de Simpson 1/3. Ademas, el método RK de cuarto orden tiene similitud con el
procedimiento de Heun en cuanto a que se usan multiples estimaciones de la pendiente para
obtener una mejor pendiente promedio en el intervalo. Como se muestra en la Figura 9, cada una
de las k representa una pendiente. La ecuacién (19) entonces representa un promedio ponderado
de éstas para establecer la mejor pendiente.

N
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_—
-
—_—

x; Xiv1p2 Xiq x

Figura 9: Representacion grdfica de las pendientes estimadas empleadas en el método RK de
cuarto orden
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