Calculo Numérico (Ing Informatica, Ing Minas, Lic Sistemas) Facultad de Ingenieria - UNJu

DERIVACION NUMERICA

Existen casos en los cuales es necesario obtener la derivada en un punto de una funcién que
puede ser desconocida o de una alta complejidad (respecto del proceso de derivacién). En tales
casos si se posee una serie de datos generalmente obtenidos de formas experimental se puede
aproximar la derivada. La aproximacion de una derivada de f(x) en x = x, Se puede obtener
mediante el gradiente de la interpolacion lineal si se conocen los valores de f enxy—
h,xg y xo + h, donde h es el tamafio del intervalo entre dos puntos consecutivos en el eje x.
Este tipo de aproximaciones se denominan Aproximacion por Diferencias Finitas, existiendo
tres tipos de formas de aplicacion.

1. Aproximacion por Diferencias Finitas hacia adelante o progresiva

La férmula es la siguiente

f,(x()) ~ f(xﬂ + h})l _f(xO) (1)

f

Hacia adelante

La cual se recomienda para hallar la derivada
cuando (xo, f (xo)) es el punto inicial de la curva.

2. Aproximacion por Diferencias Finitas hacia atras o regresiva

f La formula es la siguiente

—f(xo—h
ey = LEO G0

Hacia atras

f(x)

La cual se recomienda para hallar la derivada
cuando (xg, f(x0)) es el punto final de la curva

3. Aproximacion por Diferencias Finitas centrales

f La formula es la siguiente

h) — —h
f,(xo) ~ f(xO + )th(xO ) (3)

Central

fix)
La cual se recomienda para hallar la derivada
cuando (xo, f (xg)) es un punto central de la curva

fixg)

Xo—h Xo X0+h
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Enfoque por Desarrollo de Taylor

Formulas con dos nodos de un polinomio de Interpolacion

Las aproximaciones por diferencias finitas expresadas en el apartado anterior no acotan el error
cometido. Cuando una funcion se representa huméricamente en puntos discretos, ésta se aproxima
mediante la interpolacion. Asi, se pueden obtener férmulas de diferenciacion numérica al diferenciar
las formulas de interpolacion.

Comenzaremos obteniendo féormulas mediante el desarrollo de Taylor, ya que es equivalente a la
diferenciacion de una interpolacién y conduce exactamente a los mismos resultados. Esto es,
mediante artificios algebraicos sobre la serie de Taylor se pueden obtener formulas para aproximar
algunas derivadas.

Si definimos la siguiente nomenclatura

fOx) = fi
f(xis1) = fisa
') = f';

Entonces el desarrollo de Taylor de f;,, alrededor de x; es
3

! 2 12 rr
fi+1_fi+hfi+?fi+§f i+"'
Despejando f';

’ fl+1 ﬁ 1 " 1 "
fi= =~~~

Si se trunca después del primer término en este desarrollo se obtendra la aproximacion por
diferencias finitas hacia adelante (1) en conjunto con su error de truncamiento. Esto se puede
expresar como

po= 1 om

Donde
1
O(h) = —5hf"

Que indica que el error es proporcional al intervalo h de la reticula, y la derivada segunda f"';

De manera similar se puede obtener la formula de diferencias finitas hacia atras (2); con el

desarrollo de Taylor de f;_, alrededor de x; se tiene que
3

h
fior = fim B b =
Despejando f;

f'i= fiZ Jin fl =+ 0(h)

Donde
1
0(h) = > hf";

Las aproximaciones por diferencias finitas hacia adelante y atrds de la primera derivada que se
obtienen usando tres términos de la serie de Taylor se denominan férmulas de Primer Orden pues el
error de truncamiento es O(h)

Mientras que la aproximacion por diferencias finitas centrales (3) usando f;,; y f;_; Se puede

obtener restando a
3

! h2 r h i
fir1 = fi+hfi+§f it gf it

la serie
3

’ h? " h "
fi_hfi+§f i_if g+

fi-1
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obteniéndose
1 rnr
forr = fima = 2hf" 45 W37

Donde el término f"'; se elimina de forma automatica. Entonces despejando f”;

f,l‘ — fi+12_hfi—1 + O(hz)

Donde
1
0(h?) = — 3 h2 "

Es importante observar que, debido a la cancelacion del término f”, el error de la aproximacion
por diferencias finitas centrales es proporcional a h? en vez de h. Al decrecer h, el error decrece
mas rapido que en las otras dos aproximaciones.

La razén por la cual esta férmula genera un error menor radica en que usa 4 términos de la Serie
de Taylor y se denomina Férmula de Segundo Orden para hallar la derivada primera porque su
error de truncamiento es 0 (h?)

Pregunta: ;Reducir el valor de h reducira el error de la aproximacion?
Planteo de la respuesta:
Si ¢ es el punto del que se quiere obtener la derivada primera de una funcion f que se supone

derivable y pudiéramos hacer que h sea cada vez mas pequeiio se esperaria el siguiente
comportamiento:

c c+h c+h e+ h

h—0

El cual indica que si se aplica la diferencia finita progresiva con h tendiendo a cero se obtendria
una mejor aproximacion a la derivada exacta. Similar planteo se podria realizar para la las
diferencias finitas regresiva y centrales.

Para demostrar esta suposicion la funcion real a utilizar serd y = x e* y se calculara f'(1) el
cual obtenida de manera analitica es 5,4356365918091.
Ademas cada vez que se actualice un nuevo valor de h esté se dividira por 10.

El programa en Scilab que calcula el valor de la derivada usando la formula de diferencias
finitas progresiva es el siguiente:
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L s TS B s VI I SO R e

—
=

h= H
valorExacto=

I
deff | ,

for i=

= = = = =
o T S R Ny

Error =

I

h=h/10;
end

= =
[

[
L]

El cual produce la siguiente salida

. 100000aagooooaa
010000aaooo00aa
L001000000000000
L000100000000000
L00o010000o00000
L00o001a00oo0000
000000 100000000
L00o0o0o10o00000
00o000ao1000000
00o000ooo100000
L 000000000010000
00o000ooooo1000
00o000ooooo0100
00o0o0ooooooo1o
puiuiuinininiujuiujuinininius

o o0 o0 o0 oo o0ooo0oo0oogy

——

derivadadproximada = [(E(l+h)1-£(1)1) /h;
[ [wvalorExacto - derivadadproximada) /valorExactao)® H

hderivadabdproxinada ,Exrror) ;

Valoriproximado
.3630073738
LATTELQE708
LA406425924
LA369714173
LA3E6E044314
LAIEEETTIIE
4365640700
LA365636437
LA3E5640378
LAIEEEETERS
.4365845159
4374252854
LA3EE519286
4178883602
2172459379

Lo T O Ty 3 T g o o Y I O O Iy Y 3 Y 3 o B

Error

LBE23930797%
L PP0EZ7E7E3E
L0921014590%
L0245569307%
.0173054506%
LO0171303204%
LO0170629183%
.0170550751%
L0170632451%
LO0171122648%
017439063 1%
L0329619827%
L0002821520%
.3265161557%
14,3724076902%

T T Y Y s Y s T e Y e Y s Y s Y o R |

Observe que inicialmente al reducir el valor de h se genera una aproximacion mejor, esto es
coincidente con la definicion de Derivada. Sin embargo en un momento dado el error empieza a

incrementarse.

Disminuir el valor de h provoca una reduccion en el error de truncamiento, pero propaga el error
de redondeo, el cual depende de la maqguina, por lo tanto no es posible evitarlo. El error de
redondeo se genera por la imprecision en los céalculos aritméticos o a la limitada capacidad de
representacién de los dispositivos de memoria para almacenamiento de nimeros reales y por lo
tanto puede crecer ilimitadamente anulando la precision que se obtiene al reducir el error de

truncamiento.
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Formulas con tres nodos de un polinomio de Interpolacién

Las aproximaciones por diferencias finitas obtenidas hasta ahora utilizan dos nodos del
polinomio de interpolacion. Para mejorar su exactitud se intent6 disminuir h lo cual no asegura
una mejora debido al error de redondeo. Por otro lado disminuir h no siempre es posible.
Recuerde que en la mayoria de los casos usted no dispondra de la funcion real sino de un
conjunto de puntos.

En estos casos evidentemente es preferible usar los datos disponibles, tomando mayores
términos de la Serie de Taylor y generando de esta manera formulas de mayor precision.

e Aproximacion por Diferencias Finitas hacia adelante con 3 Puntos:
Sean f.1 y fi+, dos funciones que se desean expresar en términos de f; y h:
Para f;,, tenemos la formula antes expresada

3

' hz " h "
ﬁ:+1= fl,+hfl+7f i+ Ef i+...(4)

Mientras que para f;,,

3
fi+2 — f1+2hf,l+(2 ) fll + (3h) fllli_l____

! n h3 r
s = fi4 2hf 44 8 g )

Si multiplicamos (4) por 4 y luego al resultado le restamos (5) se eliminaran los
términos de la segunda derivada

2 rr
iv1 = firz = 3fi +2hf'; = SR+
De la cual se puede despejar la derivada primera

—fisv2 + 4fic1 — 3f;
2h

f'i =

+ 0(h?)

Donde
1
0(h?) = 3 h2f"";

Observe que el error es del mismo orden que el de la aproximacién por diferencias
finitas centrales para 2 términos.

e Aproximacion por Diferencias Finitas hacia atras con 3 Puntos:
De forma anéloga al procedimiento anteriormente descripto se puede obtener

o= 3fi — 4];1';;1 + fi+2 +0(h?)

Donde
1
O(h?) =3 h*f",
e Aproximacion por Diferencias Finitas centrales con 3 Puntos:

De forma anéloga al procedimiento anteriormente descripto se puede verificar que coincide
con la anteriormente obtenida
fir1 = fima

fl_ 2h

————+0(h?)

Donde
1
O(hz) = —ghzf’”i
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Férmulas de Diferenciacion con Alta exactitud

Tomando términos adicionales en la expansidn de la Serie de Taylor se pueden obtener diversas
férmulas para obtener la n-sima derivada usando las diferencias finitas. Las siguientes imagenes
extraidas del libro “Métodos Numéricos con Software” del Autor Shoichiro Nakamura permiten
resumir varias de ellas:

Primera derivada

a) Aproximaciones por diferencias hacia adelante:

fi=ten =y o, o = Ly
fi= —Jis2 +;:ﬁ+1 =3, oh2), o) = %WE”
o Yies 9{,“;-1 1860 = 1 ooy o) —éh’f}”'
b) Aproximaciones por diferencias hacia atras:
I () Oh) = 1h
fi= Pt hes ) g, k) = S

f: — ll_ﬂ - lsﬁ—l ;'hgfl—:l - Zfi—l + mh_’,]‘ uhg} - 3;13!;.,,

¢) Aproximacion por diferencias centrales:

,_f;+1"‘f;—1 2 2 =_1 2o
fi= HHL 4 oh), 0f?) = —hf,
" i+2+8£+1_8ﬁ—1+ﬁ—2 +qh4l qhq,}:%hq.ﬁv}

fi 12h

Segunda derivada

d) Aproximaciones por diferencias hacia adelante:

f;+: - 2f;+1 +fi

pr=team gt b o, Ok) = —hfy’
f,;f _ _'_fi-l-S + 4ﬁ+h1!_ Sﬁ‘i‘l + 2.,2 + 0[»‘!2], [xhz} = %hz ;m

e) Aproximaciones por diferencias hacia atras:

L
e () k) =

f;’ — 2.)(; - Sﬂ-l ;14)(;—2 - f;—S + mhz}‘ ([hz) = i_;hzfim

f) Aproximaciones por diferencias centrales:

it1 —2( - 2 1 e
gy ==t fien o 0 =~
f-;.: _ﬂ-l-z + lﬁfﬁl _:zclf:+ lﬁﬁ‘l _ﬂ‘l_’_qhd], mh4]=%h¢ﬁvil
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Tercera derivada

g) Aproximaciones por diferencia hacia adelante.

+3— iva t i1 — [ 3 r

h) Aproximaciones por diferencias hacia atras:

J!P-ﬁ_3ﬁ_l +3ﬁ—2 —ﬁ
i = hJ

- 3
* o+ Ofh), (k) = Shfi"

i) Aproximacion por diferencias centrales:

=fi+z _2fi+1 +2fi—1 “fi—z
2h?

I + O(h?), Oh?) = A%hlfi"‘

Ejemplo:

El ejemplo anterior estima el error cometido comparando la derivada exacta con la derivada
aproximada. En general no se dispondra de la funcién sino de un conjunto de puntos, por lo cual
se requerird estimar el error en los resultados de las formulas mediante las aproximaciones de
diferencias finitas. Estime el error cometido al calcular la derivada primera en x = 1,1 cuando
se posee la siguiente tabla

X f ()

1 2,7182818
11 3,3045826
1.2 3,9841403
13 4,7700857

WIN PR O|=—

Primero se genera la tabla de diferencias finitas

i X; f(x:) Af(x) | A*f(x) | A°f(x;)
0 1 2,7182818 | 0,5863008 | 0,0932569 | 0,0131308
1 1,1 3,3045826 | 0,6795577 | 0,1063877

2 1.2 3,9841403 | 0,7859454

3 13 4,7700857

Aproximacion hacia adelante

FG+h) = f(x)  flx)—f(x) 39841403 — 3,3045826
f,(xl) = h = h = 01

= 6,795577
1
0(h) = =5 hf"(x)

Si recordamos la definicion de los operadores de diferencias:
a) Operador de diferencias hacia adelante: A

A]i=fio| - f

b) Operador de diferencias hacia atras: V

Vf.'=fa—fi-x
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¢) Operador diferencial central: &

8= fiey — fi-i

o bien

0fisy = fior — S
donde

f:.%'—" f(xi + g)

Los operadores de diferencias de orden superior se pueden escribir como po-
tencias de los operadores de diferencias anteriores: por ejemplo, A", V" y " son
operadores de diferencias de orden n. Se pueden obtener otros operadores de dife-
rencias de orden n al aplicar V y A en la forma V*7A™ donde 1 < m < n. En ¢l caso
n = 2, los operadores de diferencias dan como resultado

8Yfi=Afisr — = fre2— 201 + ],
V=V = fi-) = fi—= 21 + fi2
8= fisy— fi-P = Lisr — 2i + fi-1
AV i= AU — fi-2) = fosr = 20+ fios
VAfi=Vfisr =) =fisr — 2+ fia

Conviene observar que en las ecuaciones anteriores las (ltimas tres diferencias son
idénticas. De hecho, podemos escribir la relacion de identidad:

0 =AV=VA

Operando algebraicamente la definicion de diferencia finita para la primera derivada
en conjunto con estas definiciones de operadores de diferencias obtendremos que

1

1 A% f(x, 0,1063877
O(h):_zhf”i: _2 f(‘xl)__

hz 2(0,1)

h = —0,5319385

Aproximacion por diferencias centrales

N fler+h)—flx; —h)  flx) — f(xo)  3,9841403 —2,7182818

f'(x1)

2h 2h 0,2
= 6,3292925
Con
1 1 A3 F(x) 0,0131308
2=__2HI.=__2 l=_' —_
0(h) = —=h*f", =h*— 0.0 0,02188467

Podriamos verificar la coherencia de estos datos obtenidos si se conociera la funcion
real que generd la tabla de datos. En este caso es la funcion del ejemplo anterior, asi
gue realizando algunos cambios en el programa se puede verificar:

Para diferencias hacia adelante
h Valoriproximado Error

0.100000 G. 795577 -0.45868281

-
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Observe gue el error de primer orden esta en el primer decimal

Para diferencias centrales
h Valoriproximado Error
0. 100000 £.329292 -0.0205437

-

Observe gue el error de segundo orden esta en el segundo decimal
Estos errores son coincidentes con los obtenidos.

A continuacidn se proporciona el cédigo del programa utilizado
h= :

valorExacto= :

I 1:
deff( P 12
for i=

herivadaﬂpruximada = (£ +hi-£1 “hil A2 wh)

Error = walorExacto - deriwvadadproximada;

[ M,derivadadproximada,Error) 2
h=h/10:
erd
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