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Introduccion

Breve estudio de las integrales de superficie y de sus aplicaciones.

Una superficie es el lugar de un punto que se mueve en el espacio con dos grados
_‘ de libertad. Se dispone de varias formas para expresar analiticamente ese lugar.

En muchos aspectos, las integrales de superficie son analogas a las integrales de
linea.

En las integrales de linea se integra a lo largo de una curva representada
paramétrica por un vector dependiente de una variable (un grado de libertad).

En las integrales de superficie se integra sobre una superficie, que se representa
paramétricamente a través de un vector de dos variables.

En ciertas condiciones generales el valor de la integral es independiente de la
representacion.

4 Entre las aplicaciones elementales de las integrales de superficie se pueden
mencionar el calculo de areas de superficies en el espacio tridimensional o del
\flujo de fluido a través de una superficie.

o
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Representaciones implicita y explicita de una superficie

Representacion implicita:

Se considera una superficie como un conjunto de puntos (x,}.gz) que satisfacen una

ecuacion de la forma F (x, y,x) =0

Representacion explicita:

Se considera una superficie como un conjunto de puntos que asume una de las coordena-
das de un sistema cartesiano 3 — dimensional, en funcion de las otras dos. Este tipo de repre-

sentacion viene dada por una o varias ecuaciones deltipo z= [ (x,y) :
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'Representacion paramétrica y vectorial de una superficie

Representacion parametrica
Se define a la superficie por medio de tres ecuaciones que expresan X,)V.Z en funcién de

dos parametros uU.V :

x = X{u,v)|
y=Yuv) 1
z=Z{uv)

El punto ( u,v) varia en un conjunto conectado 2 —dimensional 7 en el plano uv. y los

puntos (x,y,z) correspondientes constituyen una porcion de superficie en el espacio z.

Representacion vectorial parametrica
S1 se introduce el concepto de radio vecior rque une el origen a un punto genérico

(x ,y,z) de la superficie. se pueden combinar las tres ecuaciones paramétricas [1] en una ecua-

cion vectorial de la forma
rlev)=Xuv)i+Nuv)j+Zluvik , (wv)eT

que se denomina ecuacion vectorwal de la superficie.
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Ejemplo: esfera de radio a con centro en el origen

Representacion implicita: F(x,y,z)=x* +y*+22 +a® =0
_ (a2 g2 2
Representacion explicita: 2=’ =X’ -y
z=—\/a2 —x% —y?

(X = acosucosv

y =asenucosv, uef02z}ve [— %%]
(z=asenv

Representacion paramétrica

-

Representacion vectorial: r(u,v) = acosucosvi+asenucosv j +asenvk
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‘Ejemplo: esfera de radio a con centro en el origen

8ila funciébn r es uno aunoen 7 . laimagen r{7) denomina superficie paramé-

irica simple. En tal caso, puntos distintos de 7 se aplican en puntos distintos de la
superficie.
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Producto vectorial fundamental (vector)

r(u,v)= X(u, v)i+}’(u,v)j +Z(u,v)k . (u,v} el

Jr 2X. 2Y. a"Zk
= i+ -
cu cu é‘ul cu
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Producto vectorial fundamental (vector)
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Area de una superficie en el espacio R3

a(S):H or or du dv

Representacion vectorial
o= [ A2 220 (2 ey

2 2
O f O f
Representacion explicita a(S) = ” \/ 1+ (—) + (—j dx dy
T
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Integral de Superficie de un campo escalar

Sea S =r(f}) una superficie paramétrica descrita por una funcién diferenciable
r definida en una region 7 del plano wv, y sea f un campo escalar definido ¥
acotado en 5.

La integral de superficie de [ sobre S se representa con los simbolos
[ £ as
ri:)

f(x,y,z)dS

S

v esta definida por la ecuacion

J) 7 as =] et ) |5 xS

0'2[ GV

siempre que exista la integral doble del segundo miembro.
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Producto vectorial fundamental (vector)

Sea 5 =r(f) una superficie paramétrica descrita por una funcién diferenciable
r definida en una region I del planc ¥v, v sea F un campo vectorial definido ¥
acotado en 5.

La integral de superficie de F zobre 5 se representa con los simbolos

HF n dS= HF X V. z} nds v esta definida por

:|:'|_|_‘|
ZU .:5-‘1

HF n ds = HF[r u f]l] n
slempre que exista la integral doble del segundo miembro.

III

n ez el vecior unitario normala 5 que tiene la misma direccion v el mismo sen-
tido que el vector producto vectorial fundamental.
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Teorema de Stokes
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/Teorema de Stokes

F(x, y,z) = P(x, y,z) | + Q(x, Y, z)j + R(x, y,z) k

r(u,v) = X(u,v) i +Y(u,v) j+Z(uv) k

H F-ndS = j _[ r(u v]idudvqtﬂQ u,v) a(z’x)dudvﬂ] R[r(u,v)]%dudv

ﬁ(u V)

[[F-nds = jr Pdx+Qdy-+Rdz
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Teorema de la divergencia

SiJ ezun sélido en R° limitado por una superficie S . si nes la normal uni-
taria exterior a S y s1 F es un campo vectorial definido en I/, entonces

_[;U(div F)dx dy dz =j!F n ds

9. lo que es lo mismo,

”J.(ap o8 é.R)dxd»dz ” Pcosa +Qcosf +Rcosy)d$

OV 2z
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