Andlisis Matematico II - Guia de cursada

Tema 10. Integrales de superficie

1. Introducciéon

Este capitulo es una breve introduccién al estudio de las integrales de superficie y de sus
aplicaciones. Puede pensarse la integral de superficie como el equivalente en dos dimensiones
a una integral de linea siendo la regién de integracién una superficie en lugar de una curva.

Como consideraciéon previa deben establecerse acuerdos sobre qué es una superficie.
Hablando sin precisién, una superficie es el lugar de un punto que se mueve en el espacio con
dos grados de libertad. Se dispone de varias formas para expresar analiticamente ese lugar.

En muchos aspectos, las integrales de superficie son analogas a las integrales de linea.
Se definieron las integrales de linea mediante una representacién paramétrica de la curva o
camino de integracién.

Anialogamente, se definiran las integrales de superficie con relacién a una representacion
paramétrica de la superficie, que sera el ambito donde el campo escalar o vectorial se integra.

En ciertas condiciones generales el valor de la integral es independiente de la represen-
tacion. Entre las aplicaciones elementales de las integrales de superficie se pueden mencionar
el calculo de areas de superficies en el espacio tridimensional, la determinacién del centro de
gravedad de un cuerpo o del flujo de fluido a través de una superficie.

2. Representacion parameétrica de una superficie

2.1. Representacion implicita:

Se considera una superficie como un conjunto de puntos (x,y,z) que satisfacen una

ecuacion de la forma F(X, Y, X) =0

2.2. Representacion explicita:

Se considera una superficie como un conjunto de puntos que asume una de las coordena-
das de un sistema cartesiano 3—dimensional, en funcién de las otras dos. Este tipo de repre-

sentacién viene dada por una o varias ecuaciones del tipo z = f (X, y).
2.3. Representacion paramétrica (o vectorial paramétrica):

Se define a la superficie por medio de tres ecuaciones que expresan X,Y,Z en funciéon de
dos parametros U,V :

x = X(u,v)
y=Y(u,v) [1]
Z= Z(u,v)

El punto (u,v) varia en un conjunto conectado 2 —dimensional T en el plano uv, y los

puntos (X, Y, Z) correspondientes constituyen una porcion de superficie en el espacio XyzZ.

Si se introduce el concepto de radio vector rque une el origen a un punto genérico
(X, Y, Z) de la superficie, se pueden combinar las tres ecuaciones paramétricas [1] en una ecua-

cién vectorial de la forma
r(u,v) = X(uv)i+Y(u,v)j+z(uv)k , (uv)eT [2]

que se denomina ecuacion vectorial de la superficie.
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Ejemplo 1:

Representar implicita, explicita y paramétricamente una esfera con centro en el origen
de coordenadas y radio a.

Resolucion:
Representacion implicita:
F(x,y,z):x2+y2+22+a2:0 [3]

Representacion explicita:

7 = /az_xz_yz
7—_ /az_xz_yz

Representacion paramétrica:

X =acosucosv

y =asenucosv UE[O,ZH’] : VE[—%,%] [5]
Z=asenv

Representacion vectorial:
r(u,v) = acosucosvi+asenucosv j+asenvk [6]

En la Figura 1 se muestra la Gltima representacion.

Figura 1

w2

—

Si la funcién r es uno a uno en T , la imagen r(T) denomina superficie paramétrica
simple. En tal caso, puntos distintos de T se aplican en puntos distintos de la superficie.

2.4. Producto vectorial fundamental

Sea la superficie representada por la ecuacién vectorial
r(u,v) = X(u,v)i+Y(uv)j+z(uv)k , (uv)eT [7]
si X,Y,Z son derivables en T se pueden considerar los dos vectores

or X dY. oz

ou_ou' Toult sy
or_ax. av. oz 1
ov_ov TavlT oy
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y el producto vectorial

or or

o2

ou ov
se denomina producto vectorial fundamental de la representacién r. Sus componentes pueden
expresarse como determinantes Jacobianos:

(9]

i j k| oY az| |9z aXx| |ox oY

ﬁﬂ_éx oY ﬁZ_éu Jul. |du A2ul|. |Jdu Ju
u v _lau 2u oulley ez|'tloz ox|Itlex oy

oX Y 3Z| |ov ov| |ov ov| |ov  ov [10]
oV OV OV
oy,z). 4z, X). a(X,Y)
= i+ j+

Auv)  Auv) T A(uv)

Si (u,v) esun punto de T en el cual Jr/du y Jr/JVv son continuas y el producto vec-

torial fundamental no es nulo, el punto imagen r(u,v) se llama punto regular de r. Los pun-
tos en que no son continuas Jr/duy Jr/dv,obien dr/duxJr/Jv=0 se llaman puntos
singulares de I .

Una superficie r(T) se llama regular si todos sus puntos son regulares. Un punto de una
superficie puede ser regular para una representacién paramétrica y singular para otra.

El plano determinado por los vectores Jr/du y Jr/JdV es tangente a la superficie,
mientras que el producto vectorial de ambos resulta normal a la superficie.

3. Area de una superficie

Sea S =r(t) una superficie paramétrica representada por la funcién r definida en una
regiéon T del plano uv. El drea de S, a(S), queda definida por la integral doble

é’r

du dv [11]

Es decir que para determinar el area de la superficie S se calcula primero el producto
vectorial fundamental Jr/duxJr/JVv y entonces se integra su longitud en la regién T .

Si dr/duxdr/dv estd expresado en funcién de sus componentes como en la ecuacién
[10], resulta

=] J (”;(&53 j *Va((zu',i())jz ' [ﬁa((ﬁvY))J o -

Si S viene dada explicitamente por una ecuacién de la forma z = f(X, y) se puede utili-

zar a Xy a Y como parametros. En este caso el producto vectorial fundamental es

i j ok

X2 o 2o N 13

é’xxay_ ox|  ox _ﬁyH [13]
ay
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resultando

a(s) = L[ \/1+(?—U2 +(i—;j2 dx dy [14]

donde la regién T es la proyecciéon de S en el plano Xy.

Ejemplo 2:

Se considera un hemisferio S de radio ay centro en el origen. Calcular su area.
Resolucion:

La representacion paramétrica de la superficie es

X = aCosU CcosV
y =asenucosv UE[O,Zﬂ'] : VE[O,%] [15]
z=asenv

con lo que resulta

or ) .

—— =—aSenucosV i + acosucosyV j [16]
Ju

or ) .

E=—acosusenvl—asenusenv1+acosvk [17]

y el producto vectorial es

CAINCARIII r(u,v) 18
gu” gy TV I =

por lo tanto

‘a”r or

——i=[acosv - r(u,v)| = a? -|cosv] [19]
y aplicando la formula [12]

— X
du oJov

a(s) = azﬁlcosvl du dv = azjjﬂ{jf cosV dv} du=2ra? [20]
T

4. Definicion de integral de superficie

4.1. Campos escalares
Sea S =r(t) una superficie paramétrica descrita por una funcién diferenciable r defini-
da en una regién T del plano uv, y sea f un campo escalar definido y acotadoen S.

La integral de superficie de f sobre S se representa con los simbolos

[[fas

j.(j) f (x, Y, z) dsS

y esté definida por la ecuacién

[21]
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” f dS = ” f[r(u,v)]

r(t)

ar or
2

0 v du dv [22]

siempre que exista la integral doble del segundo miembro.

FEjemplo 3: Masa de una carcasa cénica

Se considera una chapa delgada con la forma de un cono circular recto S de altura h co-
mo se ve en la figura 2.

Suponiendo que se conoce la distribucién de la densidad de la masa o (masa por unidad
de area), calcular la masa total.

Figura 2

Resolucion:
Se calcula la masa solicitada mediante la resolucion de la siguiente integral de superfi-
cie:
M=[[ods [23]
r(t)

En primer lugar, se debera representar la superficie S, de alguna de las maneras vistas,
por ejemplo, paramétricamente de la siguiente forma

X = UCOSV
y=usenv , O0<u<h-cote¢ , 0<v<2rx¢ [24]
Z=ucota

con lo cual la superficie queda representada por la funcién vectorial
r(u,v) = ucosv i +usenvj+ucote k [25]
Planteando la integral

_UO' ds = J;Ia[r(u,v)]

r(t)

or

ar
o2

0oy du dv [26]

se debe calcular la norma del producto vectorial fundamental, para lo cual previamente se de-
be computar el producto vectorial fundamental, que es, aplicando [10]
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Ar Jdr |senv cota| |cota cosv | cosV senv
ﬁuxﬁv ucosv 0 0 —usean —usenv ucosv
= —ucosv-cote i—cote -usenvj+(ucos? v+usen®v)k = [27]
=u-(—cosv~cota i—cota -senvj+ k)
resultando
or or
— x— :u-\/(coszv-cotza+cot2a-sen2v+1):
du oJov [28]
=u-.Jcot’ o +1
que reemplazando en [26] da
u 1 27[ ehiga
o dS = || olu,v dudv = [ olu,v udu}dv 29
;[tj) J;j ( )sena sena IO IO (uv) [29]

Si, por ejemplo, o (u,v) = constante = o, en cuyo caso se dice que la carcasa es homogé-
nea, se tiene

O

C sena

2 h-tg o 2 9
'[0 '[0 udufdv=7o,h"senasec” «

4.2. Campos vectoriales

Sea S =r(t) una superficie paramétrica descrita por una funcién diferenciable r defini-
da en una regién T del plano uv, y sea F un campo vectorial definido y acotadoen S.

La integral de superficie de F sobre S se representa con los simbolos

[[F-nds
r(t) 30
_”F(x,y,z)-ﬁ ds 0l
S

y esta definida por la ecuacion
;[tf)F-ﬁ dS=UF[r(u,v)]-ﬁ %x% du dv [31]

siempre que exista la integral doble del segundo miembro.

En las expresiones [30] y [31], N es el vector unitario normal a S que tiene la misma di-
reccién y el mismo sentido que el vector producto vectorial fundamental.

O sea
or or
gl en
. Ju oJv
Az [32]
ar or
ol en
u ov
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Ejemplo 4: Flujo a través de una superficie
cilindro parabdlico S definido por y = X2,

Calcular el flujo de agua a través del
0<x<2, 0<z<3 (Figura 3), si el campo vectorial velocidad es F =y i1+ 2 J+ xz k, medido en

metros/seg .
Figura 3
=
3
a
Hﬁ'h——-.
4 ¥

2
X

Resolucion:

por ejemplo, paramétricamente de la siguiente forma

X=u
y=u® , 0<u<2 , 0<v<3 [33]
=
con lo cual la superficie queda representada por la funcién vectorial
r(uv)=ui+u?j+vk [34]
Planteando la integral
ar or
[35]

du dv

— X —

au Jv

”F-ﬁ ds = ” F[r(u,v)]-ﬁ

r(t)

be computar el producto vectorial fundamental, que es, aplicando [10]

or Jor |2u O |0 1 |1 2u o
0 av=lo 1ith ditlp olk=2ui-i [36]
que reemplazando en [35] da
”F'ﬁ ds =H(u2 i+2j+uv k)-(2u i—j)dudv=
r(t) T [37]
- [ il2v* ~2) du v = 3[{{(2u° - 2) du) = 12 [ metros*/seq]

La densidad del agua es p=1gramo/cm® = 1kg/litro y la respuesta es 12000 kg/seg .

En primer lugar, se debera representar la superficie S, de alguna de las maneras vistas,

se debe calcular la norma del producto vectorial fundamental, para lo cual previamente se de-

169
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5. Cambio de representacion paramétrica en las superficies de integraciéon

Sea una funcién r definida en una region A del plano UV que produce una superficie
paramétrica r(A). Sea asimismo A la imagen de una regién B del plano st, a través de una
aplicacién uno a uno derivable con continuidad G dada por

G(s,t)=U(s,t) i+V(st)j , (s,t)eB [38]
y sea R una funcién definida en B mediante la ecuacién
R(s,t) = [ G(s,1)] [39]

como se esquematiza en la figura 4:

Figura 4

funciones ' y R asi

Z| 5= r{4j= R(B)

AN
— NV

5.1. Teorema: Relacion entre los productos vectoriales fundamentales de dos fun-
ciones regularmente equivalentes.

Sean I y R dos funciones regularmente equivalentes ligadas por la ecuacién [39], donde
G =U i+V j es una aplicacién, uno a uno y derivable con continuidad, de una regién B del

plano st sobre una regiéon A del plano UV dada por la ecuacion [38].

Entonces

AR OFR [5r arj 2UV)

—— X=X |- [40]
ds ot \ou” ov) a(st)

donde las derivadas parciales Jr/d Uy Jr/JV estan calculadas en el punto [U(S,t),V (S,t)] :

Dicho de otro modo, el producto vectorial fundamental de R es igual al de r multiplica-
do por el determinante Jacobiano de la aplicacién G .

Demostracion:

Las derivadas dR/Js y JdR/Jt pueden calcularse por la derivacién de [39]. Se aplica
la regla de la cadena a cada componente de R y se ordenan los términos, resultando
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R JdrJdu JdroVv

5s ouds ovas
AR Ardou  orov

At ou ot ov ot

[41]

donde las derivadas parciales Jr/duy Jr/JV estan calculadas en el punto [U(S,t),V (S,t)] .

Multiplicando vectorialmente las dos ecuaciones [41] se obtiene

IR @_(ﬂ ﬂj (W oV ouU Wj_
s ot \ou'ov)\as ot ot os)”

:(5r ar) 2U.V)

ou”av) a(st)

que es lo que se queria demostrar.

5.2. Teorema: Invariancia de las integrales de superficie frente a la representacion
paramétrica.

Si r y R dos funciones regularmente equivalentes ligadas por la ecuacién [39], donde
G =U i+V J es una aplicacién, uno a uno y derivable con continuidad, de una regién B del

plano St sobre una region A del plano UV dada por la ecuacién [38] y si la integral de superfi-
cie

[[fds o [[f-nds [43]

r(A) r(A)

existe, entonces también existe

[[fds o [[f-nds [44]
R(B) R(B)
Y
[[fds=[[fds
r(A) R(B)
45
[[f-nds= [[f-nds )
r(A) R(B)
respectivamente.
Demostracion:
Segun la definicién de integral de superficie, se tiene que
aor or
,'!.'Lf ds = IA[ fr(u,v)]- ETREY du dv [46]

y, utilizando la aplicacién G del teorema anterior para transformar esta integral doble exten-
dida a una regién A del plano UV en una integral doble extendida a una region B del
plano st de acuerdo a la férmula de transformacién de las integrales dobles, resulta

du v - IB_[f{r[G(s,t)]}.‘ﬂ el 2y

dsdt  [47]

<
ov u Jv
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en donde las derivadas parciales Jr/duy Jr/JdVv del segundo miembro estdn calculadas en
el punto [U(S,t),V(S,t)] .

Aplicando [45], la integral sobre B es igual a
JJH[RGs:

que es la definicién de la integral de superficie ” f dS, lo cual se completa la demostracién.
R(B)

ds dt [48]

El mismo razonamiento se puede aplicar para demostrar el teorema cuando la funcién
que se integra es vectorial.

6. Otras notaciones para las integrales de superficie

Sea S =r(T) una superficie paramétrica, el producto vectorial fundamental

ar or

=X — [49]
u ov

es normal a S en cada punto regular de la superficie. En cada uno de tales puntos, existen dos
vectores normales unitarios, uno N, que tiene la misma direccién que N , y otro, Nn,, que tie-

ne la direccién opuesta.

O sea
N
n, =N n,=-n, [50]
La integral de superficie se puede escribir
ar or
F-ndS=||Fr(u,v)|-n(u,v)||=—x—=dud
J;I n {I [r(u,v)]-n(u,v) S0 X 2y dudv

[51]

or or
= if{[ F[r(u,v)]-% Xy du dv

donde el signo +seusasi N=nN,; yelsigno-si n=n,.

Expresando a F y a ren funcién de sus coordenadas, y calculando el vector producto
fundamental con esta notacion se tiene

F(x,y,z): P(x,y,z) I+ Q(x,y,z)j + R(x,y,z) k [52]
r(u,v) = X(u,v)i+Y(uv)j+2z(uv)k [53]
or or 2(v.z). 2(z,X). 2(X.)Y)

“ouov o) ' 2 (u,v) T 2 (u,v) : [54]
Si n=n,, la ecuacién [51] se transforma en
”F-n ds =
) [565]

du dv

—”P[ r(u,v)]

du dv + HQ r(u,v)] é&((zuf/()) du dv + .U R[r(u,v)] ﬁﬁ((ﬁ\\/()
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mientras que si N =nN,, cada una de las integrales dobles del segundo miembro debe reempla-
zarse por su opuesta.

La suma de las integrales dobles del segundo miembro se escriben mas brevemente colo-
cando

” P(x, Y, x) dy A dz + ” Q(x, Y, x) dz A dx + ” R(x, Y, x) dx A dy [56]

S

o en forma més simple

”de/\dz+”Qd2/\dx+”RdX/\dy [57]
S S S

Finalmente, las integrales que aparecen en [56] y [567] pueden expresarse como integra-
les dobles. Asi, por ejemplo

o(Y,2)

.[SI Pdy Adz= IT.[ P[r(u,v)] o) du dv [58]

Si el vector normal unitario N se expresa en funcién de sus cosenos directores

n=cosae i+cospf j+cosy K [59]
entonces

F-n=Pcosa +Qcosf + Rcosy [60]
y

”F-ndS=”(PCOSa + Qcospj +Rcos;/)dS [61]

S

S

7. Teorema de Stokes

Sea S una superficie paramétrica simple regular, S=r(T), siendo T una regién del
plano uv limitada por una curva de Jordan regular a trozos I', como se muestra en la figura 5:

Figura 5
n
v Z S=1 (1)
r
—= 4
C -1
i
/ ’
L A

Sea I una aplicaciéon uno a uno cuyos componentes tienen derivadas parciales segundas
continuas en un cierto conjunto abierto que contenga T UT .

Sea C laimagen de I' por r, y sean P, Q y R campos escalares derivables con conti-
nuidad en S.
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Entonces
G- arns 15 nans [ 3257 Janoy-f pavs oty omae 102

La curva I' se recorre en sentido positivo (contrario al de las agujas del reloj) y la curva
C en el sentido que resulte de aplicar a I' la funcién r.

Demostracion.

Para demostrar el teorema basta establecer las tres formulas siguientes:

oP oP

J.Cde:J;I[—é)—de/\dy+Ed2/\dx] [63]
2Q 2Q

J.chy:L[(——é)z dy/\dz+—0,7x dX/\dyj [64]
JR JR

ICRdZ:J;'[(_EdZAdX_'—é’_ydyAde [65]

La suma de estas tres ecuaciones da la formula [62] del teorema.

Sélo resulta necesario demostrar la primera igualdad, ya que para hacerlo con [64] y [65]
se utiliza el mismo criterio y se llega a idéntico resultado.

El razonamiento de la demostracion es expresar la integral de superficie como una inte-
gral doble sobre T. Entonces se aplica el teorema de Green para expresar la integral doble
sobre T como una integral de linea sobre I' . Finalmente se demuestra que esta tltima inte-

gral de linea es igual a IC P dx . Escribiendo
r(u,v) = X(u,v)i+Y(uv)j+2z(uv)k [66]

y expresando la integral de superficie sobre S de la forma

”( —dX/\dy-i——dZ/\dX] ”{ i;iﬁ\\/{)) i,: é((zui())}dudv [67]

se designa con P a la funcién compuesta dada por

p(u,v) = P[X(u,v),Y(u,v),Z(u,v)] [68]
por lo que el integrando de [67] puede escribirse en la forma

grcdud, cecen. 2f,ex) 2o

[69]

y aplicando a la integral doble sobre T de [67] el teorema de Green se obtiene

0 o X o X
”{a”u[ ﬁvj—av[pﬁ—j}dudv _[p—du+ pﬁ—dv [70]

en donde I' se recorre en sentido positivo. Representando a I' en forma paramétrica mediante

una funcién y definida en un intervalo [a,b] y sea

al(t) = r[y(t)] [71]

Tema 10 — Integrales de superficie 174



Andlisis Matematico II - Guia de cursada

la correspondiente representaciéon paramétrica de C. Expresando entonces cada integral de
linea en funcién de su representacion paramétrica, se encuentra que

.[ Qdu+ de—j‘de [72]
P ou P oy =l

que completa la demostracién.

8. Teorema de la divergencia

SiV es un sélido en R?® limitado por una superficie S, si nes la normal unitaria exte-
rior a S y si F es un campo vectorial definido en V , entonces

[[[(divF)dxdydz = [[F-nds -
v s

0, lo que es lo mismo,
.[\.!.I(Zz + 23 + i,ljj dxdydz = J.SI(PCOSOC +Qcosf +Rcosy )dS [74]
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