Anilisis Matematico II - Guia de cursada

Tema 9. Integrales de linea

1. Introducciéon

Se extiende el concepto de integral definida de funciones reales de una variable real en
un sentido diferente al visto en el Tema 7.

Se abordara el tema de las integrales de linea o integrales curvilineas en las que el in-
tervalo de integracion que se considera en aquellas se transforma en un camino de integracién
en el espacio.

Por otra parte, no sélo se van a integrar campos escalares sino también campos vectoria-
les, en los que este tipo de integrales tienen el mayor nimero de aplicaciones.

2. Longitud de una curva

Para acercarnos al concepto de camino de integracién, que resultara necesario para defi-
nir una integral de linea, se comienza por establecer la longitud de una curva.

La idea para calcular la longitud de una curva contenida en el plano o en el espacio con-
siste en dividirla en segmentos pequefios, escogiendo una familia finita de puntos enC y
aproximar la longitud mediante la longitud de la poligonal que pasa por dichos puntos, como
se describe en las Figuras 1a, 1by 1lc.

Figura 1a Figura 1b

(v

Se define una parametrizacién a través de la funcién vectorial r (t):J —R", continua en

J, donde J = [a,b] es un intervalo cerrado finito en R*.
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Este tipo de funciones pueden representar un camino continuo en el N —espacio. A su
vez, el camino se llama regular si existe la derivada r’(t) en todo punto de J y es continua en

el intervalo abierto (a,b) .

El camino se llama regular a trozos si el intervalo [a,b] puede descomponerse en un
numero finito de subintervalos en cada uno de los cuales el camino es regular.

Dividiendo el intervalo J= [a,b] en una particién P ={a=t,<t, <t, <---<t, =b}, se

puede aproximar el célculo de la longitud de arco r ([tI 't|+1]) como la longitud del segmento
[r (), r(t..)]

Entonces lo que se afirma es que, llamando L a la longitud del arco de curva entre dos
puntos de la particién, se tiene:

s 2
( ([tl’ |+1] )~|| ( i+1 (ti)”:Z‘rj (ti+l)_rj (tlx [1]
=1
aplicando el teorema del valor medio a cada diferencia,

i) =ry @) =[ v (s,

A su vez, en la medida que los intervalos de la particién se hacen mas pequeiios y mien-

ti | con Si € [t t|+lj| [2]

i+l

tras la funcién derivada I"(t) sea continua, es valido suponer que rj'(si )= rj’(ti ), por lo que [1]

se puede expresar:

” (|+1) ( )”_ ( ‘ |ti+1 - |2 =| r (ti)||'|ti+1_ti | (3]
Y la longitud total de la curva resulta en
k-1
L(r i |+1 2” r ” |t|+1 i | [4]

i=0

El valor de esta sumatoria esta entre los valores de la suma inferior y la suma superior
!

r(t)].

A medida que las particiones sean cada vez mas finas, las sumas superiores e inferiores
tienden a la integral de Riemann y se obtiene la definicién de la longitud de C como

r' (t)] dt [5]

de Riemann de la funcién ¢ (t) :| asociadas a la particiéon P .

Independientemente de la representacion paramétrica utilizada.

3. Integral de linea de un campo escalar

Para entender el significado de la definicién de integral de linea de un campo escalar, se
considera el siguiente ejemplo: Sea una curva C en R?, parametrizada por una funcién vecto-

rial I’(t):J—)R2, continua en J, donde J = [a,b] es un intervalo cerrado finito en R*. Sea

una funciéon f (X, y) :R* - R continua.

La representacién grafica de la funcién f sobre la curva C se puede asimilar a un muro

que se levanta una altura f (X, y) sobre cada punto de C.

Se trata ahora de calcular el drea de ese muro entre la curva C y la grafica de f , como
se representa en la Figura 2:
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Figura 2

y dividiendo el intervalo J = [a,b] en una particién P = {a =t, <t, <t, <---<t, = b}, se tiene:

Figura 3

La curva Cqueda dividida en una unién de arcos C; =r ([ti_l,ti]). Y el muro en una
unién de rectdngulos de base C, y una altura que oscilara entre f[x(t_),y(t )]y
fx( ), y(t)]-

Suponiendo que la funcién, a lo largo de cada uno de estos pequefios arcos C; de longitud

L(Ci) en los que se divide la curva tomara como méaximo valor M. y como menor valor M,

se pueden definir las sumas superiores e inferiores

S=>M,-L(C) [6]
i=1

s=ymg-L(C) [7]
i=1

y en la medida de que la longitud de los arcos C, se haga infinitamente pequefia se define a la

integral de linea de la funcién f(X, y) definida a lo largo de toda la curva C recorrida en un
determinado sentido como:
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[f(xy)-dc :j:f[r O] r (t)] dt 8]

C
Si C es una curva regular a trozos, se define la integral de f(X, y) a lo largo de C como

la suma de las integrales en cada trozo regular.
Si C es una curva cerrada, se puede dividir por tres puntos, y considerarla como una

curva regular a trozos

Ejemplo 1:

Sea C definida por la Figura 4 y f(X, Y, Z): X% + y2 +2?% , determinar I f(X, Y, Z)-dC )
c

Figura 4

Resolucion:

El primer paso es determinar la representacién paramétrica de C y el intervalo en el

que se mueve el parametro. Analizada la Figura 4, surge que
C=r(t)=costi+sentj+tk, con te[0,27]

Se determina '’ (t)

r'(t)=—senti+costj+k [10]
y, entonces

||r’(t)||:\/sen2t+coszt+1:\/§ [11]

La integral de linea resulta:

[f(xy.2)-dC :.foz” (cos? t+sen?t+1?)-+/2 dt [12]

c

Remplazando queda:

J1(c3.2)-00 =22 2025

C

Ejemplo 2

Calcular la masa M de un resorte que tiene forma de hélice cuya ecuacién vectorial es
r(t) =acost i +asent j+bt Kk, sila densidad en (x,y,z) es x* +y? +22.
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Resolucion:

La integral que produce M es

M = L(xz +y?+22)ds= _|‘02”(a2 cos®t +a®sen?t +b?t?) s'(t) dt [13]
como

r'(t)=—asent i+acost j+bk [14]
resulta

[r't) = va® +b? [15]

con lo que, reemplazando en [8] queda
2z 8
M =+a® +b? -fo (a? +b%?) dt = va? +b? -(27[ a’ +§7z3b2) [16]

4. Integral de linea de un campo vectorial

Sea I’(t) un camino regular a trozos en el N—espacio definido en un intervalo [a,b], y
sea F un campo vectorial definido y acotado sobre la grafica de r. La integral de linea de
F a lo largo de I se representa con el simbolo IF -dr y se define por

[Fdr=[ Flr®)] rtt [17]
siempre que la integral del segundo miembro exista.

5. Otras notaciones para las integrales de linea

Si C representa la grafica de I, la integral de linea '[ F-dr también se representa por
_[C F.dr [18]

y se llama integral de F a lo largo de C.

Si a=r(a) y b=r(b) representan los puntos extremos de C, la integral de linea puede
expresarse

[[F=[F-ar [19]

y se denomina integral de linea de F desde aa ba lo largo de r .

Cuando a =b el camino se llama cerrado. En este caso se utiliza el simbolo
§F dr [20]

para indicar la integracion a lo largo de un camino cerrado.
Cuando F y I se expresan en funcion de sus componentes, o sea F:(fl,..., fn) y

r= (rl, ,I’n) la integral del segundo miembro de [17] se convierte en una suma de integrales:

n
b
ZL f [r(t)]-r/(t) dt [21]
k=1
En este caso, la integral de linea también se escribe de la forma

[ f.dr, + -+ dr, [22]
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En el caso 2 —dimensional, cominmente el camino I se define con un par de ecuaciones
paramétricas,

{x =r,(t) (23]
y=r (t)

resultando

jc F.dr= jc fdx +f,dy = jc f.(x, y)dx +f,(x, y)dy [24]

En el caso 3—dimensional, cominmente el camino I se define con tres ecuaciones pa-
ramétricas,

X =r,(t)
y=r,(t) [25]
z=r,(t)

resultando

[[Fedr=] fidx+f,dy+ fdz
_I (x,y, z)dx +f,(x, y, z)dy+ f,(x, y,z)dy

Ejemplo 3:
Sea F= F(X, y)= \N i +(X3 + y)j , definido para todo (X, y) con y > 0. Calcular la integral
de linea de f desde (0 , O) hasta (1 : 1) a lo largo de cada uno de los siguientes caminos:

a. la recta de ecuaciones paramétricas x=t, y=t,0<t<1

b. el camino de ecuaciones paramétricas X =t? , y =t®,0<t<1
Resolucidn:
Consigna a
Se toma r(t)=ti+tj. Entonces r'(t)=i+j y f[r(t)] =Jti +(t3 +t) j, por lo tanto,

aplicando [17] resulta

j“F dr= j[ﬁn £ )]+ et
=Io(ﬁ+t3+t)(it=%

Consigna b

Se toma r(t)=t?i+t> j. Entonces r'(t)=2ti+3t*j y f[r(t)] =t% i+(t6 +t3)j , por lo
tanto, aplicando [17] resulta

(L1) L3 6 3\ 1 fi2:  .3-
(o,o)F'dr‘Io[t i+ (£ 1) |20+ 2t
59
—I(Zt/ +3t° + 3t )dt
42
Verificacién de la consigna b con otra representacién paramétrica de C
Cambiando la representacion paramétrica de la curva, representandola de manera mas

sencilla mediante v(t) =t i +t% j
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Entonces V'(t) =i +%t% jy f[V(t)] = t% i +(t3 +t%) J, por lo tanto, aplicando [17] re-

sulta

j(f’?)F-dr:E[t%n(ts+t%)j](i+%t%jjdt
_n y V _4 V 1 y 1 _59
_jo(t A% +%t2)dt—7t Lt +Et3_E

Comentario 1: El valor de la integral de linea desde un punto a otro puede depender del ca-
mino que los une.

Comentario 2: El valor de la integral de linea desde un punto a otro no depende de la repre-
sentacién paramétrica utilizada.

6. Aplicacion: trabajo realizado por una fuerza a lo largo de un camino

Ejemplo 4:

2 . , .
Sea la fuerza F un vector que pertenece a R“ que se aplica a una particula curo movi-
miento, en consecuencia, también esta restringido al plano x,y.

El trabajo de una fuerza al mover una particula en el plano viene dado, en general, a
partir del concepto de que el trabajo (W, escalar) es efectuado por la componente de la fuerza
F , vectorial, en la direccién del movimiento, cuando el cuerpo se desplaza una cantidad
medible en unidades de longitud.

En la Figura 5 se representa figuradamente una fuerza F de mddulo 3, aplicada en la di-
reccion que forma un angulo de 30° con respecto al eje de las X, que actiia sobre una particula
ubicada en el punto del plano (1, 1) y la desplaza hasta el punto (3,1).

Figura 5

Particula

>

Desplazamiento debido a la accion de F

Una forma de calcular el trabajo realizado por la fuerza en este caso es plantear la ex-
presion:

W =|F|ed [26]

En este caso, aplicando los datos del problema y la definicion del producto escalar, se tie-
ne que

W =3-2-c0s30°=3-+/3 [27]
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Este mismo calculo se puede plantear de otra manera, desde el punto de vista del con-
cepto de la integral de linea de un campo vectorial a lo largo de un camino regular.

En este caso es de aplicacion la formula [17] para lo cual hay que identificar los elemen-
tos que en ella deben intervenir.

El vector F se desplaza a lo largo del camino C que, en este caso estd dado por el seg-
mento que comienza en el punto (1,1) y termina en el punto (3,1)

En este caso, la representacion paramétrica del camino es

{r(t)zti +]

1<t<3 (28]

El vector F es constante y sus componentes, que no dependen del camino C ni de los va-
lores que toma r(t) son:

F=3.21.3.Lj-rfr) 29)

A partir de [28] se puede determinar la derivada de r(t), que resulta en:
r't)=1 [30]
y, aplicando la férmula [17] se tiene que

W =[F.dr :j:F[r(t)].r'(t)dt :L3(3,§f+3.%jJ.i dt [31]

que resulta en el mismo valor que 27, es decir

W =343

Entonces, el resultado de aplicar en concepto de integral de linea a un problema relacio-
nado por el trabajo de una fuerza, sobre una particula, a lo largo de un camino es perfectamen-
te compatible y abarcativo de los calculos mas elementales.

[32]

Estos calculos elementales que se reducen a multiplicaciones, no son suficientes cuando
problemas tan simples como determinar el trabajo realizado por una fuerza se plantean con
mas cercania a la realidad.

Ejemplo 5:

En la Figura 6 se representa una fuerza F de mddulo 3, aplicada en la direcciéon que
forma un angulo de 30° con respecto al eje de las X, que actia sobre una particula ubicada en
el punto del plano (1, 1) y la desplaza hasta el punto (3,1), a lo largo del camino C.

Figura 6

4,5

3,5 / — 2
3 \ / y=(x-2)
2,5 \\ F //

2 \Partl'cula / Sé /

l,j \/ /

05 4 debido ala accién
) i)
C deF
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Calcular el trabajo realizado por la fuerza F cuando desplaza la particula desde el punto
(1,1) al punto (3,1) a lo largo del camino C.

Aun siendo la fuerza constante no resulta posible aplicar el mismo criterio que el que se
mostré cuando la trayectoria era rectilinea. En cada punto del camino por el que se desplaza la
particula la componente de la fuerza que acttia en la direccion del desplazamiento cambia.

Es decir, la alternativa que queda para determinar el trabajo W realizado por la misma
es aplicar el concepto de integral de linea de una funcién vectorial (en este caso constante) a lo
largo de un camino definido por una curva en el plano.

Para aplicar la férmula [17] nuevamente hay que identificar los elementos que en ella
deben intervenir.

El vector F se desplaza a lo largo del camino C que, en este caso estd dado por la para-
bola que une el punto (1,1) con el punto (3,1), definida por la ecuacién y=(x-2)°

En este caso, la representacion paramétrica del camino es

{r(t)zt i+(t—2)]

1<t<3 [33]

El vector F es constante y sus componentes, que no dependen del camino C ni de los va-
lores que toma r(t) son:

F=3. 2113 Ljclr() )

A partir de [33] se puede determinar la derivada de r(t), que resulta en:

A

r't)=i+2-(t—2)] [35]

y, aplicando la férmula [17] se tiene que
W =[F-dr= j:F[r(t)]- r'(t)dt = f(s- ‘/§i+3-%j]-(€ +2-(t-2) )dt [36]

O sea

V3 3
W :L3(3‘§+3t—6J dt=3.—t+ t —6t| =3-v3+12-12=3.43 (37

2 2 "

que resulta en el mismo valor que [27] y [32], es decir, que en este caso, el trabajo que realiza
la fuerza para desplazar la particula, sea por un camino o por el otro, el mismo. Esta fuerza
puede ser un campo vectorial conservativo.

Ejemplo 6:

Considere que en el problema del Ejemplo 4 la fuerza F no es constante sino que se ex-
presa por:

F=y2i+xj=Fr(t)]
y que actta sobre una particula ubicada en el punto del plano (1, 1) y la desplaza hasta el pun-
to (3,1), a lo largo del segmento que los une.

Para aplicar la férmula [17] nuevamente hay que identificar los elementos que intervie-
nen.
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El vector F se desplaza a lo largo del camino C que, en este caso estd dado por el seg-
mento que une el punto (1,1) con el punto (3,1), y es definida por la ecuacién y=1.

En este caso, la representaciéon paramétrica del camino es

{r&)=ti+j

1<t<3 [38]

El vector F se debe expresar en téminos de t, segiin la ecuaciones paramétricas

x(t)=t
y(t) =1 [39]
1<t<3

y sus componentes, que ahora dependen del camino C y de los valores que toma r (t) son:

Flr@]=(y@©)f i+x(t)j=i+t] [40]

A partir de [38] se puede determinar la derivada de r(t), que resulta en:

r'(t)=i [41]
y, aplicando la férmula [17] se tiene que

\N:i%?+ﬁ%?m:tﬁzz [42]
Ejemplo 7:

Se considera el camino del Ejemplo 5 y la fuerza del Ejemplo 6 y se debe calcular el tra-
bajo puesto en juego.

El vector F se desplaza a lo largo del camino C que, en este caso estd dado por la para-
bola que une el punto (1,1) con el punto (3,1), definida por la ecuacién y=(x-2)?

En este caso, la representacion paramétrica del camino es

{r(t)=ti+( -2J]

1<t<3 [43]
Flr(t)]=(y (@) i+x()j=i+t] (44]
A partir de [43] se puede determinar la derivada de r(t), que resulta en:
r't)=i+2-(t-2) [45]
y, aplicando la férmula [17] se tiene que
VV=f@—2Yi+ﬁ}G+z&—2ﬁﬁn=fh—2f+mz—mht (46]
o0 sea
1, v 2 311 8 26
W :—(t—2) LS G | e e e G
5 3 1 5 3 15 [47]

El analisis de los resultados obtenidos en los ejemplos 4 al 7 posibilita extraer conclusio-
nes fundamentales para interpretar los resultados de las integrales de linea de campos vecto-
riales.
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7. Propiedades de las integrales de linea

7.1. Linealidad respecto al integrando:

[[af (x,y)+bg(x, y)l-dc =a[ f[r @)]-|r" @)] dt+b[ or @)]-]r ()]t (48]

Cc

L(af+bg)-dr=a-fc.f-dr+b-jc.g-dr [49]
7.2. Aditividad respecto al camino de integracion:

Sea una curva C = C, UC,, entonces

[ f(xy)-dC =] f(xy)-dC+[f(x y)-dC [50]

@ C C,

Jo frar=[ fedre[ foor (51]
Ejemplo 8:

Una particula de masa M se mueve a lo largo de una curva bajo la accién de un campo
de fuerzas f . Si la velocidad de la particula en el instante tes Vv(t), su energia cinética est4

definida por m[v(t)]2 :

Demostrar que la variacién de la energia cinética en cualquier intervalo de tiempo es
igual al trabajo realizado por f durante dicho intervalo de tiempo.

Resolucion:
Sea r(t) la posicién de la particula en el instante t . El trabajo realizado por f durante el

intervalo de tiempo [a,b] es

r(b)
jr(a)f dr [51]

y lo que se debe demostrar es
r(b)
J.r(a) f-dr = %mv(b)]" - ¥mv(a)]’ [52]
De acuerdo a la segunda ley del movimiento de Newton, se tiene que
flr(t)] = mr-(t) = mv'(t) (53]

donde v(t) designa el vector velocidad en el instante t. Como la velocidad es la longitud del
vector velocidad, V(t) = ||V(t)|| .

Por consiguiente

fr(t)] - r'(t) = f[r(t)]- v(t) = mv'(t) - v(t) =

d d, [54]
= #m— (v(t) V(1) = m (v*(1)

Integrando entre a y b se obtiene

_[rr((:))f .dr = j:f[r(t)] r(t)dt=% m[v(t)]zt1 = mv(b)] - %mv(a)] [55]

que es lo que se queria probar.
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8. Teoremas del Calculo para integrales de linea

8.1. Teorema 1

Si ¢ es un campo escalar diferenciable con gradiente continuo V¢ en un conjunto co-

nectado abierto ScIR", entonces para dos puntos cualesquiera @ y b unidos por un camino
regular a trozos I situado en S, se tiene que

[[Vo-dr=p(b)-pa [56]

Demostracion:

Sea ¢ un campo escalar diferenciable con gradiente continuo V¢ en S. Sean dos puntos

cualesquiera @ y b de S unidos por un camino regular r(t)situado en S definido en un in-
tervalo a<t<b.

La integral de linea del V¢ entre @ y balolargo de r(t) viene dada por

J:V¢-dr=I:V¢[r(t)]-r’(t)dt [57]
y, aplicando la regla de la cadena resulta
Volrt)]-r(t) =gt (58]

en donde g es la funcién compuesta definida en [a, b] por la férmula
o(t) = ¢ [r(t)] [59)
La derivada g’ es continua en el intervalo abierto (a,b) debido a que V¢ es continuo

en S y I esregular.

Por lo tanto, aplicando uno de los teoremas fundamentales del calculo para funciones re-
ales de una variable real!

[[ve-dr= g/t dt = g(b) - g(a) = p[r(b)] - p[r(a)] = p(b) - p(a) [60]

que es lo que se queria demostrar.

Si el camino es regular a trozos, se lo puede dividir en un nimero determinado de cami-
nos regulares, por lo cual se puede aplicar el anterior resultado a cada camino correspondiente
a cada subintervalo y luego sumar cada integral, llegando a la misma demostracion.

Consecuencia 1: La integral de linea de un gradiente es independiente del camino en cualquier
conjunto S conectado en el que el gradiente sea continuo.

Consecuencia 2: La integral de linea de un gradiente continuo es cero a lo largo de un camino
regular a trozos cerrado en cualquier conjunto S.

8.2. Teorema 2

Sea f un campo vectorial continuo en un conjunto conectado abierto SCR" y sea la in-
tegral de linea de f independiente del camino en S. Sea aun punto fijo de S .

Sea el campo escalar ¢ en S definido mediante la ecuaciéon

p(x) = [f-dr [61]

! Teorema: Si f(X) es una funcion real continua en un intervalo cerrado a < X <b, si existe la integral

Ib f/(x)dx y T'(X) es continua en el intervalo abierto a < X < b, entonces jb f'(x)dx = f(b)— f(a)
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en la que I es un camino regular a trozos de S que une acon X.

Entonces, para todo X de S, resulta
Vo (x)=f(x) [62]

Demostracion.

Se demostrara que existe la derivada parcial D, ¢ (X) y esiguala f, (X) , componente kK —
ésima de f(x), paracada k =1,2,...,n ycada XeS.

Sea N (x , r)un entorno con centro en Xy radio I contenidoen S .

Si yes un vector unitario, el punto x+hy también estara contenido en S para todo h
real que satisfaga la condicién O < |h| < r, y se puede formar el cociente de las diferencias

¢ (x+hy) - (x)
h

En virtud de la propiedad aditiva de las integrales de linea, el numerador de este cocien-
te puede escribirse de la forma:

o (x+hy)—p () =[""f.dr [64]

[63]

y el camino que une Xcon X+ hy puede ser cualquier camino regular a trozos contenido en S.
En particular, se puede emplear el segmento de recta representado por

rit)=x+thy , 0<t<1 [65]

Como I"(t) = hy, el cociente de las diferencias toma la forma

go(x+hy)—
h

y s1 ahora se toma y =e,, la expresiéon [66] queda

X = _[:f(x +thy)-ydt [66]

X+hy)—o (X
all i’\) 2 )=j:fk(x+thek)dt (67)
Mediante el cambio de variables
u=ht
du = hdt [68]

la ecuacion [67] se puede escribir

X+ he h)—g(0
(p( ——j X+ue, du:—g( )-9(0 [69]
h
en donde g es la funcién definida en un intervalo abierto (— r, r) por la ecuacién
g(t) = I x +ue, [70]

Como cada componente f, es continua en S, un teorema fundamental del calculo para
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integrales ordinarias! establece que existe '(t) para cada ten (— r, r) y que

g'(t) = fk(x+tek) [71]

y que, en particular g'(0) = f,(X). Es decir que, haciendo h— 0 en [69], se encuentra que

h“_rl]o(o (X+herl1<)_(0 (x) _ tim g(h);g(O) —g'(0) = fk(x)

[72]

como se queria demostrar.

9. Teoremas de Green

9.1. Regiones planas limitadas por curvas de Jordan? regulares a trozos

Sean P y Q campos escalares derivables con continuidad en un conjunto abierto S del
plano xy. Sea C una curva de Jordan regular a trozos y R la unién de C y su interior. Sea
R < S . Entonces

”[ﬁQ al:)jdxdy —§ Pdx + Qdy [73]

en la que la integral de linea se toma alrededor de C en sentido contrario al de las agujas del
reloj.

La identidad [53] es equivalente a las dos férmulas [74] y [75]:

fRf ?—S dxdy = §C Qdy [74]

—”i—;dxdy :chdx [75]
R

9.2. Demostracion para regiones tipo I
Se demostrara [75] para una regién R del tipo 1.

Este tipo de regién, que se muestra en la figura 5, tiene la forma
R:{(x,y)‘agxgb;f(x)SySg(x)} [76]

endonde f y g son continuas en [a,b] siendo f <g.

Mediante integraciones sucesivas se calcula la integral doble
P b| o) P f(me
Aoy - 120 o o= 120 ay -

= j: P[x, f (x)]dx - I: P[x , g(x)]dx

X
' Teorema: Sea f una funcién continua, entonces si F(X) =J. f(x)dx, en los puntos de continuidad
a

de f se tiene que F'(X)= f(X)
2 Curva de Jordan: curvas cerradas simples planas. Una curva cerrada simple es aquella que, si se
representa mediante r(t) debe cumplir que con a<t <b sea r(a)=r(b) y que para todo par de va-

lores t, #t, sea r(tl) # r(tz)
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Figura 5

La frontera C de R consta de cuatro partes. Un arco inferior C, (grafica de f ), otro su-
perior C, (grafica de g), y dos segmentos rectilineos verticales recorridos en el sentido indica-
do en la figura 5.

De la misma figura surge que:
ifCde:Llde+Lz P dx [78]

puesto que la integral de linea a lo largo de cada segmento vertical es cero.

Para calcular la integral a lo largo de C, se puede utilizar la representacién vectorial
r(t)=ti+ f(t)j y se obtiene

IC Pdx = jb P[t, f(1)] dt [79]

Para calcular la integral a lo largo de C, se puede utilizar la representacién vectorial

r(t)=ti+g(t)j y, teniendo en cuenta la inversién del sentido, se obtiene

Ic Pax = ‘I: Pt,g(t)] dt [80]
resultando
jc Pdx — j: P[t, f(t)] dt - j: P[t,o(t)] ot [81]

Por otra parte, la integral de linea puede expresarse

Comparando [80] con [75], queda demostrada [75]. Para demostrar [74] se utiliza un ra-
zonamiento parecido con una regién del tipo II. Se obtiene de este modo una demostracién del
teorema de Green para regiones que son simultdneamente de ambos tipos.

Hecho esto, puede demostrarse el teorema para regiones R que pueden descomponerse
en un numero finito de regiones que cumplen con la condicién de ser simultdneamente de am-
bos tipos, introduciendo subregiones y sumando los resultados.
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Ejemplo 9:
Calcular el trabajo efectuado por el campo de fuerzas f(x,y) =(y+3x)i +(2y—x)j al

mover una particula rodeando una vez la elipse 4x° + y> =4 en el sentido contrario al de las
agujas del reloj.

Resolucion:

El trabajo realizado es igual a fc Pdx+Qdy, donde P=y+3x, Q=2y—X,y C esla

elipse.
0Q JP
Como — ——— =-2, aplicando el teorema de Green se obtiene
ox oy
§Cde+Qdy=H(—2)dxdy=—2-” dxdy = -2-a(R) [82]
R R

donde a(R) es el area interior a la elipse.

Ya que esta elipse tiene semiejes a =1y b=2, su area es 7-a-b=2x y el valor de la
integral de linea es —4 7 .
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