m Facultad de Ingenieria {1

Analisis Matematico Il

Analisis Matematico Il
Presentaciones en el Aula

TEMA 6

Estudio de Funciones de dos Variables

Autor: Gustavo Lores 1



Introduccion

En este curso el estudio de funciones de dos variables independientes se
centra en el analisis de sus puntos criticos.

Se denomina habitualmente punto critico a un punto del dominio que
genera que el plano tangente a la superficie que representa a la
funcion sea horizontal.

Dentro de los puntos criticos del dominio de una funcion, resulta de
especial interés identificar aquellos que la hacen tomar sus maximos
valores o sus minimos valores, ya sea en un entorno del punto del
dominio o en todo el dominio.

Este tipo de analisis, normalmente se conoce, en forma simplificada,
como el estudio de los maximos y los minimos por los que pasa la
funcion.
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'Maximos y minimos de funciones de dos variables.
Definicion

Sea f(x.y) con (x, y) — SR’ donde S seinterpretacomo la regiéon donde se estudia
la funcién. Sea (x,.),) un punto de S, se define que:
2.1. Maximo relativo

flx.y) pasa por un mdximo local (o relativo) en el punto (xo, yo)g S 51

f(x, y) < f(xo;yo) para todo (x,y) en un entorno de (xo,yo).

2.2. Minimo relativo
flx.¥) pasa por un minimo local (o relativo) en el punto (xo; yo)gS si

flx.¥)= flx,.y,) para todo (x,y) en un entorno de (x,,,).
2.3. Maximo absoluto

flx.y) pasa por un mdximo absoluto en el punto (xmyo)gS si f(x, y)Sf(xo.vo)

“

para todo (x= y) Gy
2.4. Minimo absoluto

f(x.¥) pasa por un minimo absoluto en el punto (x;, ¥s)c S si f(x, ¥)= flx,.5,) pa-
ratodo (x,y)c S.
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Ejemplos graficos

flx,v) =x*+v2+1 flx,v) = cos®(x? + v?)
Minimoen (X,y)=(X,,Y,)=1(0,0) Minimoen  (x,y)=(x,,Y,)=(0,0)
Quevale flx,yv)=z=1 Que vale flx,y) =z =1
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'Maximos y minimos de funciones de dos variables.
Otra forma de definirlos

Maximo relativo, otra definicion: Si la resta_esulta ne-

gativa para cualquier combinacion de valores & v k, entonces f(x,y) pasa por un mdximo

local (o relativo) enel punto (x,,,)CS.

Minimo relativo, otra definicion: Si la rest_ resulta po-

sitiva para cualquier combinacién de valores & y k, entonces f(x,y) pasa por un minimo lo-

cal (o relativo) en el punto (x;,y,)C S.

Una interpretacion geométrica de este enunciado es que en aquellos puntos (xo, yo) la

funcion pasa por extremo relativo, el plano tangente a la superficie en el punto debe,
necesariamente, ser horizontal, esto es, paralelo al plano x,y.

Esta propiedad habilita a establecer las condiciones necesarias para que una funcion
pase por un extremo relativo.
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Condicion necesaria para la existencia de puntos criticos

X
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Condicion necesaria para la existencia de puntos criticos

gea f(x.¥) con (x,y)c S eR?
La ecuacion de un plano tangente a la funcion en un punto (xo 5 yo) es:

f(x=}')—f(xo=}"o )— S(x5. ¥ ) (x —xq )_ 14: (xq.¥s )(} —Yo)=0

Se escribe la ecuacidn del plano de la forma:
f(xn}')— Sxq. 50 )= 3 8 (xo’.}'o)' (x—x, )"' L (xo=.}’o)' (y—Yo )

Para mostrar la diferencia entre dos valores de f, uno tomado en (x, y) v el otro en (xg, )

Si fes un plano horizontal esa diferencia es nula para todo punto del plano x,v.

La tinica posibilidad de que esto ocurra es que se satisfaga el sistema:

f;(xo:yo )= 0

} Condicion necesaria para la existencia de un punto critico

f:(xmyo):O

- -
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No todos los puntos criticos con extremos

2

f(x,y)=2=x*-y
Punto de ensilladura en (X, y)=(x0, YO)=(0’0)

2

Quevale f(x,y)=z=x*-y
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Clasificacion de los puntos criticos

El Teorema del Valor Medio de segundo orden para funciones de una variable

Para funciones de una variable, una forma de expresar el Teorema del Valor Medio es
flxg+h)— flxg)=hflxo+6h) con 6eR A 0<6<1 [4]

Se va a desarrollar este Teorema con derivadas de segundo orden.

Se define la constante M, de modo que

1(8)- £lxo)-(6-%,)- (3 )- 3 (6= %,)

-~
-

-M =0 3]
Se forma F (x} remplazado a # por x, resultando:

Flx)= 1) flxe)= (=) £ )= (x50 f -2 g

Como F (b_)= 0,por[Bly F (xo)= 0. por [ﬁi, se puede aplicar a F (x) el Teorema de Rolle, que

dice: “S1 F (x) es continua en el intervalo ho,b] y se anula en sus extremos y tiene derivada
F'(x) para todo xe[xo,b], entonces existe al menos un valor X=X e[xo, b] para el que
F'x)=0=

Entonces

Fi(x)=f'(x)=fx,)—(x—x;)-M }
Fx)=fx)-fx)-(x,—x,)- M
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Clasificacion de los puntos criticos

Aplicando el Teorema de Rolle y evaluando F '(x_) en X;, resulta:
F'(x,)=0
'( ) =5
F (xo) =0
de lo que resulta que la funcion F '(x) también satisface el Teorema de Rolle ¥, en consecuen-
cia F"(x) debe anularse para algtin valor de x=x; € [xo,xl]c[xo, b] . Entonces, a partir de

[7]. se propone:

F'(x)=f"(x)-M
F'(x )= f"(x, )—M} (9]

Como por el Teorema de Rolle F"(x, )= f"(x,)— M =0 resulta que
M= f"(x,)

Remplazando [10] en [3], da

£(8)= lxa)+ (b= ) £ ()= 3 6= - £7(x:)

[10]

que, para cualquier valor 5=x

f(x)= flx, )‘*‘ (x —xo)' fx )‘*‘ %(x-xo): 'f"(x:)

-~

f(x,)"f(xo)=(x‘xo)'f'(xo)*'%(x-xo) -f"(xz) con X, <X, <X
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Clasificacion de los puntos criticos

El Teorema del Valor Medio de segundo orden para funciones de dos variables

f(x,y) continua y derivable en un dominio S — R%: h v k dos reales;

{ una variable real en el intervalo J =[0,1]c R talque Yie ] (x,+ht,y,+ht)eS

X=X, +ht}
[14]
y=y, +kt
flx.y)= flx, +ht.y, +ht)=Flt)
F(1)-F(0)= F’(O)+%F'(6) con 0<6@<«l [15]
Las derivadas primera y segunda de F(?) seran [16] v [17], aplicando las reglas de deriva-

cion de funciones compuestas:

F'(t)= af(xo +ht:v].’° -‘-kt)g* (?_}‘"(x° +ht,yo +kt)£
o ex dt 3}-‘ dt
e P EA Y ARy BT +hLY, 2B 161
o éx 2y
' 3 + L o + ;
F't)= azf(x°+h§’}°+h)h’+2a Sl +hty,+h), o 1, hﬁ”ﬁkﬂkz [17]
| Ox Bxy 5y
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Clasificacion de los puntos criticos

Remplazando F, F'y F" en 13, resulta, teniendo en cuenta que
X=X,+ht=x +h

y=y, +kt=y +k

X=X, +ht=x,

y=yo +kt=y°

xy + .y, +k)- flx, =yo)=h'j:(xo:yo)'*‘k'f;(xo Yo )+

para =1

para t=0

l[h‘ (xy #6003, +0K)+2-h k- f, (v, +0 1y, +6K)+ K- £, (x, + Oh,y, +6k)| g

con Xp<6<xy+h Vv Yy<6<yy+Kk, que es una de las formas para expresar el Teorema
del Valor Medio para funciones de dos variables independientes.
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Clasificacion de los puntos criticos

f, (X, Yo)=0

fx(xo,yo)=0}

El signo del miembro de la izquierda de [18] 0 sea el signode A f(xo,}'o) sera igual al signo

que tome la expresion %[h: - fo (xo Yo )+ 2-h-k- f, (xo Yo )+ k- ¥ i< (xo =y°)]

-

fu(xo =.,'o.)=A
fx_v(xo Vo )= 5
f:\,-(xo:.}’o)=c4
signo A f =signo [h?- 4+2-h-k-B+k*-C]

signo A f =signo {1/4)-|(h- 4 +k-BY +&*-(4-c-B*)|.
A-C—B?* >0 =>signo Af = signo 4

A-C—B? < 0= elsigno de Af cambiara segiinlos valoresde 2y dek

Ay

%[h’-A+2-h-k.B+k‘-c]

A4-C— B* =0 = queno se puede determinar como se comportarael signo de Af.
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Clasificacion de los puntos criticos

Haciendo
H=4C-F

Se puede resumir el analisis anterior en la siguiente regla, que permite clasificar los puntos
criticos de una superficie en la mayoria de los casos, en funcion de los valores que en ellos to-

man las segundas derivadas de la funcion:

H < 0= la existenciadeun punto dessilla en(g 5)

H >0 A A>0=la existencia de un minimo relativo en(a 5|

H>0 /\A<0=>Iaexistenciadem1méximorelativom(a,b)

H =0 no permite definir e caracterdela funcion en (a,)

_ |f(@b)  fiy(aD)

1= 5.@b) fy(ab)
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'Extremos condicionados

Determinar los valores de x, y y z mayores que 0, tales que su producto sea 40 y su su-
ma minima.

Resolucion:

Se trata de un problema en que hay que minimizar una funcion de tres variables inde-
pendientes lizadas por una restriccion.
La funcion que debe ser minima es

fley)=x+y+2 141]
debiéndose cumplir la condicion que
X-y-7=40 [42]
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