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Introduccion

Se extiende el concepto de integral definida de funciones
reales de una variable real en un sentido diferente al visto
en el Tema 7 - Integrales Multiples.

Se abordara el tema de las integrales de linea o integrales
curvilineas en las que el intervalo de integracion que se
considera en aquellas se transforma en un camino de
integracion en el espacio.

Por otra parte, no solo se van a integrar campos escalares
sino también campos vectoriales, en los que este tipo de
integrales tienen el mayor numero de aplicaciones.
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Longitud de una curva en el espacio

Se define una parametrizacién a través de la funcién vectorial r(z):J—R.*, continua en
J.donde J= [a,b] es un intervalo cerrado finitoen R.*.
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Longitud de una curva en el espacio

Dividiendo el intervalo J = [a, b] en P={a =1, 51, £1, & 5f, = b}, se puede aproximar
el calculo de la longitud de arco r ( [t‘.,t‘.,,]) como la longitud del segmento [r (_t,. ), r(tm)] :

Llamando L alalongitud del arco de curva entre dos puntos de la particidn, se tiene:

Lir ([ta] D= lrle)—r )= 2p, ()7 . f

=

v aplicando el teorema del valor medio a cada diferencia,
Irj (ti+l)— rj (t. 1= I?’;(S‘- )Htiél = | con S, € [ti ’tl?I]

81 la funcion derivada r ( ) es continua es valido suponer que 7, ( ) (t ) v

lete.s)=r @)= 2|7 ey =2 [ =l ()] =2

j=1

Y la longitud total de la curva resulta en

()~ 22l Tl (st

A medida que las particiones sean cada vez mas pequenas las sumas tienden a la inte-
gral que define a de la longitud de C como

£(c)= [+ ()]
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/Integral de linea de un campo escalar

La curva Cqueda dividida en una unién de arcos C =r([z_.z]) yla “pared” sombreada en
una unién de rectangulos de base C yuna altura f[x{z, ).z )].

r(t):J->R?

/ )=[a]
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Integral de linea de un campo vectorial

Sea l(t) un camino regular a trozos en el n—espacio definido en un intervalo [a,b], \j
sea F un campo vectorial definido v acotado sobre la grafica de r. La integral de linea de

F alolargo de r se representa con el simbolo [F -dr v se define por

[F-dr=[ Flel)] r'0)

siempre que la integral del segundo miembro exista.
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Otras notaciones para las integrales de linea

C representa la graficade r; a=rla) ¥ b=r(d) representan los extremos de C

[[F-ar j':r=j':r-dr

Cuando a =b el camino se llama cerrado

{F-ar

Si F v I se representan por sus componentes

F=(finf,) v=(n. .0, [ fudry + - +1,d,

En el caso 2 —dimensional, L F-ar = .[c fdc+fidy = .[c filx, y) de+fi(x. ) ay
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Trabajo de una fuerza sobre una particula a lo largo de un camino

F=3. %hs ~j=Frt)

4 4,5
4
; - ~ 3'2 \ / =2y

2,5 \\ F //
2 \Pam'cula / 5é /

1,5
F 1 .
Desplazamiento debido ala accién de F 05 debido a la accién

Particula

\ / deF

1
3 4 5

1<t<3

{r(t) =ti+(t—2)]
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Propiedades de las integrales de linea

Linealidad respecto al integrando:

[[arey)+belxy)ldc =af fle O} @) ar+5[ ele (-]¢' ()]t

.[:(af +bg)-dr =0-L.f -dr +b-jc_g.dr

Aditividad respecto al camino de integracion:

Sea una curva C = C, u C,, entonces

If(x,}')-dC=_[f(x,y)-dC+If(x,y)-dC
c c, C

f-dr=_[q f.dr+jq f-dr
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Teorema del Calculo para integrales de linea

@ campo escalar diferenciable con gradiente continuo V¢ en un conjunto conectado abierto

ScRR", entonces para dos puntos cualesquiera a ¥ b unidos por un camino regular a trozos
r situado en S definido en un intervalo g < ¢t < 5, se tiene que

f:V¢-dr=¢(b)—¢(a)

Demostracion:

g(t) = ¢ [r(7)]
g'(e)=Volr(e)lr'e)
[[Vo-dr = [ Vo[e(t)]r'(t)ar
Aplicando la regla de la cadena resulta

[V g -dt = [ g(0)dt = glb)- gla) = o[¢(5)] - p[r(a)] = o(b)- o(a)
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Teorema de Green en el plano

fx.y)=f [x(t) y(t)] =P(x, y); +0(x, y)i P(x.y) ¥ O(x.y) son derivables

C es una curva regular cerraday R la union de C y su interior

) 2P
§f-dr={ Pax+Qdy = [[(‘;8 ‘;y)dxdy
Vo EP
.ggdxdy =§chy (1) -”—dxdy fcpa:x (2)

Para regiones tipo I se puede demostrar (2)
R ={(x,y) Ia <x<b: flx)<y Sg(x)}
§ Pax= j'qux+[q Pax

r{t) = ti+ fl2) §

[, Pax= Pt.f(2)) e

IQ Pdx= -[: Pz.g(s)] dr

[ pdx= f: Pz, fl2)] at —I:P[t,g(t): dt

==L ([ L o= | [ 2t [, P o= [ Pl

1) By (x) L
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