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Ejemplo: la caida libre de un cuerpo

;Se podra establecer una ecuacion diferencial que describa
el desplazamiento como funcion del tiempo de un objeto
que cae?

Resistencia del aire

»

Si no se tiene en
cuenta la resistencia
del aire, la Unica
fuerza que actua es la
debida a la aceleracion
de la gravedad.

Gravedad
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Ejemplo: la caida libre de un cuerpo

Relacion entre desplazamiento, velocidad y aceleracion

La velocidad media durante un intervalo de tiempo pude obtenerse determinado la
distancia que recorre la particula en ese intervalo

Ax dx
Um = E Vinstantinea = E (1)

La aceleracion media durante un intervalo de tiempo pude interpretarse como el cambio
de velocidad que se produce en ese intervalo

Av dv
Am = A_t Qinstantinea = E (2)

Combinando (1) y (2) se puede obtener una expresion que relacione el desplazamiento
con la aceleracion para un movimiento rectilineo uniformemente acelerado. En este caso,
la aceleracion instantanea es constante e igual a g
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/Ejemplo: la caida libre de un cuerpo

Resolviendo la EDO de segundo orden

d d— d? z : o,
= —d—z = —7"’5 = —d—tf EDO que relaciona el desplazamiento con la aceleracion
a%x
fig= fmit se integra
dx :
[gdt = —d&; se separan variables
dx :
gt=——+C resulta una nueva EDO, ahora de primer orden
dx .
== 9-t+C se reagrupan los terminos

% =[—-gt+C, se integra

[dx = [(—g.t +C,).dt se separan variables

[ = —%gtz + Ct+ G, resulta x = f(t) ] Solucion general del problema
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Ejemplo: la caida libre de un cuerpo

Para nombrar a las constantes se puede establecer que cuando =0 se
tiene que C,=v=v,y que ademas C,=x=x,

1 2

A partir de esta solucion general se puede analizar un caso particular.
Sera necesario conocer dos condiciones: el valor de la funcion en un
punto y el de su derivada en el mismo punto.

Son las “condiciones iniciales”. En este caso, los valores de v, y de x,

Por ejemplo si v, =0y x,=0 se tiene que
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'"’/Ejemplo: la caida libre de un cuerpo

Para diferentes condiciones iniciales se obtienen desplazamientos en funcion del tiempo
diferentes, segun se ve

Algunas soluciones del problema

Tiempot

Desplazamiento x

x(10,0)

x(20,-10)

x(10,10)

x(20,0)

Cada una de ellas es una solucion particular que surge de la solucion general
estableciendo dos condiciones iniciales. En este caso desplazamiento y velocidad iniciales.
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EDO lineales de segundo orden. Marco conceptual.

Teorema 1: Existencia v unicidad
Sea el problema de valores iniciales

Y'+pix)y +plxly=0

y(xo) =X
y '(xo) = Av.
31 pl{x) ¥ p,\x) son funciones continuas en algin intervalo abierto / y x, €/, entonces el pro-

blema de valores iniciales [1] tiene una solucién inica ){x)en el intervalo 7.
Sea el problema con condiciones de frontera

et

(1]

V'+pix)y+pxly=0
Hxo)= [2]
.."(xz) =¥

si pix] ¥ p,ix)son funciones continuas en algin intervalo abierto / ¥ x,:x, €/, entonces el
problema de valores de frontera [2] tiene una solucidén inica ) x)en el intervalo /.
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'EDO lineales de segundo orden. Marco conceptual.

Teorema 2: Principio de linealidad o superposicion de las soluciones

Sea la ecuacion diferencial
'+ pi(x)y + polx)y =0 [3]

Entonces, si p(x) ¥ p,(x)son funciones continuas en algtin intervalo abierto / cual-
quier combinacion lineal de dos de sus soluciones en un intervalo abierto 7/ | es también solu-
cion de la ecuacion dadaen 7/ . En especial, para tales ecuaciones, la suma v multiplicacion

por constantes de las soluciones son a su vez solucion de [3].
Para demostrarlo se supone que y, e ¥, sonsolucionesde [3] en un intervalo /. Enton-

ces sustituyendo
y=0y + Gy, (4]

v sus derivadas en [3] v utilizando las reglas de derivacion, se obtiene [5] en la que se verifica
que [4] satisface [3]. Esto es. y = C|y, + C,y, es solucion de [3].

V'Y +plxy =(Cy +Cy) +rx-{Cy +Cw) +px)-(Cy. +Cx)
=Gy, +Cy, +plx-(Cy. +Cy )+ Al (Cy +Cy) [5]

L

! w . r . \ { ¢ r sz
=G +20y +nxy )+ G 5" + 23y + Al

V"

= 0 ='0
=0
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'EDO lineales de segundo orden. Marco conceptual.

Teorema 3: Existencia de la solucion general

Si p(x) ¥ p,lx)son funciones continuas en algtin intervalo abierto I , la ecuacién dife-

rencial [3] tiene una solucion general en un intervalo 7 al que pertenece x . Esta solucion ge-
neral es de la forma

Mx) = Cu(x)+ Cyy(x) [6]
donde y,(x) e y,(x) sonfuncionesde x linealmente independientes, es decir no proporciona-
les y forman una base de soluciones de [3]en I . C, ., C, sonconstantes arbitrarias cuyos valo-

res quedan fijados al establecer condiciones iniciales o de frontera.
Las ecuaciones diferenciales del tipo [3] no tienen soluciones singulares, es decir, solu-
ciones que no se obtienen a partir de la solucion general.
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'EDO lineales de segundo orden. Marco conceptual.

Independencia lineal de funciones

Un conjunto finito de funciones {_, n(x),0,(x), - ,y,,(x)} es linealmente independiente so-
bre un intervalo abierto / si para que se verifique la ecuacion
a,-vilx)+ay-yilx)+-+a,-y,(x)=0 [7]
resulta necesario que todos los coeficientes a; sean cero.
Siencambio la ecuacion [7] se verifica para un conjunto de coeficientes a; no todos nu-

los, se dice que tal conjunto de funciones no es linealmente independiente.

Para el caso especial donde el analisis se hace sobre dos funciones, 1a prueba de indepen-
dencia lineal se puede plantear de una manera sencilla.

Dadas dos funciones y,(x)e y,(x), éstas son linealmente dependientes en un intervalo

I donde estan definidas si & y,(x)+ kyy,(x) = 0 para valores de las constantes k; . k, no si-

multaneamente nulos.
Entonces, si kA #0 0 Ak, #0 se puede proponer alguno de estos cocientes

Jr= (— k, /kl) X B = (— k [k, ) ¥, v analizar su comportamiento.

Si éste resulta una constante, son proporcionales (linealmente dependientes).

Wiw = (— k, /kl) =K, < ),), sonlinealmente dependientes

nin=(-kfk)=K < 1.y sonlinealmente dependientes

Sipor el contrario resulta en una funcion de x . las funciones son no proporcionales (li-

nealmente independientes)
¥1/¥, =u,(x }=>y,.y, son linealment e independie ntes

vofy =wlx) &  v,.y, son linealmente independientes
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EDO lineales de segundo orden. Marco conceptual.

Determinante Wronskiano

Para el analisis de la independencia lineal de funciones (asi como para muchas otras
aplicaciones matematicas) es util introducir un determinante particular, llamado Wronskiano,

formulado por J. M. Hone Wronski.
Dado un conjunto finito de funciones, {y,(x).y,(x). -~y (x)} ¥ asumiendo que estas fun-

ciones son continuas y derivables 7 —1 veces sobre un intervalo abierto / , se puede generar el
sistema de ecuaciones

a, -yl(x)+ a, -yl(x)+---+ a,- yn(x)= 0
a - yi(x)+a, ¥y(x)+-+a,- y,(x)=0 $
R — 0

x)+a, -y';"'l:' +-ta, - y,";”'lf'(x) =0

(8]

a- }'.1';»-1:'(

por sucesivas derivaciones.

El determinante de los coeficientes < resulta ser

n(x) 3,0 - ()

Pl =PI %6 - 2l

(n=1) Jn=1) =10
1 ‘} 2 “aa ‘}, »
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'EDO lineales de segundo orden. Marco conceptual.

Relacion entre el determinante Wronskiano con la independencia lineal de funciones

El conjunto finito de funciones {y,(x).y,(x).---, v, (x)} continuas y derivables n —1 veces

sobre un intervalo abierto / sera linealmente independiente si v s6lo si su determinante
wronskiano no es idénticamente ceroen 7/ .

Esta afirmacion se debe a que en el sistema [8]. la primera de las ecuaciones representa
a[7]. que es la base del analisis de la proporcionalidad de las funciones consideradas; las res-
tantes ecuaciones del sistema surgen derivando la primera, v por ultimo, de la teoria de las
ecuaciones algebraicas resulta que si existe un valor de x en 7. por ejemplo x=x, tal que

W [yl (x). -~ v, (x)] # 0, entonces en [8] todos los coeficientes {g,.a,---4, | deben ser necesaria ¥

simultaneamente cero, lo que implica la independencia lineal de las funciones.
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'EDO lineales de segundo orden. Marco conceptual.

Teorema 4: Relaciones entre las EDO de segundo orden lineales homogéneasy no homogéneas

Considérense las ecuaciones diferenciales como asociadas por sus coeficientes

y"+py(x) "+ polxly =r(x) [10]
u"+ py(x)u’+ pylxju=0 [11]

donde »(x) no es idénticamente nulay p,(x) ¥ p,(x)son funciones continuas en algiin inter-

valo abierto / . Entonces:

a) La diferencia entre dos soluciones de [10] en algiin intervalo abierto I es una solucion de
[11] en I .Para probarlo. sean y, e vy, soluciones de [10]. es decir

i+ () +polxy, =r(x } [12]
Vi +py (v + po )y, = r(x

entonces se debe demostrar que la funcion que resulta de la diferencia entre ambas, o sea
y =y, — v, satisface [11]. Derivando y. se tiene

Y=yi—ymn' =y -y [13]

o

para luego remplazar en [11], resultando
¥+ (' + po(x)y = (v = ¥+ p1(x)- (v = ¥2) + 2o (x)- (31 = 3)
=1+ 2y (x)- ¥1 + 2o (x)- 1) = (0] + 21 (x)- ¥3 + o (x)- 3,)

N

N\

= x| =[x
St ¢

=0

que es lo que se queria probar.
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'EDO lineales de segundo orden. Marco conceptual.

Teorema 4: Relaciones entre las EDO de segundo orden lineales homogéneas v no homogéneas

Considérense las ecuaciones diferenciales como asociadas por sus coeficientes

Y+ pi(x)y + po(xhy =r(x) [10]
u"+ py(x)u'+ polxu=0 [11]

donde »(x) no es idénticamente nulay p,(x) ¥ p,(x)son funciones continuas en algtin inter-

valo abierto / . Entonces:

b) La suma de una solucién de [10] v una solucién de [11] sobre algiin intervalo abierto I es
una solucion de [10] en I . Para probarlo, sean v v u soluciones de [10] v [11] respectivamen-

te. es decir

y'+ Pl(x)}" + Dy (x)_} = r(x)}
u"+ py(x)u'+ py(x)u=0

entonces se debe demostrar que la funcion que resulta de la suma de ambas, osea @ =y +u

[14]

satisface [10]. Derivando @, se tiene

@=y+u Ao"=)"+u" [15]
para luego remplazar en [10]. resultando

"+ pi(x) o'+ polx) @ = (3" +u")+ pi(x)- (' + ')+ po()- (v +u)
="+ 21(x)- 3"+ po(x)- ¥)+ (" + pi(x)- ' + po(x)- u)

\

'-xl = 0

=3

aue es lo aque se gueria probar.
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EDO lineales de segundo orden. Marco conceptual.

Teorema 5: Solucion general de una EDO no homogénea de segundo orden

Una solucion general de la ecuacion no homogénea [10] sobre un intervalo abierto / tiene

la forma

ylx) =ulx)+ 2(x) [16]
donde

u(x) = Ce + Cou [17]
es la solucion general de la ecuacion [11], es decir la homogénea asociada a [10] sobre el inter-

valo abierto / ., mientras que z(x) es una solucion cualquiera, sin constantes arbitrarias, de
[10]. El Teorema 4 parte b) prueba el anterior enunciado.
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'EDO lineales de segundo orden. Marco conceptual.

Teorema 6: Existencia de z(x)
Sea la ecuacion diferencial

V' + (X' + po(x)y =r(x) [18]

donde »(x) escontinua en algtin intervalo abierto / v no es idénticamente nula en dicho in-

tervaloy p,(x) ¥ p,(x)son funciones continuas en algin intervalo abierto . Entonces:

3 t(x)- r(x) 4 (x)- r(x)
z(x) == (x)].—m-— dx+u, (x)f _Wx)_ dx [19]
es una solucion sin constantes de [18], en la que las funciones {u1= uz} forman una base de la

solucion general de la ecuacion diferencial homogénea asociada a [18] v 7 es el determinante

wronskiano de dichas funciones.
Para demostrar que siempre existe z(x) basta recordar en primer lugar que se cumplen

las condiciones del Teorema 1, por lo que existe la solucion general de la ecuacion diferencial
homogénea asociada y por lo tanto la base {u;.u,}. Ademas, el determinante wronskiano de

esta base es no nulo paratodo x, € /. Lasintegrales existen ya que también r(x) es continua

en J por hipotesis.
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'EDO lineales de segundo orden. Marco conceptual.

Para demostrar como se alcanza la formula

z(x) = -, (x)jluq‘—(wvl(# adx+u, (x)j W )(x)dx [19]

se procede de la siguiente manera: la ecuacion homogénea asociada tiene una solucion general
ulx) = Cyay(x)+ Cyu5 (x) enelintervalo 7 . Se remplazan las constantes C;. C, por funciones a

determinar, v(x), w{x), de modo tal que la funcién resultante

z{x) = Wk () + wlxhy () [20]

sea una solucion sin constantes de [18] en 7 .
Para determinar estas funciones se deriva [20], resultando

2'(x) = V(e () + v (o) + W/ (o ey () + (e () [21]
v se establece arbitrariamente una condicion proponiendo
v (e () +w'achuy (x) = 0 [22]
Entonces se reduce la expresion [21] a
2'(x)= vlx)ad (xc)+ wlx)us (x) [23]

Derivando [23] se tiene

2"(2c) = v/{oche] () + el () + ' Geeh (o) + wlehe ()
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EDO lineales de segundo orden. Marco conceptual.

Sustituyvendo [24]. [23] v [20] en [18] v agrupando los términos que contienen v(x) v los
términos que contienen w{x), resulta

v{x)-fullx)+ 21 (i ()= o (e (x)]+
cw(e)-[3()+ 21l )+ po (e )]+ v (e () + w' (e () = r(x)

(2]

donde las expresiones entre corchetes se anulan porque #,, u, son soluciones de la ecuacion
homogénea asociada a [18]. Entonces [25] se reduce a

Ve (x) +w'(xul (x) = (x) [26]
que junto con [22] forman el siguiente sistema lineal, en el que las incognitas son V/(x) ¥ w'(x):

v'(x)ul(x) + w'(x)uz(x) =0 }
V()] (x) + w'(c ey () = 7(x)

(27]
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EDO lineales de segundo orden. Marco conceptual.

Resolviendo el sistema [27] resulta
0 u,l(x

x) s (x} —r(x)-u,(x) _u (x)-7(x)

e SRR | -
ut(x) o) (x
u, (x) 0)| \

o i) ) a0l

e GG | x
u(x) yi(x J

e integrando se tiene

P

N

W)=

que en [20] produce [19]. lo que se queria probar.
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‘Soluciones de las EDO2°0LCC homogéneas.

Son de la forma y"+a)y +by=0;enlaque a,b sonconstantes reales. [33]

Una manera de llegar a un procedimiento que logre resolverlas, es partir de considerar la so-
lucion de una ecuacion lineal homogénea de primer orden con un coeficiente constante

V' +ky=0 es, segin se vio oportunamente, una funcién exponencial de la forma y=¢™ 7.

Esto sugiere la idea de probar, como solucién para [33] la funcién y = e** [40]
en la que A es un numero real

Partiendo de [40] v considerando que deberiamos encontrar ese numero A tal que [40] satisfa-
ga [33]. se determinan sus derivadas, que son )'=2¢"* y y"=A%e¥ [41]

Sustituvendo [40] v [41] en [33]. se tiene que (/i rail+ b)- e” =0 [42]

Como para todo valor de x es e™ %0, para que se cumpla [42] necesariamente debe ser
Al+ai+b=0
v. entonces, v =e”* es solucién de [33] siy sélo si A es solucién de la ecuacién cuadratica

Altai+b=0 [43]
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Soluciones de las EDO2°0LCC homogéneas.

Esta se denomina ecuacion caracteristica o ecuacion auxiliar de [33]. Sus raices, o sea los valo-
res de A que la satisfacen son, si existen,

A= %(—a-i—«.-‘az -4b)\

1 F [44
A 2=5(—a—~ja2 —4b)
v las funciones
n=e" o
{ 2% [45]
Yqi =S

son dos soluciones de la EDO2°0LCC homogénea dada.

Del analisis de [44] se observa que se presentaran tres casos posibles cuando se buscan las
soluciones de [43], segtin sea el signo del discriminante a® — 4b . Las caracteristicas de A, A,
dependeran de cual caso de esos tres se presente.
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Soluciones de las EDO2°0OLCC homogéneas.

Ecuaciones diferenciales lineales de 2do orden homogéneas. Solucion general
Ecuacion diferencial y"+ay +by=0

Ecuacion caracteristica (e.c.) 1°+al+b=0 o = +/b—(1/4)a’
Caso | Raices ecuacion caracteristica Bases Solucion General
Reales distintas
1 A
1 1125.(—a+\/a2—4b) e* y = et ™ 4+ el
A X 1 2
1 > e’
A ,= E-(—a—\/a —4b)
Real doble e—aX/ 2 o2
2 —-Y.a a2 y=(c, +c,x)-e
Complejas conjugadas _ax/2
) e -COSw X
3 A= —% ‘a+ilw )
—ax/2 =e 2 .(A-coswXx+ B-senw X
. e senw X | Y
A,= —% -a—lw

A\

4
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‘Soluciones de las EDO2°0LCC no homogéneas.

Son de la forma y"+qy'+by =r(x) enla que a.b son constantes reales. [91]

Se le asocia la ecuacién homogénea " +au'+bu=0 [92]

Entonces la solucion general de [91] se puede expresar siempre como la suma de dos funciones
y=u+z, donde una es u= cu; +c,u, es la solucion general de [92] y la otra es z, una solu-

cion cualquiera, sin constantes arbitrarias, de [91] tal que z" +az'+bz=r(x).

A la funcion z se la suele llamar “solucion sin constantes”de [91]. Esta solucion es parte de la
solucion general de v" +aqy'+by = r{x). pero no es una de sus soluciones particulares.

Las soluciones particulares de [91] se obtienen asignando valores a las constantes arbitrarias
presentes en la solucion general.
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Calculo de z(x). Variacion de parametros.

Se encuentra z(x) analiticamente aplicando la expresion

z(x)= —ul(x)j T2 (;)(x;(x) dx+ u, (x)f ' (;) ();(x) dx

CJu () us(x)
() u(x)

v ulx)=Cuy +Cyu, tal que u" +au'+bu=0
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Soluciones de las EDO2°OLCC no homogéneas.

N

Ecuacion diferencial [91] y"+ay +by= r(x)

Ecuacién caracteristica de [92] A °+al+b=0

Se define o = +,/b—(1/4)a’

Raices de la

Forma a proponer para la

Forma de r(X 6 S
(x) cafgggiliz?ica solucion sin constantes de [91]
0 no es raiz p[m](x)
p[m](x) 0 es raiz simple X p[m](x)
/ 2
0 es raiz doble X" - p[m](X)
¥ mno es raiz p[m](x) e’
Ppng (x)-e” 7 esraiz simple Py (X) - X - €7

7 es raiz doble

Prmy(X) - COS@ X

Prmy(X) - SEN X

+i® no son raices

+i@ son raices

x-[p[m](x) -COS@ X + Oy (X) - SEN @@ x]

e - Py (X)-cos@ X

e - Py (X)- Senax

a*iw no son raices

e -[p[m](x) -COS@ X + Qg (X) - SEN @ x]

a*iw son raices

e -x-[p[m](x)-coswx+q[m](x)-sena)x]

Referencias:

p[m](x) representa un polinomio en X de grado m

y representa un numero real.

o
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