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Introduccion

En este capitulo se extiende el concepto de integral
definida de una funcion de una variable jf(x)dx , a
funciones de varias variables. ‘

Se comienza por analizar el caso de funciones de dos
variables que se integran sobre regiones en el plano,
transformandose el intervalo de integracion x € [a,b]
unidimensional en un conjunto de puntos pertenecientes
a una region (ry)e ScR2que se denominara region de
integracion.

Se veran aplicaciones de las integrales dobles y se
presentaran los conceptos fundamentales que son r_

necesarios para el manejo de las integrales triples.

e o
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. . )
Integral doble de una funcion escalonada sobre una region rectangular

Sea una funcion f(x,y) escalonada en determinada region
rectangular Q < R? , esto es la funcion es constante en cada
particion de Q.
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Integral doble de una funcion escalonada sobre una region rectangular

La misma grafica se puede observar desde otra
perspectiva:
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Integral doble de una funcion escalonada sobre una region rectangular

Definicion:

Sea P =P, xP, una particion de Q en n-m subrectangulos y funa funcion escalonada.

Sea Qg el subrecté.ngulol determinado por [x,. -xi_l] X [y,. -x:-1] ¥ sea C; el valor constante

que toma f encadapunto de Q;-- 81 f es positiva, el volumen de la caja rectangular con base

Q; y altura ¢; es el producto

6y (%= %0 [, =)

Para toda funcion escalonada [, positiva o no, se define como integral doble de la
funcién escalonada fextendida a la region Q a:

[ racdy =33 c,Ax, ~x: )y, —¥,1)

iml =l

g, utilizando una notacién simplificada

=

“ f(x,y)dx ay =Zicq.-Ax Ay

iml =l
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La integral doble como integrales unidimensionales reiteradas

Como f es constante en cada subrectangulo QO

?[‘[f = eyl =5 Ny~ 1)

Q; . se tiene que

Y como
X, ¥,

X; =X = [dx D YiTX, = [dx
Xt ¥t

Yo | X x | ¥
”f = [ l:[%dx]d} - [ _[c‘-,.-dy dx
Q: Vit LXet Y| Vit

-_—

Sumando respectode i v j aplicando

ﬁfdxa:» >3 eple—xen )y -y )

fml J-l

se tiene

Uf {[fxy)cbc]dy f{ff

Analisis Matematico Il - Presentaciones en el Aula - Tema 7 - Integrales multiples 6



/Integral doble: funcion continua y acotada definida en un rectangulo

o1 Je=if (x, y) es una funcion integrable, definida ¥ acotada en un rectangulo

b
0 =[ab]x[c.d] v para cada valor de y fijo en [, d| existe I f (x, y) dx = A( y) entonces, si
a

d
existe la integral I A(y) dv, es igual a la integral doble “ f . v se expresa mediante:
4 ()

=

[! flxy)dxdy = Jj —_Ef(xhv) dx | dy

Si se invierte el orden de integracion, se obtiene una formula similar

fo[ f(n:v')dxat»':f [ Flxy)ady |ax

— -

d

en la medida que se verifique que I f (x, y) dy existe para cada xfijaen [a, b] Vv que sea inte-
<

grable en [c.d].
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Integral doble: una interpretacion geométrica

Grafica de [/
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/ . . 4 V4
Integral doble: regiones de integracion mas generales

Se puede reducir el estudio de regiones mas generales a dos tipos. que, combinados, con-
forman cualquier region del plano. En las Figuras se muestran dichas regiones, que se identi-
fican como regiones tipo I o regiones tipo II, respectivamente.

Region tipo I Regidn tipo II

J J

Los conjuntos S del plano, en funcion de a qué tipo de region pertenecen, se definen:
Regiéntipol:  S={(x.y)|a<x<b y Hx)<y<glx)

Regidn tipo II: T={(x=y)|c£y<_<d y z{y)SxSv( )}
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/Integral doble: regiones de integracion mas generales

Integrales dobles en regiones tipo |

Sea S una regién del tipo I, comprendida entre las graficas de #(x). glx).Si festa de-
finidaen S, esacotadaen § v es continua enel interior de S, entonces existe la integral do-

ble “ f que puede calcularse mediante la integracion uni-dimensional reiterada:
s

([ ) axar =[]

"r'z(x)

[ stxs) @]

Integrales dobles en regiones tipo |l

Sea S una region del tipo IT, comprendida entre las graficas de u(}) v(y) .51 festade-
finidaen S, esacotadaen § v es continuaenel interior de S, entonces existe la integral do-

ble “ f que puede calcularse mediante integracion uni-dimensional reiterada:
s

I ) ey = [ 10 1) |

Regiones combinadas tipo | y Il

Ciertas regiones, por ejemplo las que estan limitadas por circunferencias v elipses, son a
lavezde tipoIv II. Enestos casos, el orden de integracion es indiferente v se puede escribir:

Ll ) =[] 2 ren) o

“g(x)
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/Algunas aplicaciones de las Integrales Dobles

Area de una superficie plana

Sea S= {(x,y) | a<x<bh A gx)<y< h(x)} una regién del tipo I.
. o[ (40 .
Aplicando la formula ” f (x, y) dxdy = L [[ - f (x= y) aﬁv:l dx v haciendo f (x, y) — |
s

[[axa = [ T2 - g)]

que es, de acuerdo a los teoremas correspondientes para integrales definidas de funciones de
una variable, precisamente el area de S.

A regiones del tipo II se aplican consideraciones analogas.
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'/Algunas aplicaciones de las Integrales Dobles

Volumen de un solido en el espacio R3

Sif (x, y) es no negativa, el conjunto de puntos ( X ygz) del espacio de tres dimensiones

tales que (x,y) ESy0=<z< f(x, y) se denomina conjunto de ordenadas de f sobre S.

En la figura se ve un ejemplo. Si f es no negativa v continua en S, la integral
r‘t(x)

f x.y af} representa el area de una seccién del conjunto de ordenadas producida al cor-

tarlo por un plano paralelo al plano yz, que es la regiéon sombreada.

Laintegral doble de f sobre § esigual alaintegral del area de las secciones. Entonces
dicha integral doble es igual al volumen del conjunto de ordenadas de f sobre §.

En general, si fl(x L) fz(x 'b) son ambas continuas en S siendo f] = f,, la integral

doble ” ( for—= fl) esigual al volumen del s6lido comprendido entre las graficas de las funcio-

nes fiyv f;-

Area de la
seccién
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‘Cambio de variables. Formula de transformacién en integrales dobles

Enla teoria de integracion uni-dimensional, el método de sustitucion permite calcular
integrales complicadas transformandolas en otras mas sencillas o en tipos que pueden calcu-
larse mas facilmente.

Se concreta a través de un cambio de variables dado. en este caso, por la formula de
transformacion

_f: flx)ax= ff |2l0)]- g'(2) [1]
donde a=glc);: b= gld).

La expresion [1] resulta valida para los casos en que g tenga derivadas continuas en
c<t<d v que f escontinuaen el conjunto de valores que toma g(z) al variar ¢ en el inter-
valo [c, d] :

Una posibilidad analoga existe para la integrales dobles. Se podria transformar una in-
tegral doble de la forma

] f(x, y) dx dv . extendida en una region S del plano (x y) .
s
en otra de la forma

_._.F (u v) du dv sobre una region 7 del plano (u, v)-
T
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4 , . )
Cambio de variables. Formula de transformacion en integrales dobles

Resulta necesario estudiar la relacion entre las regiones S A T v entre los integrandos
Fe) A Fluy).
A diferencia del caso uni-dimensional, en lugar de una funcién gcomo aparece en [1],

surgen dos funciones, X AY para relacionar (x, y) con (u, v) del modo siguiente:

= X(uv)}
y=Y(u.v)

(2]

Geométricamente, se puede considerar que las ecuaciones [2] definen una aplicacion que
hace corresponder a un punto (u,v) del plano wv el punto imagen (x, y) del plano xy. Se pue-
de observar al conjunto de puntos 7 del plano uv aplicado en otro conjunto S del plano xy.

x=X{uv)
y=¥uv)
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‘Teorema: cambio de variables en una integral doble

Sea f[_u:: }.'):RE —» B. una funcion continua de las variables x v, definida en la region
ScR®.

Sea g una funcion que transforma los puntos «.v de laregion I en puntos x, vde la
region S mediante la expresion g[m v)= [_u:: y}-
g1=glu.v)=X(.v)
g, = g)(u.v)=T(w.v)

A suvez, g(uz V) = {

=1 tanto F [u= v) como sus derivadas son continuas en I, entonces:

” I [J:: y}dxaﬁu = ” I [g[m v}] |J (u= v]{du dv = ” I [X (u= v}f[uz v}] |J(u= v}| dudv [3]

donde el factor J{1.v)es formalmente equivalente a g'(f} en la expresién [1].

Este factor se llama Jacobiano de la transformacion definida por [2]. Su valor es

gX Y
5[I=F]‘ fu fu
V)= - = 4 - 4
Jwv) Fluy) [€X &Y 4]
v £v

Para que la formula [3] sea valida, se debe cumplir que X, T sean continuas v tengan

derivadas parciales continuas X /fu, X /Fv. Y/ Fu, FY/Fv en §, que la aplica-
cionde T en 5 seauno a uno v que el Jacobiano de la transformacion qu, v:l' sea distinto de
Cero.
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Caso particular de transformacion: Coordenadas polares

Se define la aplicacion con las ecuaciones
x=X(r,9 )=r-cos¢9
y=Y(r .6 )=r-sm0

Para que la aplicacion sea uno a uno, se debe cumplirque » >0y 6, <6< 6,+27 . El
Jacobiano de la aplicacién es

Kr.8)-

cosé sen &

—— 2 2 e
| vy soveras =" (cos & + sen 6) r

quedandg la formula de transformacion de la forma

_gf(xJ)dxafy' =J;_'[f(r-c056,r-sen9 )-rdrd&
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/ 4 . 3 . ’ . .
Extension de la integral definida a un numero mayor de dimensiones

El concepto de integral multiple puede extenderse del espacio de dos dimensiones al de
7 dimensiones, con 7= 3.

Elintegrando es un campo escalar f definidoyv acotado en un conjunto S del n—espacio.

Laintegralde f en §,llamada integral » —multiple, se representa mediante los simbo-

los
[~ [r=[]rlq...x)dn...dx,
s s
También se puede utilizar la notacion vectorial, con x = (xl, ,xl)
[ fix)ax
En el caso que n=3 la integral multiple se denomina integral triple v la notacion
habitual es

m F= m flxy.z)dxdy dz

Analisis Matematico Il - Presentaciones en el Aula - Tema 7 - Integrales multiples



/Integrales triples. Concepto e interpretacion grafica

Sea I un conjunto en el espacio 3 —dimensional definido de la siguiente manera

V= {(x,y,z) | (x,y) E S}
gl(x= y) <z< gl(x= y)

siendo S una regiéon 2 —dimensional, llamada proyeccion de V en el plano xy, mientras que

las funciones g,(x) . g,(x) son continuasen V.

Los conjuntos de este tipo estan limitados por dos superfi-
cies de ecuaciones cartesianas z = g, (x, y) NZ=g, (x y) Y,

una recta que se desplaza paralelamente al eje z siguiendo
la frontera de §.

/

X

Y

9 aveces, una porcion de superficie cilindrica engendrada por

Si f es continua en el interior de V' se tiene la formula de iteracion

£ix.y)
[ rlxy.z)axayaz=|] [Ig,(x o flxr.2) dz] e dy
v 8RR
Es decir, para x,y fijos, la primera integracion se efectia z desde la superficie frontera
inferior hasta la superior. Esto reduce el calculo a una integral doble sobre la proveccion S,

que se trata con los métodos de resolucion de integrales dobles.
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Cambio de variables en integrales triples. Coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas consisten en tomar coordenadas polares (p,f) en cada
plano horizontal, es decir para cada valor constante de la coordenada z.

T = pcost
y=psenf; (p>0,0<8<2n)

y entonces ||.J|| = p v dzdydz = p - dzdpdf.

p= 1T+ y?
La inversa de este cambio es: { tg(f) = y/x

2=z

Ecuaciones de algunas superficies en cartesianas y cilindricas:

e Cilindro de generatrices paralelas al eje z: =% + y* = k? (k constante) < p = k.

e Esfera de centro (0.0,0) yradio r: 2 + y* + 2 =1 & p*> + 22 =12
e Cono: z° + y* = k2% = 0 (k constante) & p* — k*22 =0

e Paraboloide: z = k(z® + y*) (k constante) & 2 =k - p?
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Cambio de variables en integrales triples. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas (p, 6, ¢) de un punto del espacio son su médulo p y su latitud
# vy su altitud ¢ medidos sobre la esfera de radio p.

T = p cos pcos b
y=pcospsent; (p>0,0<0 <21, —=7/2< p <7f2)
z=pseny

y entonces ||.J|| = p®cos ¢ v drdydz = p*cos o - dpdpd®.

p=VzI*+y*+2°
La inversa de este cambio es: { tg(f) =y/x
sen(p) = z/\/x2 + y% + 22

Ecuaciones de algunas superficies en cartesianas y esféricas:

e Esfera de centro (0.0,0) yradior: 22+ y*> +22=r* S p=r

e Esfera de centro (0.0.7) yradior: 2> + y* + 22 =2rz2=0& p=2r-sen

e Cono: 7% + y* = k%22 =0 (k constante) < tg(p) = 1/k

Analisis Matematico Il - Presentaciones en el Aula - Tema 7 - Integrales multiples



