Andlisis Matematico II - Guia de cursada

Tema 7. Integrales multiples

1. Conceptos para empezar

En este capitulo se extiende el concepto de integral definida de una funcién de una va-
riable f; f(x)dx, a funciones de varias variables.

Se comienza por analizar el caso de funciones de dos variables que se integran sobre re-
giones en el plano, transforméandose el intervalo de integracién x € [a, b] unidimensional en

. . ., 2 . 7 L3
un conjunto de puntos pertenecientes a una region (X, y) € S < R® que se denominari region
de integracion.

En una primera parte del capitulo se define la Integral Doble de funciones de dos varia-
bles escalonadas, sobre regiones rectangulares. Luego se lo hace para funciones y regiones de
integracion mas generales.

Se muestran las técnicas habituales para integrar, vinculadas a las de las integrales
simples, asi como la posibilidad de manejar diferentes sistemas de coordenadas.

Se indican algunas de las aplicaciones de las integrales dobles.

Por ultimo, se hace una presentacion de los conceptos fundamentales que son necesarios
para el manejo de las integrales triples.

2. Integral doble de una funcién escalonada sobre una regioén rectangular

2.1. Particiones de rectangulos

Sea Q un rectangulo, producto cartesiano de dos intervalos cerrados [a,b] x [C,d] , cuya
notaciéon es

Q=[a,b]x[c,d] = {(x y)‘x ela,b] Ay e[c,d]} [1]

Se consideran dos particiones, P, AP, de [a,b] y de [c,d] respectivamente, como se ve en
la Figura 1, tales que

P = {XO’X11""Xn—1’Xn} ~n P= {yO’yl""’ym—l’ym} (2]

Figura 1. Particiones en Q

enlas que X, =a,X,=b;y,=c,y,=d.
La particion P = P, xP, descompone a Q en n-m subrectangulos.
2.2. Funcién escalonada

Una funcién f = f(X, y) definida en un rectdngulo Q se llama escalonada si existe una

particién P de Q tal que f es constante en cada uno de los subrectangulos de P .
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Una representacion de tal funciéon se muestra en la Figuras 2

Figura 2. Funcién escalonada sobre una regién Q

2.3. Definicion: integral doble de una funcién escalonada en una regién rectangular
Sea P =P, xP, una particién de Q en n-m subrectangulos y f una funcién escalonada.

Sea Q; el subrectangulo determinado por [Xi - Xi—l] x[y j X j—l] y sea C; el valor constante

que toma f en cada puntode Q;.Si f es positiva, el volumen de la caja rectangular con base

Q; y altura ¢; es el producto

G '(Xi - Xi—l)’(yj - yj—l) [3]

Para toda funcién escalonada f , positiva o no, se define como integral doble de la
funcién escalonada f extendida a la region Q a:

J.J- f dxdy = Zn:icij '(Xi - Xi—l)(yj _yj—l) [4]

i=l j=1

o0, utilizando una notacién simplificada

”f(x,y)dxdy:iicij-Ax-Ay [5]
Q

i-1 j-1
2.4. Propiedades de las integrales dobles de funciones escalonadas

Expresion de la integral doble como integrales unidimensionales reiteradas

Como f es constante en cada subrectangulo Q. , se tiene que

ij?

.U f=c; '(Xi - Xi—l)(yj _yj—l) [6]

X, =X, = de Y, X = de [7]
resulta "
g f= yyf chijdx}dyzj [;fcudy}dx 8]

Sumando respecto de 1 y | aplicando [4], se tiene

ijf =jﬁ f(x,y)dx} dyziﬁ f(x,y)dy} dx [9]

c
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Linealidad

Para cualquier par de nimeros reales C;,C, se tiene que

[[[e,-s(x.y)+c, -t(xy)] dxdy =c, - [[ s(x,y) dxdy +c, - [[ t(x,y) dx dy [10]
9 9 J

Aditividad
Si Q esté subdividido en dos rectangulos Q, A Q,
” s(x,y) dx dy =” s(x,y) dx dy + ” s(x,y) dx dy [11]
Q Q Q,

Comparacion
Si s(x,y) St(x,y) vV xeQ
H s(x, y) dx dy g” t(x, y) dx dy [12]
Q Q

Si t(x,y)>0 ¥V x eQ
”t(x,y) dx dy >0 [13]
Q

2.5. Un caso mas general: integrales dobles de funciones definidas y acotadas

Sea f =1 (X, y) una funcién definida y acotada en un rectdngulo Q. Sea en particular

[F(xy) <M si (xy)eQ [14]

Entonces, la funcién f puede quedar limitada por encima y por debajo por dos funciones
escalonadas constantes s y t, siendo s(x,y) =-M y t(X, y) = M para todo (X, y) en Q.

Si se consideran ahora dos funciones escalonadas cualesquiera S y t definidas en Q,

tales que, para todo (X, y) en Q:

s(x, y) < f(x, y) < t(x, y) [15]

Entonces, si existe un nimero | y solamente uno tal que _U s<1I< Ht para todo par de
Q Q
funciones escalonadas que satisfagan las desigualdades [15], dicho nimero | se llama integral
doble de f extendida a Q y se representa por el simbolo

Ié[f 6 _gf(x,y)dxdy [16]

En este caso se dice que la funcién f es integrable en Q.

3. Calculo de integrales dobles

3.1. Integral doble de una funcion definida en un rectangulo

Sea f = f(x,y) una funcién integrable, definida y acotada en un rectdngulo

Q= [a,b] x [C,d] . Sea que para cada valor de Y fijo en [C,d] exista

if(x,y) dx = A(y) [17]

Tema 7 — Integrales multiples 117



Anilisis Matematico II - Guia de cursada

Entonces, si existe la integral
d

| Aly) dy [18]
es igual a la integral doble ” f , y se expresa mediante la férmula
Q
d[b
”f(x,y) dx dyzf[jf(x,y) dx} dy [19]
Q clLa

3.2. Demostracion
Se eligen dos funciones escalonadas cualesquiera s y t definidas en Q, que satisfagan

s<f<tVv (X, y)eQ. Integrando con respecto a X en el intervalo [a,b] y aplicando las pro-
piedades de las integrales de funciones de una variable, se tiene

b
J.s x,y)dx < A(y) < [t(x, y)dx [20]

m'—.c'

Como, por hipétesis, existe la integral IA(y) dy, es posible integrar las dos desigualda-
C

des [20] con respecto a y en [C,d] y aplicar [19], obteniendo

d
ﬂs(x, y)dxdy < IA( ﬂ X, y )dx dy [21]
Q c Q
y, como el tnico nimero comprendido entre ” Sy J‘J.t para todas las funciones s y t esla
Q Q
integral doble de f en Q, resulta
d
[ Ay)dy=][ (x,y)dxdy [22]
c Q

que es lo que se queria demostrar.

Si se invierte el orden de integracion, se obtiene una férmula similar

[ 1(xy)axy - j{j xydy}dx 2

d

en la medida que se verifique que j f(X, y) dy existe para cada xfija en [a,b] y que sea inte-
c

grable en [c,d].

4. Interpretacion geométrica de las integrales dobles

Si f es no negativa, el conjunto S de los puntos (x,y,z) en el espacio de tres dimensio-
nes tales que (x,y) estien Qy 0<z< f(x,y) se llama conjunto de ordenadas de f sobre Q.

Consta de los puntos comprendidos entre el rectdngulo Q y la superficie Z = f(X, y), de

acuerdo a la Figura 3.
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b
Para cada y en el intervalo [C,d], la integral A(y) = L f (x,y) dx es el area de la seccion
producida en S por un plano paralelo al plano XZ, sombreada en la figura.

Figura 3. Interpretacién geométrica de una integral doble

z Grafica de f

a1/

| | ——— Seccion con

/ Area A(y)
&

a

b
x/ 0

Puesto que el area de la seccién A( y) es integrable en [C,d] , el Teorema del Valor Me-

d
dio del Calculo Integral® nos dice que la integral L A(y) dy esigual av(S), volumende S.

Ejemplo 1:

Calcular , en el supuesto de que la integral exista, ”(x-seny—y-ex)dx dy, con
Q

Q=[-1;1]x[0; /2] .
Resolucion:

Integrando primero respecto a X y llamando al resultado A( y), se tiene
x=1

y
—_pQ. = 24

x=-1

2
A(y):jll(x-seny—y~ex)dx=(x7seny—y~exJ

y aplicando la férmula [22], se tiene

Jf(x-seny—y-e*) dxdy = [ A(y)dy = [ (e y+ ¥ ) dy
=(%_e).jo”/2ydy=(%_e)-%2

Verificacion:

I Teorema del Valor Medio del Calculo Integral: Sea Y = f(X) una funcién continua en un inter-

valo [a,b] , entonces existe por lo menos un valor & interior al intervalo [a,b] para el que se cumple,

siendo 1 = f(f) que '[:f(X) dx=pu-(b—a) .
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Como comprobaciéon del calculo se puede integrar primero respecto a y:
/2

ﬂ(x-seny—y-ex)dxdy=rl“0 (x-seny—y-ex)dy}dx
Q
%
- Ill(—x-cosy—%yzexj - dx [26]
X 2

=J'_11(—7T ;e +x] dx:(%—e)-%

4.1. Integrabilidad de funciones continuas

Si una funcién f es continua en un rectangulo Q = [a,b] X [C,d] , entonces f es inte-
grable en Q. Adema4s, el valor de la integral puede obtenerse por integracién sucesiva.

4.2. Integrabilidad de funciones acotadas con discontinuidades
Sea f definida y acotada en un rectangulo Q = [a,b] x [C,d] . Si el conjunto de disconti-

nuidades de f en Q es un conjunto de contenido nulo? , existe la integral doble H f.
Q

4.3. Contenido nulo de funciones continuas en un intervalo
Sea ¢ una funcién real continua definida en un intervalo [a,b], entonces la grafica de

@ tiene contenido nulo.

5. Integrales dobles extendidas a regiones mas generales

Sea S una regién acotada con S < Q =[a,b]x[c,d]. Sea f una funcién definida y acota-

da en Sy sea una nueva funcién f definida en Q de la siguiente forma

f(x,y) Si (x,y) €S

0 si (x, y) eQ-S

Si f es integrable en Q resulta, por definicién ” f = ” f [28]
S Q

f~(x, y) = [27]

Se puede reducir el estudio de regiones mas generales a dos tipos, que, combinados, con-
forman cualquier regién del plano. En las Figuras 4a y 4b se muestran dichas regiones, que se
1dentifican como regiones tipo | o regiones tipo |1, respectivamente.

Figura 4a: Region tipo I Figura 4b: Region tipo 11
F F
r
x=ufp) r=wip)
x X

Los conjuntos S del plano, en funcién de a qué tipo de regién pertenecen, se definen:

2 Se dice que un conjunto A del plano tiene contenido nulo si para todo &> 0 existe un conjunto finito
de rectdngulos cuya reunién contiene A y cuya suma de dreas no supera & .
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Regién tipol: S = {xy ‘a<x<b y h()gyég(x)}
Region tipo I T:{x,y ‘cgygd y u(y)SXSV(y)}

5.1. Integrales dobles en regiones tipo I

Sea S una regién del tipo I, comprendida entre las gréficas de h(x), g(X). Si f esté de-
finida en S, es acotada en S y es continua en el interior de S, entonces existe la integral do-

ble H f que puede calcularse mediante la integracién uni-dimensional reiterada:

_” X, y dx dy = j“ x y dy} dx [29]

Demostracion:

Sea Q= [a,b] x [c,d] un rectangulo que contiene S y sea f la funcién definida en [27].
Los tinicos puntos que pueden ser de discontinuidad para f son los de la frontera de S. Puesto

que la frontera de S tiene contenido nulo, f es integrable en Q. Para cada X de (a,b) fijo
d ~

existe la integral uni-dimensional j f(x,y) dy puesto que el integrando tiene a lo sumo dos
C

discontinuidades en [C,d]. Aplicando la formula [22], se tiene
” f= J.:“Cd F(x,y) dy] dx [30]
Q

Si g(x)<y<h(x), f~(X, y) = f(X, y), y para los demas valores de Yy en [C,d],
f~(X, y) =0, por consiguiente
d ~ h(x)
J.c f (x, y) dy = J'g(x) f(x, y) dy [31]
por lo cual la expresion [32] implica [30], que es lo que se queria demostrar.

5.2. Integrales dobles en regiones tipo 11

Sea S una region del tipo I, comprendida entre las graficas de u( y) ,V( y). Si f esta de-

finida en S, es acotada en S y es continua en el interior de S, entonces existe la integral do-

ble ” f que puede calcularse mediante integracién uni-dimensional reiterada:

” X, y dx dy = _[ U x y dx} dy [32]

5.3. Regiones combinadas tipo I y I1

Ciertas regiones, por ejemplo las que estan limitadas por circunferencias y elipses, son a
la vez de tipo | y Il. En estos casos, el orden de integracién es indiferente y se puede escribir:

PL vy o= [ [t xy) e ey [33)

Ejemplo 2:
Calcular ” fsi f=xy* y S es la regién limitada por las rectas y=0;y=2x;x=1.
S

Resolver empleando ambos 6rdenes de integracion.

Resolucion:
Figura 5: Grafica de la regién del Ejemplo 2
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y=x

! x

Es recomendable, como primer paso, representar la regién S, que en este caso se mues-
tra en la Figura 5. De esta manera es mas sencillo visualizar los limites de la integral.

Como f = Xy2 esta definida, es acotada y continua en S, pueden aplicarse las formulas

vistas anteriormente.
La regién S puede ser considerada tipo | o tipo Il indistintamente.

a. Considerar a S Region tipo I:

En este caso, la expresiéon analitica de S es S = { (x,y)‘ 0<x<1 A 0<Ly< ZX} , se

integra primero con respecto a Y, luego con respecto a X y la integral queda

” xy? dx dy = LIUOZX xy? dy} dx
S

2X

1xy3

=42 td 4
[, 3], [ [34]
_8

15

b. Considerar a S Region tipo 11 :
En este caso, la expresién analitica de S es S = { (X, y)‘ y/2<x<1 A 0<y< 2}, se integra

primero con respecto a X, luego con respecto a y y la integral queda

ISJ. xy? dx dy = J.OZ[J‘;Z xy’? dx} dy

5 Xzyzl 5 yz y4
:J.o > dX:IO (7—? dy [35]
y/2
_ 8 32 8
6 40 15

Ejemplo 3:

4l Vy
Calcular J‘z [IV/Z exdx} dy . Luego invertir el orden de integracién y verificar el resultado.
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Resolucion:

I =I:[eX|ﬂdy:I:(eW —e%) dy =
= [e? -(—2+2\/§)];1 —[Z-e%L

4 =2.¢° —2-(—1+\/§)-eﬁ +2e-2-6* =
=—2-(—1+\/§)-eﬁ +2e

Para establecer los limites en el caso de cambiar el orden de integracion, resulta necesa-
rio graficar la regién, que se muestra en la figura 37.
Para integrar primero respecto de y y luego respecto de X se debe subdividir la regiéon S

en dos subregiones S, y S,, debido a que el limite inferior de integracién es diferente para S,
que para S,,siendo y=2 e y = x? respectivamente.
Por consiguiente

I :jjex dy dx+_”eX dy dx [36]
s, s,
resolviendo, se tiene que

Figura 6: Grafica de la region del Ejemplo 3

, es decir

1 =—(2-¢2)+(2-0)+e-(4-2-42)
=(-2+4-2-42)e% +2.¢
=2.(-1+42)-e +2.¢

que coincide con el primer resultado.

6. Aplicaciones de las Integrales Dobles

6.1. Area de una superficie

Sea S= {(x,y) ‘ a<x<b A g(x)< ySh(X)} una regién del tipo I. Aplicando la
férmula [22], y haciendo f (X, y) =1 para todo (X, y) €S resulta ser
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b
J.J. dx dy = J.a [h(x) - g(x)] dx [37]
S
que es, de acuerdo a los teoremas correspondientes para integrales definidas de funciones de
una variable, precisamente el area de S.

6.2. Volumen de un conjunto de ordenadas

Si f(X, y) es no negativa, el conjunto de puntos (X, Y, Z) del espacio de tres dimensiones

tales que (X, y) eSy0<z< f(X, y) se denomina conjunto de ordenadas de f sobre S.

En la figura 38 se ve un ejemplo. Si f es no negativa y continua en S, la integral

h(x)
J. x f(X, y) dy representa el drea de una seccién del conjunto de ordenadas producida al cor-
g(x

tarlo por un plano paralelo al plano yz, que es la regiéon sombreada en la figura 38.

De acuerdo a la expresién [29], la integral doble de f sobre S es igual a la integral del
area de las secciones. Entonces dicha integral doble es igual al volumen del conjunto de orde-
nadas de f sobre S.

En general, si fl(x,y) y fz(x,y) son ambas continuas en S siendo f, < f,, la integral

doble ”(fz - fl) es igual al volumen del s6lido comprendido entre las graficas de las funcio-
S

nes fy f,.

Figura 7: La integral doble como conjunto de coordenadas

z ki
/4 Areade la
seccidn
] ¥
. i ,
b y=h(z}

y=2(x)

A regiones del tipo II se aplican consideraciones analogas.

Ejemplo 4:
2 y2 ZZ
2

Calcular el volumen del sélido limitado por el elipsoide 22 + b2 + oz 1

Resolucion:

El sé6lido esta limitado entre las graficas de dos funciones fl(X, y) y fZ(X, y), siendo

2 2

oY) ==fa(xy) ;i flxy)=cyl-T5 -7 (38]

b® ~
Aplicando las féormulas de integracién, y teniendo en cuenta la simetria, resulta que el
volumen V del sélido elipsoidal viene dado por

X2 yZ
mientras que (X, y) €S ,con S= {(X, y) ‘ 22 +-— < l}
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v-Ji(-1)-2f]
‘SCI{JF 17 dy]dx 29

b2

X
Para resolver esta integral, se puede operar algebraicamente: definiendo A =,/1— a—2 ,la
integral interior queda

bA 2 bA 2
[ ,/Az—g—z dy=A-[ ,/1—AY—b2 dy [40]

Mediante el cambio de variables y = A-bsent ; dy = A-bcost dt, se puede determinar
que la ultima integral es igual a

% 7-b x?
Az-bl?cosztdt: N Azb:—-(l—a—zj [41]
y por consiguiente
am-b X2
V =8c- OT- 1—a—2 [42]

6.3. Propiedades de las “laminas delgadas”

Sea f(X, y) la funcién que define la densidad de una lamina en cualquier punto de la

misma, entonces se definen:
Masa total: m(S) = ” f(X, y) dx dy [43]
S

Masa J.S.f f(x,y) dx dy

Area jj dx dy
S

Densidad media:

[[ - (xy) dxdy
_ s
[ f(xy) dxdy
Coordenadas del Centro de Gravedad: s [45]
_Uy- f(x,y)dx dy
S

) [ £(x,y) dx dy

x|

<

dex dy

Coordenadas del Centroide: ° [46]
” y dx dy
o S

Y= J.J. dx dy
S

Momento de Inercia respecto a una linea L:
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I, = _U& 2(x,y)- f(x,y) dx dy [47]

L : una recta en el plano de la lamina
o (X, y) : distancia desde un punto (X, y) €S alarecta L

Momento de Inercia o segundo momento respecto a una linea L:
I, = Ué ?(x,y) dx dy [48]
S

L : una recta en el plano de la lamina
o) (X, y) : distancia desde un punto (X, y) eS alarecta L

Momento de Inercia 12 respecto a los ejes
Cartesianos: 10 -
orf—t— N
~ 06
/
04 /
I N

0,0 -
0,0 05 1,0 1,5 2,0 25 3,0 35

I =jjy2-f(x,y) dx dy

[49]
1, =”x2 -f(x,y) dxdy
s
Momento de Inercia respecto al origen de Coordenadas:
Iozﬂ(x2+y2)-f(x,y) dx dy [50]
S

Ejemplo 5:

Determinar el centroide de la region limitada por un arco de sinusoide.
Resolucion:

En la Figura 8 se observa la regiéon S limitada por la curva y =senx para 0<x <7 .

Figura 8: Grafica de la regién del Ejemplo 5

Por simetria, la coordenada en X del centroide es X = 7z /2. La coordenada y resulta
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B Ljydxdy J.:Usvay}dx .[O”%senzx dx

0

y: = - onx =
ISI dx dy j[ody]dx 2

0

_z
8

7. Cambio de variables. Formula de transformaciéon

En la teoria de integracion uni-dimensional, el método de sustitucién permite calcular
integrales complicadas transformandolas en otras mas sencillas o en tipos que pueden calcu-
larse mas facilmente.

Se concreta a través de un cambio de variables dado, en este caso, por la férmula de
transformacién

[t dx=]"t[g®] g'®)at [51]

donde a=g(c);b=g(d).

La expresion [51] resulta valida para los casos en que ¢ tenga derivadas continuas en

c<t<d y que f escontinua en el conjunto de valores que toma g(t) al variar t en el inter-
valo [C,d].

Una posibilidad analoga existe para la integrales dobles. Se podria transformar una in-
tegral doble de la forma

_U f (X, y) dx dy, extendida en una regién S del plano (X, y),
S

en otra de la forma

H F(U,V) du dv sobre una regién T del plano (u,v).
£

Resulta necesario estudiar la relacion entre las regiones S A T y entre los integrandos
f(x,y) A F(u,v).
A diferencia del caso uni-dimensional, en lugar de una funcién g como aparece en [51],

surgen dos funciones, X AY para relacionar (X, y) con (u,v) del modo siguiente:
X = X(u,v)}

y=Y(u,v)

Geométricamente, se puede considerar que las ecuaciones [52] definen una aplicacién

[52]

que hace corresponder a un punto (u,v) del plano uv el punto imagen (X, y) del plano xy. En

la figura 9 se puede observar al conjunto de puntos T del plano uv aplicado en otro conjunto
S del plano Xxy.

Figura 8: Dos juegos de dos variables que representan una region

¥
x=Xjuv) & v

y=Fu,v)
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7.1. Teorema: cambio de variables en una integral doble

Sea f(x,y):R? — R una funcién continua de las variables X,y, definida en la regién
ScR?.
Siguiendo la Figura 8, sea ¢ una funcién que transforma los puntos U,V de la regiéon T
en puntos X, Yy de la regiéon S mediante la expresion g(u, V) = (X, y).
=g,lu,v)=X(u,v
A su vez, g(u,v):{gl gl( ) ( )
9, = g,(u,v) =Y (u,v)

Si tanto F(u, V) como sus derivadas son continuas en T , entonces:

_U f(x, y)dxdy:jj flg(u,v)]-{3(u,v)du dv:” X (u,v),Y(u,v)]-[I(uv)dudv [53]

donde el factor J(u,v) es formalmente equivalente a g’(t) en la expresién [51].

Este factor se llama Jacobiano de la transformacién definida por [52]. Su valor es

X Y

2(X,Y) |ou ou
J(U,V)zmz oX O [64]

ov  ov

Para que la férmula [53] sea valida, se debe cumplir que X,Y sean continuas y tengan
derivadas parciales continuas & X/du, 2 X/dv, 2Y/Au, IJY/Iv en S, que la aplica-

cion de T en S sea uno a uno y que el Jacobiano de la transformacion J(u,v) sea distinto de

cero.
7.2. Demostracion de la formula del cambio de variables para una integral doble

Se pretende demostrar que

J]dx dy = ﬂ |3(u,v) du dv [55]

con lo que quedara demostrada la expresion [53]

Figura 9: Cambio de variables en una integral doble

VvV
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uy /
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i
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N | ]
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Se considera la regién T, , = {(U,V)u, SUSU;+AU AV SV <V, +AVS [56]
Los vértices de la misma son, como se ve en la Figura 10:

A=(Uy,V,); B=(uy +Au,v,); C=(ug,V, +Av); D=(u, +Au,v, +Av) [57]

La funcién de transformacién g(u,v) puede aproximarse en las proximidades de U,,V,,
aplicando el teorema del Valor Medio para una funcién de dos variables, a:

g(u,v) = g(ug, v, )+4u-g, (g, vy )+ Av-g, (Ug, v, ) [58]

Y, en el plano X,y la imagen de esta transformacién se muestra en la misma Figura 10:

Figura 10: Diferencial de la regién T

A
v
C - * °
1 4 v _ il
; Avg) _ =
T i /
i\l 1 b /
i S
| /
A v
1; B S R |
S a0 E £lu,v,)

La aproximacién planteada transforma al rectangulo T en el paralelogramo S. El area de
este resulta dada por el producto vectorial de los vectores Au - gu(uo,vo) y Av- gv(uo,vo), que, expresa-

dos en funcién de sus componentes, son:

gu(uo,vo)=[ax aYJ

au'au
0, (upvo)=| & 0
O ey oy

Por lo que resulta que el drea de S es:

0X aXA 0X 0X
au-" v ||_|lou av||. A a2
ov oy [|T|lay av Au A”_‘a(u,v) Au - Av
du “ dv v du Jdv
Entonces, en general, para cualquier area diferencial en el plano X,y sera valida la ex-
presion:

ax ox

ou v a(X,Y)
AX Ay = “AU - AV = AU -Av =J(U,V)-Au - AV

lov oy B )
ou ov
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que comprueba la expresién [55].
Ejemplo 6:

Calcular la integral doble ” x* y? dx dy, siendo S la regién del primer cuadrante situa-
S

da entre las hipérbolas Xy =1, Xy =2 y las rectas Yy =X, Yy =4X. Resolver directamente utili-
zando el sistema de coordenadas Xy.

Luego hacer una transformacion conveniente de coordenadas facilitando la integracion y
comprobar el resultado.

Resolucion:
Se hace la grafica de la regién S, como se ve en la Figura 11:

Figura 11: Ejemplo 6. Regién de integracién

\ /y=4x
N/
EENANVE

2 Q
xXy=2
1 \
R
xy=1
0 1
0 1 2 3

Para definir analiticamente la region S, figura 11, se trazan los limites, quedando de-

terminados los puntos P :(\/I : 2\/5) : Q:(\/E : \/E) 'R :(1;1) W :(% : 2).
Para poder integrar se divide la regién en tres, resultando | =1, +1, +|;, con

I1=J.l‘/z[fxx2y2 dy}dx:ff(%ﬂ' 5—§)d —E—gl n~/2

X

L e T
=, Dxxy dy}dx ) ( ]dX——In\/__

7 8
| —E—Eln2+gln2+gln2 18

=—I2
3

Para resolver la segunda parte del problema, se propone la transformacién de coordena-
das:
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yX =V

Y [59]
[ -

La transformacion se expresa

X = X(u,v):\/% -

y =Y(u,v) =uv
y la regién de integracion S se transforma en T en el plano Uu,V, como se ve en la Figura 12:

Figura 12: Ejemplo 6. Region de integracién transformada

3

2(X)y) 1 , .
= — produciendo el siguien-

A(uv) — 2u

El Jacobiano de la transformacién resulta J(u,v) =

te calculo de la integral

=| —du [61]

7.3. Caso particular de transformacion: Coordenadas polares

Se define la aplicacién con las ecuaciones
X = X(r,e):r-cose

[62]

y:Y(r ,9):r-sen6?

Para que la aplicacién sea uno a uno, se debe cumplir que r >0y 6,<0<6,+27 . El
Jacobiano de la aplicacion es

ir,0)=

quedando la férmula de transformacién de la forma

”f(x,y)dxdy:”f(r~cos@,r-sen0)-rdrd¢9 [64]
S T

cosd send@

. 2 2 _
Crsend rocosg | (cos 6 +sen 0) r [63]
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8. Extensiones a un niumero mayor de dimensiones

El concepto de integral multiple puede extenderse del espacio de dos dimensiones al de n
dimensiones, con n > 3.

El integrando es un campo escalar f definido y acotado en un conjunto S del n—espacio.

La integral de f en S, llamada integral n—multiple, se representa mediante los simbo-

los
J‘-.-J‘f:.[---_[f(xl,...,xn)dxl...dxn [65]
s s
También se puede utilizar la notacion vectorial, con X = (Xl, ey X2)
[ 1) dx [66]

En el caso que n=3 la integral multiple se denomina integral triple y la notacién
habitual es

.”' f :m‘ f(x,y,z)dxdy dz [67]

Algunas integrales multiples pueden calcularse mediante integrales reiteradas de di-
mension inferior.

Por ejemplo, sea V un conjunto en el espacio 3—dimensional definido de la siguiente
manera

V= {(x,y,z) ‘ (x,y) eS} (68]
g.(x,y)<z<g,(xy)

siendo S una regiéon 2 —dimensional, llamada proyeccion de V en el plano Xy, mientras que

las funciones gl(x) , gz(x) son continuas en V . En la figura 13 se muestra el ejemplo.

Los conjuntos de este tipo estan limitados por dos superficies de ecuaciones cartesianas
= gl(X, y) ANZ= gz(x, y) y, a veces, una porcion de superficie cilindrica engendrada por una

recta que se desplaza paralelamente al eje z siguiendo la frontera de S.

Figura 13: Regién V de integracién para el caso de una integral triple

W
S &
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Si f es continua en el interior de V se tiene la férmula de iteracién

_m f(x,y,2) dx dy dz = H [J.ggz((:'yy)) f(x,y,2) dz} dx dy [69]
v s b

Es decir, para X,y fijos, la primera integracién se efectiia z desde la superficie frontera
inferior hasta la superior. Esto reduce el calculo a una integral doble sobre la proyeccion S,
que se trata con los métodos de resolucion de integrales dobles.

Existen otros dos tipos de conjuntos analogos a los descriptos por [68], en los que los ejes
X e Yy desempenan el papel del eje z, con las proyecciones en los planos yz 6 Xz, respectiva-
mente. Las integrales triples sobre tales conjuntos pueden calcularse por iteracién, con formu-
las analogas a [69].

La mayoria de los conjuntos 3— dimensionales son de uno de estos tipos o bien pueden
descomponerse en un numero finito de fragmentos, cada uno de los cuales es de uno de esos
tipos.

Ejemplo 7:

o ) ) ) 2 [ pVa—z [ p2-z
Dibujar la regién de integracién y calcular I jo [ z dx] dy  dz

0 0

Resolucion:

El orden de integracién es primero respecto de X, segundo respecto de Y, tercero respec-
to de z. En consecuencia, se deducen los limites de la region de integracion, que son

V:{(x,y,z) ‘ 0<x<2-z ; 0<y<+4-7* ; 03232}, [70]
de 0<x<2-7 se obtiene que

x=0 superficie que contiene la cara inferior del s6lido

X+z2=2 superficie que contiene la cara superior del sélido

y la proyeccion de V sobre el plano yz es
S={(y,z) ‘ 0<y<+4-7* ; OSZSZ}, [71]

de 0<y<+4-17° seobtiene que

y=0 curva que contiene el borde inferior de la superficie plana

y2 +22 =4 curva que contiene el borde superior de la superficie plana

y la proyeccion sobre el eje z es

z 0<z<2
que establece los puntos inferior y superior de z.
El grafico resultante, z que describe la regién de
integracion se ve en la Figura 14:
Figura 14. Ejemplo 7: re- rtz=1 7 gion de integracién
[~ - y‘?+ z 2=4’
2
\ ¥
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El calculo de la integral resulta en:

| = _[02 {L’Jﬁ[ :i de} dy} dz = j: {jjﬁ[zx |§72] dy} dz =
-j{j zdy}dz—j{<z—z>-z-y|jﬁ}dz=
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