Andlisis Matematico II - Guia de cursada

Tema 1. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

1. Introducciéon

1.1. {Qué es una ecuacion diferencial?

Es una ecuacion que involucra al menos una derivada de una funcién desconocida de una
o mas variables. La ecuacién puede contener mas de una funcién desconocida, una, algunas o
todas las variables de las que dependen, una o varias funciones conocidas de dichas variables y
constantes definidas.

En estos términos, no es posible considerar como ecuaciones diferenciales a aquellas que
contienen constantes cuyo valor se puede establecer arbitrariamente.

Ejemplo 1:

La siguiente ecuacién
y' = COSX, [1]
es una ecuacién diferencial donde la funcién desconocida es y(x) .
Notese que aparece Y', es decir una derivada de una funcion desconocida, condicion ne-

cesaria para que [1] sea una ecuacién diferencial. En este caso se presenta también una fun-
cién conocida de la variable independiente x, como cosx. No hay constantes que puedan to-
mar valores arbitrariamente fijados, lo que representa que se cumple otra condicién necesaria
para que [1] sea una ecuacién diferencial. El hecho de que [1] no contenga a Yy o que la varia-

ble x no aparezca despejada como factor en algin término o como término en alguno de los
miembros de la ecuacién no afecta la condicién de [1] en tanto ecuacién diferencial.

1.2. ;(Cuando se puede presentar una ecuacion diferencial?

Cuando se analiza un fenémeno en la bisqueda de establecer como una variable depende
de otra o de otras, es decir, cuando se necesita hallar una funcién que represente el proceso.

Si es posible determinar o proponer una expresién que muestre como varia esa funcion
desconocida al variar las variables, se generara una ecuacién que involucra a las derivadas de
una variable respecto de otras de las cuales depende, o sea, una ecuacion diferencial.

Ejemplo 2:

Considerar la observacién: “el niimero de habitantes P de una comunidad varia perma-
nentemente con el tiempo t. Esta variacion es, en todo momento, proporcional al niimero de
habitantes P que en cada instante hay en la comunidad. Por otra parte, cada comunidad evo-
lucionard con distintos indices de crecimiento, que pueden ser considerados fijos por comuni-
dad para ciertos periodos de tiempo en los que se mantengan determinadas condiciones de vi-
da”.

Se puede describir este proceso mediante una ecuacién?

Resolucion:

Si. La variacién de P respecto de t se debe interpretar como

dpP B! 2]

dt

Si definimos que la constante K toma un valor determinado que represente el indice o
factor de crecimiento para cada comunidad y circunstancia, queda establecida la siguiente re-
lacion

3]
que es una ecuacién diferencial en la que P es la funcién desconocida de la variablet . Por otra
parte debe quedar claro que K va a tomar un valor perfectamente definido para cada caso en el
que se aplique esta relacién, es decir, no se le puede asignar a k cualquier valor arbitraria-
mente.
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1.3. ;Qué se entiende por solucion de una ecuacion diferencial?

La funcién que al ser remplazada en lugar de la funcion desconocida satisface una ecua-
ci6n diferencial sobre un dominio determinado de la variable independiente, es una solucién de
la ecuacion diferencial.

Dicho de otra manera, si en la ecuacién diferencial se remplaza la funcién desconocida —
en el caso que aparezca- y las derivadas de ésta por una solucién y sus derivadas respectivas,
la ecuacion diferencial se reducira a una identidad.

Ejemplo 3:

Verificar que

y =senx+8 (4]
es una solucién de la ecuacion diferencial [1].

Resolucion:

En la ecuacién diferencial se considera a Yy como funciéon desconocida de X, que es la va-

riable independiente. Para remplazar [4] y sus derivadas en [1], a los efectos de verificar que
[4] es una solucion de [1], es necesario derivar Y, respecto de la variable X, resultando

dy d(senx+8)
dx  dx

que reduce [1] a una identidad.
(El nimero 8 es decisivo para que [4] sea solucién de [1]? No. Cualquier otro valor

numérico del segundo término del segundo miembro de [4] también convierte a [1] en una
1dentidad.

— COSX (5]

Ejemplo 4:

Verificar que
P = 340000- e [6]

es una solucién de la ecuaciéon diferencial [3].
Resolucion:

En la ecuacién diferencial se considera a P como funcién desconocida de t, que es la va-
riable independiente. Para remplazar [6] en [3] es necesario derivar P, respecto de la variable
t, resultando

dP  d(340000-¢")
dt dt

que reduce [3] a una identidad. La constante 340000 en [6] podra cambiarse por otra sin alte-
rar el resultado obtenido en la identidad [7].

= k-340000-e" =k-P [7]

1.4. ;Coémo se determina una soluciéon de una ecuacion diferencial?

Como se parte de una ecuacién en la que aparecen derivadas, el procedimiento natural
para hallar la funcién desconocida es la integracién.

Ejemplo 5:

Determinar una solucién de la ecuacién diferencial

y' =1tgx [8]
Resolucion:

Operando:
dy senx

dx  cosx
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integrando ambos miembros y llamando C, y C, a las constantes arbitrarias que surgen de la

integracion:
J'dy :J. Senx dx
COSX
y+C, =—Injcosx|+C,
haciendo:
C=C-C:
resulta:
y =—Incosx/+C [9]

que es solucién de [8], como se puede verificar.

Ejemplo 6:

La ecuacion diferencial

d?x ;

a2 - [10]
en la que X es el eje a lo largo del cual se mueve una particula y t es el tiempo, surgi6 al anali-
zar las caracteristicas del movimiento rectilineo uniforme, es decir aquel en que dicha particu-
la se desplaza en linea recta y con velocidad constante. Determinar la posicién de la particula
como funcién del tiempo.

Resolucion:

Esta cuestién requiere resolver la ecuacién diferencial. La derivada de mayor orden que
aparece en [10] es de segundo orden, por lo que sera necesario integrar dos veces. La funcién
desconocida es X(t); operando e integrando sucesivamente:

o)

dt

dxj
d(dt =0.dt

jd(%%):jo-m

L
da
dx=C, -dt
fax=[c,-dt

resulta:

a1

la solucién buscada. /Encuentra alguna semejanza con la formula que expresa el espacio reco-
rrido en funcién del tiempo transcurrido para este tipo de movimiento?

(Es posible, sin cambiar el sentido de la solucion, agrupar las dos constantes arbitrarias
en una sola?

(,Qué relacion encuentra entre el nimero de constantes arbitrarias que aparecen en las
soluciones de los Ejemplos 5 y 6 y el orden de la derivada de mayor orden en la respectiva
ecuacion diferencial?

2. Formacion de ecuaciones diferenciales

En la mayoria de los casos, una ecuacion diferencial se formara como resultado de expre-
sar matematicamente un proceso. En otros, por el contrario, se llegara a la ecuacién diferen-
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cial partiendo de una expresion que define el valor de una funcion.

Esta dltima situacién se dara cuando sea necesario operar con la ecuacién diferencial no
para determinar la funcién, que ya no es desconocida, sino para obtener relaciones a través de
las propiedades de sus derivadas.

2.1. Formacion de ecuaciones diferenciales que representan un proceso

Una ecuacién diferencial representa una relacion que incluye alguna derivada de una
funcién desconocida. Cuando al plantearse una situacién que se necesita interpretar matema-
ticamente se pueden establecer relaciones entre derivadas y variables, surge una ecuacién
diferencial. La solucién de tal ecuacién diferencial puede ser considerada como el “modelo ma-
temdtico” de dicho proceso.

Ejemplo 7:

Establecer mediante una ecuaciéon diferencial el siguiente proceso: “El tanque represen-
tado en la Figura 1 contiene 200 litros de agua en la que se han disuelto 10 kilogramos de sal.
A partir de un cierto instante, comienza a ingresar al tanque agua pura a razon de 5 litros por
minuto mientras sale la misma cantidad de solucion. La composicion del liquido en el tanque
se mantiene uniforme mediante agitacion. Es de interés comprender qué sucede con la cantidad
de sal que permanece en el tanque a medida que el tiempo transcurre”

Figura 1
Solucién que in- | ——M™M— Tanque
gresa al tanque B T T T T T
L UARGa eonsal-en T
....... olucidn: - - »
el T Solucion que sale
I del tanque
Resolucion:

El problema se puede plantear del siguiente modo: sea s(t) la cantidad de sal remanente

en el tanque para cualquier instante t.

La variacién de la cantidad de sal en el tanque durante un cierto intervalo de tiempo se
puede determinar como la diferencia entre la cantidad de sal que entra al tanque -en este caso
nula- y la cantidad que abandona el tanque, siempre en dicho lapso.

Llamando At al periodo considerado, en términos de kilos de sal se tiene que entran al

tanque:

kilos litros )
0| — 5| — - At[minutos]
litro minuto

y salen del tanque:

{ s(t)[kilos] _5[ litros

- - - At|minutos
200/ litros] mmutos}} [ ]

entonces la variacién de contenido de sal en el tanque es:

AsS = (0— 0,0255) - At [kilos]

Operando:

As

— =-0,025s
At

tomando el limite de la expresion anterior para At— 0 se tiene:

12
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que es la ecuacion diferencial buscada y que representa el proceso estudiado.

Ejemplo 8:

Establecer mediante una ecuacién diferencial la ley del equilibrio entre la oferta y la demanda
para establecer el precio de un producto. Tener en cuenta los siguientes factores: “Sea p el

precio de un bien por determinada unidad, en el instante t,y que p = p(t). La demanda, D es

la cantidad de unidades del bien que por unidad de tiempo desean los consumidores. En gene-
ral, esta demanda estard compuesta por una parte constante y una parte variable que depen-
dera no sélo del precio del bien sino también de las expectativas de variacion del precio de di-
cho bien. De manera similar, la oferta Sse define como el nimero de unidades del bien que los
productores tienen disponible por unidad de tiempo. La composicion de la oferta responde al
mismo criterio que el analizado para la demanda. El principio econémico de la oferta y la de-
manda establece que el precio de un bien queda determinado cuando se cumple la condicién de
que la demanda sea igual a la oferta, en cada instante”

Resolucion:

Sobre la base del enunciado del problema, se pueden establecer en principio las siguien-
tes ecuaciones para representar a la demanda

D= f[p(t),p'(t)] =a, - pl(t) +a, p'(t) +a,
y a la oferta:
S =g[p(t), p'(t)] =l - plt) +b, - p'(t) + b,

Si se cumple el principio econdémico de la oferta y la demanda, las ecuaciones anteriores
deben ser iguales, por lo tanto

a - p(t) +a,- p'(t)+a, =b - p(t) +b, - p'(t) +b,

o bien, suponiendo que &, #b, ;a, #b, ; a; = b;:

p'(t){ = _bl) ()= 28 [13]

az_bz _az_bz

que es la ecuacién diferencial buscada y que representa el proceso estudiado.

Ejemplo 9:

Establecer mediante ecuaciones diferenciales la siguiente ley ecolédgica: “Los lobos en
Alaska se alimentan de caribiies, los cuales a su vez se alimentan de vegetacion. Teoricamente
el depredador puede destruir toda la presa de modo que esta ultima llega a extinguirse. Sin
embargo, si esto sucede, el depredador también se extinguird puesto que depende de la presa
para su existencia. En realidad se desarrolla un ciclo donde en algin tiempo la presa puede ser
abundante y los depredadores pocos. Debido a la abundancia de la presa, la poblacién de de-
predadores crece, y se reduce la poblacién de la presa, lo que resulta en una reduccién de de-
predadores y en un consecuente incremento de presas, y el ciclo continiia”

Resolucion:

El objeto de estudiar este problema es conocer la evolucién en el tiempo de las dos espe-
cies, depredador y presa. Para ello, se establece la siguiente simbologia:

X = numero de presas en cualquier instante t

Y = numero de depredadores en cualquier instante t

Si no hubiera depredadores, el comportamiento de la poblacion de presas seria similar al
analizado en el Ejemplo 2, es decir:

dx
o a,-X, donde @, > 0 es la constante de proporcionalidad [14]

Si no hubiera presa, se podria esperar que el nimero de depredadores decline en cada
instante con una rapidez proporcional al nimero de depredadores en ese momento. Resulta
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razonable esperar que al no disponer de alimento, el coeficiente de la siguiente expresion re-
sulte negativo, o sea:

d
d_BtI =—-b -y, donde b, > 0 esla constante de proporcionalidad [15]

Estas ecuaciones diferenciales consideradas en forma separada tienen soluciones que,
segun lo visto en el Ejemplo 4, toman respectivamente las formas:

x=C,-e*', donde C, >0 es una constante arbitraria

y=C,-e", donde C, >0 es una constante arbitraria

donde los valores de estas dos ultimas constantes se limitan a ntimeros positivos porque las
poblaciones no pueden ser negativas.

Por otra parte, si la poblacién fuese nula en algin instante no se requeriria ningin estu-
dio para comprender su evolucion a partir de ese momento.

Segun estos resultados, al transcurrir el tiempo, la poblacién de las presas creceria inde-
finidamente, mientras que la de los depredadores tenderia a desaparecer por completo.

Para obtener un modelo matematico de la situacién real, se deben modificar las ecuacio-
nes [14] y [15] de manera que contemplen la interaccién entre las especies. Es decir, cada
ecuacién deberia incluir un término que tenga en cuenta esta relacién y que, en consecuencia,
atente la rapidez del crecimiento de la cantidad de presas en un caso y compense la rapidez
del decrecimiento de la poblacion de depredadores en el otro.

Se pueden proponer las siguientes modificaciones en [14] y [15]:

dx

E:al'X—Fl()“y) [16]
donde Fl(x, y) es la funcién que atenua el crecimiento de X

dy

o =+ R(xy) 17

donde FZ(X, y) es la funcién que compensa el decrecimiento de Y .

Para determinar la posible forma que toman estas dos funciones, se debe tener en cuenta
que ambas tienen que anularse si no hay depredadores o no hay presas, ya que en este caso
serian validas las ecuaciones [14] y [15].

Las funciones mas simples que cumplen esta propiedad son:

Fl(X’ y) =&l [18]
(% y) =b,xy Ll

Reemplazando [18] y [19] en [16] y [17], resulta el siguiente sistema de dos ecuaciones di-
ferenciales con dos funciones desconocidas, que describe matematicamente el proceso analiza-
do:

dx

E = X—a,Xy
dy
dt - —by +Db,xy

y cuya solucién producira la informacién buscada.

Ejemplo 10:

Establecer una ecuacién diferencial que describa, en términos de su desplazamiento co-
mo funcién desconocida del tiempo, el movimiento de una masa de m gramos que cae verti-
calmente hacia abajo, bajo la influencia de la gravedad, suponiendo despreciable la resistencia
del aire.
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Resolucion:

Para encarar este problema es conveniente dibujar el diagrama de la Figura 2 y necesa-
rio recurrir a la segunda ley de Newton, que establece que “La tasa de cambio en momentum
de un cuerpo en el tiempo es proporcional a la fuerza neta que actiia sobre el cuerpo y tiene la
misma direccion de la fuerza’.

El momentum de un objeto se define como su masa m multiplicada por su velocidad v.
La tasa de cambio en momentum en el tiempo es entonces

d(mv) -ﬂ:

Mgt

[21]

Figura 2

mg

diagrama de fuerza

tierra

donde la masa del objeto es considerada constante y la aceleracién se define como la derivada
de la velocidad del objeto respecto del tiempo. La ley de Newton queda expresada entonces,
considerando que las unidades de medicién seleccionadas hacen que la constante de proporcio-
nalidad sea la unidad:

F=m-a

En el caso del movimiento que se analiza, caida libre, la fuerza que actiia es el peso del
cuerpo debido a la aceleracion de la gravedad de la tierra, que tiene un valor considerado cons-
tante de valor (.

Por otra parte, la velocidad del objeto se define como la derivada del desplazamiento del
mismo respecto del tiempo. Con estas bases, la expresion [21] se puede escribir como:
d*x
m-—— =m-

Resultando

d2x
Tl g [22]

la ecuacion diferencial buscada, que relaciona el desplazamiento con el tiempo para este tipo
de movimiento.

2.2. Formacion de ecuaciones diferenciales a partir de una funcién conocida

En este caso, el objetivo es obtener la ecuacion diferencial correspondiente a una expre-
sién en la que aparecen funciones, variables y constantes definidas o arbitrarias.

Asi como el procedimiento natural para hallar la funcién desconocida a partir de la ecua-
cién diferencial es la integracién, para encontrar la ecuacion diferencial conociendo la funciéon
el mecanismo l6gico sera la derivacion.

Se debe tener en cuenta que la expresién a obtener no debe contener constantes cuyo va-
lor pueda ser fijado arbitrariamente, ya que en este caso no se trataria de una ecuacion dife-
rencial.

Dicho de otro modo, las constantes arbitrarias que aparecen en la expresion referida a la
funcion deberan ser eliminadas al derivar.
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Ejemplo 11:

La ecuacion

X =30t% + Vvt + X%, [23]
representa el desplazamiento de un cuerpo en caida libre que partié en el instante t, desde el
punto X, con una velocidad V,, considerando positivos los desplazamientos y velocidades hacia
abajo, al igual que la aceleracién debida a la gravedad. Obtener la ecuacién diferencial que
describe el comportamiento de un cuerpo en caida libre.

Resolucion:

La ecuacién diferencial buscada tiene como solucién a [23]. En esta tltima, debemos ana-
. . o oo , . 1 , .
lizar el significado y las caracteristicas de sus constantes. Los valores ; y § estan determina-
dos, mientras que X, y V, pueden tomar arbitrariamente cualquier valor.

Para obtener la ecuacién diferencial correspondiente, se deriva [23] sucesivamente, dos
veces, resultando:

dx d(% ot + vt + xo)

b m =gt +V, [24]
R

d°x _ “dt _ d(gt +v,) 4 -

dt? dt dt

La ecuacion [25] es una ecuacién diferencial. Es idéntica a la [22] del Ejemplo 10. En este
caso es el punto de llegada del planteo, mientras que en aquel fue el punto de partida.

Cabe hacer el siguiente analisis: mientras que la ecuacién diferencial [25] describe en
forma genérica el movimiento de caida libre, la formula [23] se aplica teniendo en cuenta cier-
tas condiciones, como son el desplazamiento y la velocidad cuando se inicia el estudio del pro-
ceso.

Ejemplo 12:

La ecuacion

y=C-x [26]
donde C es una constante que se puede fijar arbitrariamente representa una familia de para-
bolas donde Y es una funcién de Xx. Determinar la correspondiente ecuacion diferencial.

Resolucion:

Derivando, como en el Ejemplo anterior, se obtiene

W _5cx [27]

dx

La expresion [27] no es una ecuacion diferencial debido a que contiene una constante ar-
bitraria. Esta constante se debe eliminar, y a tal fin se opera con las dos ecuaciones, [26] y [27]

de la siguiente manera:

de [26]: C = X—yz (28]
de [27]: C=—— 2
e[27]: C 5% [29]
e igualando [28] y [29] resulta
y_y
x? X

o, lo que es lo mismo:
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que es la ecuacion diferencial buscada.

3. Soluciones de las ecuaciones diferenciales

3.1. Tipos de soluciones

Como se vio en el Punto 1.4. el procedimiento natural para resolver una ecuacién dife-
rencial es la integracion.

Cada vez que se integra se incorpora una constante arbitraria. Entonces las soluciones
obtenidas integrando incluiran tantas constantes arbitrarias como integrales se efectien y el
numero de integrales realizadas dependera, a su vez, del orden de la derivada de mayor orden
que aparezca en la ecuacién diferencial.

Este tipo de solucién, que incluye un determinado ntimero de constantes arbitrarias, se
denomina solucion general.

Representa a la funcién desconocida como una familia de curvas. Esta familia de curvas
tiene la propiedad de satisfacer la ecuacién diferencial.

Cada curva de la familia corresponde a una combinacién determinada de valores para las
constantes arbitrarias.

A cada una de estas curvas, que no contienen constantes arbitrarias, se las denomina so-
luciones particulares y son funciones que satisfacen no sélo la ecuacion diferencial, sobre un
dominio determinado de la variable independiente, sino también las condiciones particulares
que provoca la asignacion de valores determinados a las constantes arbitrarias.

Por lo general, la asignacion de los valores a las constantes dependera de las condiciones
impuestas a la solucién particular.

Puede tratarse por un lado de un problema con condiciones iniciales, esto es cuando los
valores de la funcién y de sus derivadas estén definidos para un valor determinado de la va-
riable independiente.

Puede tratarse por otra parte de un problema de valores de frontera, cuando las restric-
ciones estan dadas sobre los valores que toma la funcién para distintos valores de la variable
independiente.

Si existe una funcién que satisface la ecuacién diferencial pero que no es el resultado de
integrarla y aplicar luego una combinacién particular de los valores de las constantes arbitra-
rias, a tal funcién se la denomina solucién singular.

Ejemplo 13:
Sea la ecuacién diferencial
2
(y) =x-y+y=0 [31]

determinar su solucién general y representarla graficamente.

Obtener una solucién particular que pase por el punto (— 3;—10) , otra solucién particular
que pase por el punto (0;0) e investigar si existe alguna solucién singular.

Resolucion:

Se puede establecer la funcién desconocida y(x) si se analiza [31]. Resulta de este anali-
sis que la funcién

ly=C-(x-0)| [32]

es la solucién general de [31], como se verifica si se deriva, dando
y'=C [33]
y se reemplaza en [31], resultando
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C’-Cx+C-(x-C)=0 [34]
o sea una identidad.

Como en realidad esta solucién ensayada proviene de una integracion implica una (y solo
una) constante arbitraria, ya que la derivada de mayor orden que aparece en [31] es de primer
orden, y para resolverla analiticamente se hubiera requerido solo una integracion.

La grafica de [32] se ve en la Figura 3, en la que se dibujan varias curvas de la familia
solucién general.

Figura 3

20

16 /

Cfx-C)

};:

Para determinar las soluciones particulares, se deben individualizar las curvas que, per-
teneciendo a esta familia, cumplen las condiciones dadas.

En el primero de los casos, la curva buscada debe pasar por el punto (— 3;—10) , es decir
que ‘y(x) =C-(x— C)‘ debe valer —10 cuando x tome el valor — 3. Esta condicién fijara valo-

res ya no arbitrarios para C, y al determinarlos, queda también determinadas las soluciones
particulares que cumplen las condiciones establecidas.

Haciendo
y(-3 =10 [35]
y reemplazando en la solucién general [32], resulta
-10=C-(-3-C)
C=2 v C=-5 [36]

es decir que, volviendo a reemplazar en [32] uno de los resultados de [36], queda
y=2-(x-2) [37]

que es la primer soluciéon particular buscada y que en la Figura 3 aparece individualizada con

marcadores en forma de circulos. Por supuesto que se podria haber propuesto como respuesta
para este apartado

‘y:—S-(x+5)‘

que también satisface la condicién requerida.

Para la segunda solucion particular buscada se hace
y(0) =0
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resultando
0=C- (O - C)
C=0

y reemplazando en [32] se tiene
y=0

que es la segunda solucién particular buscada y que en la Figura 3 aparece individualizada
con marcadores en forma de cuadrados.

Por dltimo, se investiga alguna posible solucién singular. De la Figura 3 surge que el
conjunto de rectas definen una parabola, cuya expresion analitica se puede establecer partien-
do de la misma grafica y resulta

y= 1 [38]

Para determinar si ésta es una solucién singular basta con reemplazarla en [31], para lo
cual se determina en primer término la derivada, que resulta

2
y luego
(y’) -X-y'+y=0
x2 X x>
3 Xt
. x2  x?
4 2

que es una identidad. Obsérvese que la solucién singular obtenida no incluye constantes arbi-
trarias. Tampoco resulta de asignar un valor determinado a C en la solucién general [32].

Ejemplo 14:

Una particula P se mueve a lo largo del eje x de acuerdo a la Figura 4 de tal manera
que su aceleracion, en todo momento, esta dada por

a=16-—24t [39]
determinar (a) la posicién X de la particula medida desde el origen O para cualquier tiempo
t > 0, considerando todos los posibles valores arbitrarios de velocidad y desplazamiento inicia-
les, es decir, cuando t =0. (b) la posicién X de la particula medida desde el origen O para
cualquier tiempo t > 0, considerando que inicialmente (t = 0) est4 localizada en X = 2 y viaja
a una velocidad V =-5. (c) la posicién x de la particula medida desde el origen O para cual-
quier tiempo t > 0, considerando que inicialmente (t = 0) est4 localizada en X = 2 y, cuando
t =1 seubicaen X=2.

Figura 4

®
®
Y

Resolucion:

En este problema, el objetivo es determinar distintas soluciones de la ecuacién [39], que
es una ecuacion diferencial, debido a que la aceleracién se puede expresar
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d*x 40
En el apartado (a) se debe encontrar una soluciéon general, en la que las constantes arbi-
trarias tomaran un determinado significado. En la parte (b) se debe encontrar una solucién
particular partiendo de condiciones iniciales, mientras que en el punto (c) se debe determinar
una solucién particular teniendo en cuenta condiciones de frontera.
Para encarar el punto (a), se plantea la ecuacién diferencial y se la integra hasta hallar
la funcién desconocida, en este caso x(t)

4% _ 16— 2at [41]
dt®>

dx
Iadx = [ (16— 24t)dt [42]
dx )
—= —16t - 12t +C, [43]
dt
[ax = [ @6t -12t2 + C,)at [44]
x(t) =8t* —4t* +C,t +C, [45]

Con la ecuacién [45] se ha determinado la funcién desconocida. Ahora se le dara un signi-
ficado concreto a las dos constantes arbitrarias, C, y C,, en relacién con el problema que se
esta resolviendo.

Analizando la ecuacién [43] se observa que C, tomara el valor de X' para el instante

t =0. Por otra parte, se sabe que X’ =V, es decir, la derivada del desplazamiento respecto del
tiempo es igal a la velocidad de la particula. O sea que el valor de esta constante arbitraria
representa el valor de la velocidad inicial de la particula.

De la misma manera, analizando [45], queda claro que C, representa el valor del despla-

zamiento inicial de la particula. Si para clarificar la expresiéon que representa la solucion ge-
neral del problema se adopta la notacion

C,=v, A C,=X,
se puede expresar la respuesta de la parte (a) como

X(t) = x, +V, -t +8t> —4t° [46]

Noétese que tanto X, como V, son constantes arbitrarias, como C; y C,. Sin embargo, en

el contexto de la solucién buscada, es pertinente dar un significado fisico a dichas constantes.
Para resolver la parte (b), se tienen en cuenta las condiciones
x(0) =x, =2
v(0)=v, =-5

que se reemplazan en [46], resultando la solucién particular buscada:

x(t) = 2 -5t +8t* — 4t° [47]

Cabe hacer una aclaracién. Suponiendo que no se hubiera hecho el analisis sobre los sig-
nificados de las constantes arbitrarias en [45], el planteo para el calculo de la solucién particu-
lar deberia haber sido el siguiente: a partir de [43] y [45] se plantea el sistema

dx

—(t) =16t -12t* +C,

dt [48]
x(t) =8t* —4t* +C,t+C,
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con el objeto de determinar los valores de C, y C,, utilizando los valores que toman x y X’

para un determinado valor de t . En este caso se conocen los valores de x y X’ para t =0, por
lo tanto el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas queda formado

dx

a(O)zlﬁ-O—lZ‘OJrCl:—S [49]
x(0)=8-0~4-0°+C,-0+C, =2
o bien
C,=-5
C,=2 } [50]

que reemplazadas en [45] vuelve a resultar en [47], la solucion particular buscada.

La resolucién de la parte (c) se logra teniendo en cuenta que los datos permiten formar el
siguiente sistema de ecuaciones. Como se conoce el valor de la funcion desconocida en dos pun-
tos y ademas, a partir de la soluciéon general de la ecuacién diferencial también se conoce la
forma de dicha funcién desconocida, partiendo de [45] se forma el sistema

x(0)=8-02-4.0+C,-0+C, =2
x(1) =81 -4.1° +C,-1+C, = 7

donde las incégnitas son las constantes arbitrarias, que a partir de la condicién que deben
cumplir para verificar el sistema dejan de ser arbitrarias. Es decir que queda

[51]

C, =2
8—4+C1+Cz=7} [52]
de donde
C,=2
c - 1} [53]

Reemplazando en [45] queda

x(t) =8t% —4t° +t+2 [54]

que es la solucién particular buscada.

En la Figura 5 se puede apreciar un analisis grafico del problema. Cada curva represen-
tada pertenece a la familia de curvas correspondiente a la ecuacién [45], o sea, a la solucién
general de la ecuacion diferencial dada [41].

Figura 5
16
12
) /////—_\\
%_) 8 /’ L 4 * *
5 v — RN
+ 4 —
O?;I" ¢ ‘ * ¢ \
N;‘ 0 /”o o/o/o ® o o o -
© ] v e
[ = .,
-4 -
< L °
-8

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00
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Cada combinacién de valores de las constantes arbitrarias C, y C, genera una curva.

Cada una de esas curvas satisface la ecuacion [41].

En particular se destacan dos de dichas curvas en el grafico.

Una, identificada con marcadores circulares que representa la solucién particular del
punto (b). Obsérvese que para t =0 el valor de x es igual a 2. También nétese que la curva
decrece justo a partir del tiempo t =0, lo que concuerda con un valor negativo de la velocidad
inicial, que justamente esta dada por la derivada del desplazamiento respecto del tiempo, ne-
gativa, para t =0.

La otra, identificada con marcadores con forma de rombo, que representa la solucién par-
ticular del punto (c). Obsérvese que para t =0 el valor de x también es igual a 2. Asimismo,

la curva pasa por el punto (1;7) satisfaciendo la segunda condicién de frontera que indica el
enunciado del problema.

Ejemplo 15:

Sea la ecuacion diferencial
y' = COSX [565]
determinar (a) su solucidon general y representarla graficamente; (b) una solucién particular

que pase por el punto (7[/ 2;1); (¢) una solucién particular que pase por el punto (— 7/ 2;—2);

(d) una solucién particular que pase por los puntos (7[/ 2;1) y (— 7/ 2;0); (e) una solucién parti-
cular que satisfaga las siguientes condiciones iniciales: y(0) =0 e y’(0) = 0; (f) investigar si
existe alguna solucién singular.

Resolucion:

Para el punto (a), integrando [55]
J‘dy = Icosx dx

resulta

56

que es la solucién general de [55]. Su representacion grafica es la de la Figura 6.

Para el punto (b), se determina el valor de C a partir de [56] considerando la condicién
dada, es decir

y(x) = senx+C

y(;r/z) =senz/2+C
como
y(ﬂ'/2) =1
resulta
senz/2+C=1
1+C=1
0 sea
C=0

por lo que resulta

o

la solucion particular buscada. Se la identifica en la Figura 6 con marcadores cuadrados.
Para el punto (c), también se determina el valor de C a partir de [56] considerando la
condicién dada, es decir
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y(x) =senx+C
y(— 7/ 2) = sen(— 7/ 2) +C

como
y(-7/2) =2
resulta
sen(— 7/ 2) +C=-2
-1+C=-2
0 sea
C=-1

por lo que resulta
y=senx—1 [58]
la solucién particular buscada, que se representa en la Figura 6 con marcadores circulares.

Figura 6

&
4

senx + C
o

y:

-628 -471 -314 -157 0 157 3,14 4,71 6,28

Para el punto (d) se deben considerar dos condiciones que [56] debe cumplir simultanea-
mente, es decir que se debe satisfacer el sistema

senz/2+C=1
sen(— 72'/2) +C=0

O sea

-1+C=0

que no se satisface para ningin valor de C, por lo que se concluye que no existe ninguna solu-
cién particular que cumpla las condiciones del punto (d) o, dicho de otra forma, que no existe

1+C=1 }

ninguna funciéon que pase por los puntos (72'/ 2;1) y (— o/ 2;0) y al mismo tiempo satisfaga la

ecuacion diferencial.
Para encarar el punto (e), de la misma forma se debe plantear el par de condiciones como
un sistema, que en este caso resultan, como y’(x) = COS X

sen0+C =0
cos0=0

Como se ve, ningun valor de C seri tal que se satisfagan simultdneamente las dos ecua-

Tema 1. Ecuaciones diferenciales ordinarias 15



Anilisis Matematico II - Guia de cursada

ciones, ya que la segunda de ellas nunca sera una identidad. De manera que se concluye que
no existe ninguna solucién particular que cumpla las condiciones del punto (e) o, dicho de otra

forma, que no existe ninguna funcion que pase por el punto (0;0) , tenga derivada nula cuando

X =0 y al mismo tiempo satisfaga la ecuacién diferencial.
Para el punto (f), se debe decir que del analisis del grafico que se presenta en la Figura 6
no surge ninguna evidencia que haga suponer la existencia de una solucién singular.

3.2. Observacion de las soluciones

El analisis de los ejemplos 13, 14 y 15 debe hacernos reflexionar en profundidad sobre el
significado y el alcance de las soluciones de una ecuaciéon diferencial.

En los tres casos se ha podido determinar respectivamente una Unica solucién general,
que se han representado graficamente como familias de curvas. Cada curva de estas familias
satisfacen a las correspondientes ecuaciones diferenciales.

En los tres casos se diferencian las caracteristicas de dichas familias. Mientras que en el
Ejemplo 13 por algunos puntos del plano pasan dos curvas de la familia, en el Ejemplo 14 por

todos y cada uno de los puntos del semiplano t*plano pasan infinitas curvas de la familia,
mientras que en el Ejemplo 15, por cada punto del plano pasa una séla curva de la familia.

Esta circunstancia esta ligada directamente con la forma de la ecuacién diferencial y es
conveniente descubrir cual es esa relacién. Se buscaron soluciones particulares, que sé6lo fue-
ron encontradas en la medida que existid cierta correspondencia entre las condiciones impues-
tas y la forma de la ecuacién diferencial o, en definitiva, de su solucién general.

En el Ejemplo 15 se puede apreciar que no se pueden establecer condiciones arbitraria-
mente, sino que estas condiciones deben guardar relacién con los grados de libertad de la solu-
cién general.

Por ultimo, determinar una solucién singular es una tarea de investigacién mas que de
operacién. En general este tipo de soluciones no presentan utilidad analitica, desde el punto de
vista de la ingenieria, pero se debe notar su existencia.

4. Bases para una clasificacion general de las ecuaciones diferenciales

4.1. Cantidad de ecuaciones y funciones desconocidas

En principio se consideran dos categorias desde este punto de vista.

En la primera se agrupan aquellas ecuaciones que contienen una —y sélo una— funcién
desconocida. Se las llama simplemente ecuaciones diferenciales con una funcion incégnita.

En la segunda se incluyen aquellas ecuaciones que forman parte de un sistema de al me-
nos dos ecuaciones diferenciales, en el que aparecen al menos dos funciones desconocidas. Se
dira entonces que estas ecuaciones diferenciales se presentan formando un sistema de n ecua-
ciones diferenciales con m funciones incégnitas.

4.2. Cantidad de variables de las que depende cada funcion desconocida

Si la o las funciones desconocidas dependen de una -y sélo una- variable independiente,
la ecuacion diferencial se clasifica como ecuacion diferencial ordinaria o, en correspondencia,
el sistema de ecuaciones diferenciales se clasifica como sistema de n ecuaciones diferenciales
ordinarias con m funciones incégnitas.

Si la funcién desconocida depende de mas de una variable independiente, la ecuacién di-
ferencial se clasifica como ecuacién diferencial en derivadas parciales o, en correspondencia, el
sistema de ecuaciones diferenciales se clasifica como sistema de necuaciones diferenciales en
derivadas parciales con m funciones incégnitas.

4.3. Orden de la ecuacion diferencial

Es el orden de la derivada de mayor orden que aparece en la ecuaciéon diferencial. Una
ecuacion diferencial ordinaria de orden n es aquella en la cual la derivada enésima de la fun-
cion desconocida, es decir
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n
w_d%y
dx"
es la derivada de mayor orden que aparece en la ecuacion diferencial.

Ejemplo 16:

Clasificar las ecuaciones diferenciales de la Tabla 1 en relacién con los parametros anali-
zados en los puntos 4.1., 4.2. y 4.3.

Resolucion:

Se expresa en la Tabla 1

Tabla 1
Datos complementarios rela-
Expresion tivos a la o las funciones des- Clasificacion
conocidas

2 " 2 2 Ecuacion diferencial ordinaria
XYy’ +2e7y" = (X + 2)' y y= y(X) de tercer orden.
57 , A2z A2z ( ) Ecgacién di.felrencilal en degi-
— +X-2°—VY- = Z=1lX, vadas parciales de segundo
ox y oy?  Ixaoy y orden P S

Sistema de dos ecuaciones
. diferenciales ordinarias con
y-y'=-x-z=1 y = y(x) dos funciones incégnitas. La
x?.2"-y=0 primera es de primer orden,
mientras que la segunda es de
segundo orden.

Sistema de dos ecuaciones

2
u-v-a u/ ox=y = U(X’ y) diferenciales en derivadas
fu-v+0v/dy=x-y V= V(X y) parciales con dos funciones
’ incégnitas

4.4. Condicion de linealidad y homogeneidad en las ecuaciones diferenciales

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n toma la forma general

f(x v,y y")=0 [60]
entendiendo que no necesariamente aparecen en la ecuacién las derivadas de menor orden de
y, la propia funciéon desconocida y o la variable independiente x.

La ecuacién diferencial [60] es lineal si puede escribirse en la forma

Y P () Y e p(X) Y+ p(%) y = 1(X) [61]

donde tanto p,, P;, -+, P,;, que se denominan coeficientes de la ecuacion diferencial lineal,

como r(x), en el miembro de la derecha de la ecuacién diferencial, son funciones cualesquiera
de la variable independiente Xx.

Cualquier ecuacién diferencial ordinaria de orden n que no pueda ser escrita de la forma
[61], se denomina no lineal.

En particular, si r(x) =0, la ecuacién diferencial [61] toma la forma

Y+ P () YT p(X) Y po(X) y =0 [62]
y recibe el nombre de homogénea. Si r(x) no es idénticamente cero, la ecuacién diferencial se
denomina no homogénea.

De la misma manera que para el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias, se dice
que una ecuacion diferencial en derivadas parciales es lineal si se trata de una ecuacion de
primer grado en la funcién desconocida y en sus derivadas parciales.
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Si cada uno de los términos de la ecuacién diferencial contiene ya sea a la variable de-
pendiente o a alguna de sus derivadas, se dice que la ecuacién es homogénea, si no es el caso,
se trata de una ecuacién no homogénea.

Ejemplo 17:

Clasificar las ecuaciones diferenciales de la Tabla 2 en relacién con las caracteristicas de
linealidad y homogeneidad

Resolucion
Tabla 2

Datos complementarios re-
Expresion lativos a la o las funciones Clasificacion
desconocidas

Ecuacion diferencial ordi-
X2y’ +2e*y" = (X2 + 2)~ y y = y(x) naria lineal homogénea de
segundo orden.

Ecuacién diferencial en

oz, 0°1 01 derivadas parciales lineal

OX LR A oy? TXy= OOy z= Z(X' y) no homogénea de tercer
orden.

Ecuacién diferencial ordi-

X2y’ +2e*y"” = (x? +2)- cosy y = y(x) naria no lineal de segundo
orden.

Ecuacién diferencial ordi-

y-y'=X y = y(x) naria no lineal de primer
orden.

4.5. Clasificacion de las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias

Problema mds general

Se requiere determinar la solucién general de la ecuaciéon diferencial, es decir una fun-
cién que incluye constantes arbitrarias y que representa a una familia de curvas en la que to-
das y cada una de las curvas satisfacen la ecuacién diferencial dada, sobre un dominio deter-
minado de la variable independiente.

Problema con valores o condiciones iniciales

Se requiere determinar cual o cudles funciones, a partir de la solucién general, satisfacen
la ecuacion diferencial dada, sobre un dominio determinado de la variable independiente, vy,
ademas tomen ciertos valores, y eventualmente sus derivadas, para un valor dado de la varia-
ble independiente.

Dicho de otra forma, se busca una solucién particular que pase por un punto seleccionado
del plano Xy, en el cual, adicionalmente, se puede exigir que sus derivadas tomen valores es-

tablecidos previamente.

Problema con valores o condiciones de frontera

Se requiere determinar cual o cudles funciones, a partir de la solucién general, satisfacen
la ecuacién diferencial dada, sobre un dominio determinado de la variable independiente y,
ademas tomen ciertos valores para valores correspondientes dados de la variable independien-
te.

Dicho de otra forma, se busca una solucién particular que pase por algunos puntos selec-
cionados del plano Xy.

5. Relaciéon entre orden, constantes arbitrarias y condiciones particulares

Dada una ecuacién diferencial ordinaria, su solucién general surge de la integracién su-
cesiva de las derivadas de la funcion desconocida, o bien de algin procedimiento que si bien
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aparece como una alternativa a la accién de integrar, sélo la disimula.

En consecuencia, el nimero correspondiente al orden de la ecuacién diferencial es el
mismo numero de constantes arbitrarias que apareceran en la solucién general.

Para determinar estas constantes y encontrar una soluciéon particular, sera necesario un
numero de condiciones, ya sea iniciales o de contorno. Este nimero sera igual al nimero de
constantes a determinar, ya que cada condiciéon da lugar a una ecuacién, para formar asi un
sistema de ecuaciones algebraicas con la misma cantidad de ecuaciones que incoégnitas. Una
vez eliminadas las constantes arbitrarias, la funcién desconocida no incluye constantes arbi-
trarias. En la siguiente tabla se presenta un esquema de esta situacién.

Tabla 3
Esquema relacional entre orden, constantes arbitrarias v condiciones particulares para ecuaciones dife-
renciales ordinarias
: Condiciones dadas necesarias para| Forma
Orden de 2 2
i e obtener una soluciéon genérica
laecua- | Forma genéricade la| Forma genérica de .
L iy : % particular de la
cioén dife- | ecuacion diferencial | la solucion general 7
: s solucién
rencial Iniciales De frontera S
particular
1 flxy.y')=0 glxy.G)=0 Wxo)= v, Mx)=y, |Hxy)=0
\ , Wxg) =, | Wx)=w] |
2 fley.y.y")=0 ex.3.G.G)=0 ; ; : b | Hx.y)=0
\ Vixg)= AIJ Hx)= le s
‘[xs:)zv"o] 1(xo}=~"ol
3 fle.y.y'.»" y"’) =0 g(x Y566 =0 v '[xo:] = A 1(x1,) = h{v_x,y_) =0
y "{xo,‘] = A:j ‘(,.x:) =}':J
J(ixo )= 1 (x 3) =Y
; i ; ¥(x,) = 4 wWx ) =1 »
n f(\x:_}! .},'r'” =.}'l‘-ml) = 0 g[uxhy:Cl 2" Ch ' = 0 ) ) 1 b ' h(xh}) = O
e (x:)] = "'L:—I 1('x_)3-1:] =Yp-1

5.1. Existencia y unicidad de las soluciones

Dada una ecuacidon diferencial ordinaria y un juego de condiciones iniciales o de valores
de frontera, en rigor pueden darse tres situaciones: (a) el problema no tiene solucién. (b) el
problema tiene precisamente una solucidn, (c) el problema tiene mas de una solucién.

Para la mayoria de las ecuaciones diferenciales existen soluciones Uinicas que satisfacen
ciertas condiciones especificadas. Sin embargo, hay casos en los que la solucién no existe.

Los teoremas de existencia y unicidad de las soluciones establecen condiciones suficien-
tes que, si son satisfechas por una ecuacién diferencial, garantizan que tenga sentido encarar
la resolucién de un problema.

A titulo de ejemplo, y como para interpretar su significado general, se desarrollan algu-
nos enunciados de estos teoremas, para casos particulares.

5.2. El problema de la existencia de alguna solucion

(Bajo qué condiciones una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) presentada como un
problema con valores iniciales o con condiciones de frontera tiene al menos una solucién?

Teorema 1: Existencia de la solucién particular de una EDO de primer orden

Sean
y'=Flx) [63]
y(xo) =Y

es decir un problema con valores iniciales o condiciones de frontera (que para el caso de ecua-
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ciones diferenciales de primer orden es idéntico).

Entonces se tiene que si F(x,y) es continua en todos los puntos (x,y) dentro de un
rectangulo R: ‘X— XO‘ <a, ‘y— yo‘ <b yacotadaen R , 0 sea ‘F(x,y)‘ <K V (x,y) eR, el pro-
blema con valores iniciales [63] tiene al menos una solucién y(x). Esta solucién esta definida

al menos para todos los valores de x dentro del intervalo ‘X - XO‘ <a ,donde @ es el menor

entre los nimeros a y b/K .

Ejemplo 18:
Considere la ecuacién diferencial Yy’ =1+ y® sujeta a la condicién y(0) = 0. a) ;Existe al

menos una solucién en la regién R:[x| <5 A |y| < 3?Db) (Para qué valores de X esta definida, de

existir dicha solucién?

Resolucion:

Apartado a): de acuerdo al Teorema 1 se debe analizar la funciéon F(X, y) =1+Yy? en rela-
cién con su continuidad dentro de la regién R y respecto de si es acotada en esta misma re-
gion.

En primer lugar, la funcién no presenta puntos de discontinuidad en la regién que se
analiza, por lo que se debe concluir en que es una funcién continua en R. Por otra parte, se
tiene que, dentro de la regién,‘F(X,y)‘ = |1+ y2| <K =10, o sea que es una funcién acotada.

De este estudio, se concluye que el problema de valores iniciales [63] tiene al menos una
solucién. Se veran las expectativas sobre si dicha solucién estara definida en todos los puntos
de la la regiéon R.

Apartado b): de acuerdo al Teorema 1, se debe definir el valor de & , que define el inter-
valo ‘X - XO‘ en el que la solucién que existe esta definida. Para establecerlo, se necesitan ex-
plicitar los valores a, b, K del Teorema 1, que en este caso resultanser a=5, b=3y K=10.

Como el valor de b/K = 3/10 = 0,3 es menor que el de a =5, el valor de @ queda defini-
do por el primero, es decir a = 0,3.

Esto garantiza que la solucién, que existe segun se resolvi6 en el apartado a), esta defi-
nida en el intervalo ‘X - XO‘ <0,3.

Para interpretar adecuadamente este resultado, se puede analizar concretamente la so-
lucién.

Para resolver y' =1+ y2 se puede proceder de la siguiente manera:

dy
== =1 2
dx oY
dy
1+y? = X
dy
~[1+y2 :Idx
arctgy=x+C

es decir que la solucién general de la ecuacién diferencial dada es y = tg(x+ C) . Para cumplir

con la condicién y(0) = 0, resulta evidente que debe ser C = 0. Por lo tanto la solucién particu-

lar, que segin el Teorema 1 existe y esta definida en el intervalo‘x - Xo‘ <0,3 es y=1gX.
Y en efecto, la funcién y =tgX presenta un problema de discontinuidad en X = +7/2, es

decir que la solucién particular que existe no esta, en este caso, definida para todos los valores
de la variable independiente contenidos en la regién original, donde la derivada de la funcion
desconocida es continua, sino que dicho intervalo esta restringido.
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Por otra parte, se puede considerar exagerada esta restriccién, pero se recuerda que el
Teorema 1 garantiza que la funcion solucion esta definida bajo determinadas condiciones.
Fuera de ellas, la solucién puede (o no) estar definida.

5.3. El problema de la unicidad de la solucion

(Bajo qué condiciones una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) presentada como un
problema con valores iniciales o con condiciones de frontera tiene como maximo una solucién?

Teorema 2: Unicidad de la solucién particular de una EDO de primer orden

Sean
(: F ,
y'=F(xy) 4
Y<Xo) =Y

es decir un problema con valores iniciales o condiciones de frontera (que para el caso de ecua-
ciones diferenciales de primer orden es idéntico).

Entonces se tiene que si F(x,y) y dF/Jy son continuas en todos los puntos (x,y) en
un rectangulo R: ‘X — Xo‘ <a, ‘y— yo‘ <b yacotadasen R , 0 sea ‘F(x,y)‘ <KV (x,y) eR .,y

‘0” F/o y‘ <MYV (X, y) € R el problema con valores iniciales [64] tiene como maximo una solu-

cion  y(X).

Entonces, de acuerdo al Teorema 1, tiene ademas precisamente una solucién.
Ejemplo 19:

Considere la ecuacién diferencial del Ejemplo 3, Y’ = 1+ y* sujeta a la condicién y(0) = 0,
y haga el andlisis para la misma regién R. ;La solucién hallada es la Gnica solucién?
Resolucion:

Aplicando el Teorema 2, y habiendo analizado en el Ejemplo 18 la caracterizacién de
F(X, y) como una funcién continua y acotada en R, queda por establecer la continuidad y el
cardcter de acotada de la funcién JF /2y, que en este ejemplo resulta JF /Jy = 2y .

Esta funcién es evidentemente continua para todos los valores de Y pertenecientes a R.
Por otra parte, para determinar si es acotada, se procede

|6F /oy = 2ly| <M =6

De esta manera se puede establecer que se cumplen las condiciones suficientes para la
condicién de unicidad de la solucion.

Ejemplo 20:
Sea el problema de valores iniciales
(y’)z—x-y’+y:0
y(0) =0

considerado en el Ejemplo 13. Determinar: (a) la existencia y (b) la unicidad de la solucién par-

[65]

ticular. Considerar para el anéalisis la regién R definida por |x| <2 e M <1.
Resolucion:

En este caso, se debe previamente deducir explicitamente Yy’ = F(x,y), ya que en el
ejemplo se presenta en forma implicita. Para ello, se resuelve la ecuaciéon cuadratica en Y’
resultando:
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y' = Fl(x,y) = (]/2)-(X+M)
V' = F(xy) = (1/2)-(x = - ay)

Para establecer la existencia de la solucién se debe comprobar la continuidad de F, y de

[66]

F, en R,y ademds queF, y F, estén acotadas en R.

De las ecuaciones [66] surge que mientras sea Yy < X2/ 4 las funciones estarian definidas
en R, y son continuas. Por otra parte, dentro de R se tiene que

Fy) =[w2)- (x+ e =ay) < k=142
Fx) :‘(VZ)'(X+M)‘ <K =1+42

es decir, F, y F, estan acotadas en R.

[67]

Queda establecida la existencia de al menos una solucién del problema
Ahora se analizara si hay una unica solucién. Para ello se debe considerar si las funcio-
nes JF /2y y JF,/Jy son continuas y estdn acotadas en R.

Se determinan las derivadas, que resultan en

oF, 1
oy X -4y 8]
F, 1

oy X2 -4y
Se observa que estas funciones no son continuas para todos los puntos de la regién, ya
que los denominadores se anulan si Y = X2/4 y, evidentemente, no estan acotadas ya que to-

man valores tan grandes como se quiera en las proximidades de esta curva.
Esto significa que no existe una tnica solucién. Justamente, cuando se analizé este pro-
blema en el Ejemplo 13, se hall6 una solucién singular, de la forma

y = x*/4 [69]
por lo que por el punto (x,y) = (0;0) pasan por lo menos dos soluciones, la singular [69] y la

particular determinada a partir de la solucién general, en el Ejemplo 13 que resulta ser la re-

cta y=0.

6. Comentarios para complementar el concepto de ecuacion diferencial

6.1. Las ecuaciones algebraicas y las ecuaciones diferenciales

Cuando se plantea resolver el problema

3-x=9 [70]
o el problema
u*+u—-2=0 [71]

se entiende que se debe determinar el valor de x que satisface [70] o los valores de u que veri-
fican [71]. En el primer caso X = 3 es la solucién de la ecuacién [70] mientras que en el segun-
do, U=1y U=-2 son soluciones de la ecuacién [71].

Cuando se aborda el estudio de las ecuaciones diferenciales, se debe comprender que la
incognita deja de ser el valor desconocido que una variable debe tomar para transformar la
ecuacién en una identidad. La incégnita pasa a ser la forma que una funcion desconocida debe
tomar para transformar la ecuacién en una identidad.

Es decir, cuando se propone resolver, por ejemplo, y' —Yy =1tgX se perseguira hallar la

forma que debe tener y(x)de manera tal que al reemplazarla en la ecuacién dada, ésta se sa-
tisfaga para todos los valores de la variable x.
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Asi como en los casos [70] y [71] pueden aparecer soluciones Unicas o multiples, depen-
diendo de la forma de la ecuacidén, existira relacién entre la forma de la ecuacion diferencial y
las caracteristicas de las posibles soluciones.

Por otra parte, asi como existen métodos para resolver ecuaciones algebraicas como las
mostradas por [70] y [71], también se han desarrollado procedimientos para resolver algunos
tipos de ecuaciones diferenciales.

Estos procedimientos se aplican segtn la clase de ecuacién diferencial considerada, por lo
que es necesario contar con una clasificacién de las ecuaciones diferenciales. Para disefiar este
catalogo es a su vez imprescindible definir caracteristicas de las ecuaciones diferenciales que
seran empleadas como parametro de clasificacion.

En principio, la mayoria de las ecuaciones diferenciales que histéricamente se han apli-
cado para intentar analizar los procesos de la realidad a través de modelos matematicos pre-
sentan soluciones Unicas que satisfacen ciertas condiciones especificadas.

Sin embargo, conviene estar prevenido con relaciéon a los problemas de existencia y uni-
cidad de tales soluciones.

El ambiente teérico de este capitulo introdujo los conceptos basicos a tener en cuenta en
el analisis de algunos tipos de ecuaciones diferenciales, por cierto los que se presentan con
mayor frecuencia, para que tenga algiin sentido encarar su resolucién con una expectativa
razonable.

Los siguientes temas presentan métodos de resoluciéon de ecuaciones diferenciales que,
justamente, tienen solucién. Por ello, y pese de que de aqui en mas todo es brillantemente ma-
temdtico, no esta demas tener presente que en la actividad real del usuario de las matemati-
cas, pueden aparecer problemas que no tienen solucidn.

En estos casos, el sentido comun y la capacidad analédgica situaciones seran, sin duda, las
principales herramientas para llevar adelante la tarea.

7. Resolviendo ecuaciones diferenciales de primer orden

7.1. Métodos y procedimientos

Resolver una ecuaciéon diferencial de primer orden es determinar su solucién general.
Encontrar una funcién que satisfaga una ecuacién diferencial de primer orden y que
ademas pase por determinado punto del plano Xy, es decir que también cumpla una determi-

nada condicidén inicial significa resolver la ecuacién y establecer qué funcién de la familia de la
solucién general es la que satisface las condiciones dadas, es decir, obtener la solucion particu-
lar.

En este apartado se presentan métodos y procedimientos para resolver ecuaciones dife-
renciales ordinarias de primer orden.

Se establecera, dada una clase de ecuacién de primer orden, cual es el procedimiento su-
gerido para obtener una solucién general y sus fundamentos.

A modo de préactica, en algunos ejemplos se incluira ademas de la resolucién de la ecua-
cién la determinacion de una o varias soluciones particulares.

También en determinados casos se indicaran los pasos a seguir para verificar los resul-
tados que se obtienen.

7.2. Ecuaciones en las que las variables estan separadas

Forma de la ecuacion diferencial

g(y)-y' = f(x) [72]

donde f y g son funciones continuas y acotadas en una regién R: ‘X - XO‘ <a, ‘y - yo‘ <b.

Funcion desconocida

y(x) [73]
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Solucion general

Surge de
[aly)dy =] f(x)dx +C [74]

Procedimiento

Como Yy'= dy/dx, toda ecuacién de la forma [72] se puede siempre escribir

g(y)-dy = f(x)-dx [75]
en la que las variables estan separadas.
Para resolverla se integran ambos miembros con respecto a X, obteniendo

dy
jg(y) ™ dx = I f(x)dx + C [76]
y operando en la primera integral, como
dy
—dx = d
ax X y [77]
se obtiene [74]. [78]

Como f y g deben ser funciones continuas, las integrales existen y se pueden evaluar,
obteniendo la solucién general de [72].

Ejemplo 21:
Resolver la ecuacion diferencial
y+5x'y* =0 [79]

y encontrar una solucién particular que pase por el punto (X, y) = (0,1).

Resolucion:

a) Determinacién de una solucién general
Se comprueba que [79] es de la forma [72] haciendo

yr: _5X4 y2

1
¥’
Resultando, de [80],

1
Q(Y)=7

f(x)=-5x*
por lo que la solucién general se obtiene aplicando [76] y resolviendo

5 =-sxonic

X yr — _5X4

lo que resulta en

RIS
y

0 bien

1
V== [82]
que es la solucion general buscada.

Los pasos seguidos fueron extremadamente ortodoxos, lo cual es conveniente mientras no
se esté familiarizado con el procedimiento.

Sin embargo este mismo problema se podria haber resuelto utilizando el criterio general

del método, esto es, separar las variables e integrar, que lleva a idéntico resultado.
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Es decir, si se considera la ecuacién [79], se remplaza y' por su equivalente dy/dxy se
separan las variables, se tiene que

d

D sxtdx [83]

2
Integrando resulta
1 5
-—=-Xx+C [84]

0 su equivalente
1

y= x5 —
idéntico a [11]
b) Determinacion de la solucion particular Y,

La condicién inicial y(O) =1 aplicada en la solucién general [82] implica que

C

1
W= claco [85]
y(0) =1
y que la solucién particular es entonces
1
Yo = X% +1 (86]

En la Figura 7 se muestran algunas curvas pertenecientes a la solucion general [82] y se

destaca la solucién particular, que pasa por el punto (0;1) .

Figura 7
15
1,0 e @ —_—
\
’Q‘ 05 —
K3
S 0,0
g\
05 — —
-1,0 T~ —_—
-15
0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
X
Verificacion de la solucion general:
Derivando [82] se determina Y', que resulta ser
o [87]
(x-c)
Se remplazan [82] y [87] en [79], para dar
y'+5x'y? = o +5x* l 0
(x°— C)2 (x°— C)2

que satisface la ecuacion diferencial dada.
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Verificacion de la solucion particular:

Derivando [86] se determina y;,, que resulta ser

A S (8]
Y= e 1)

Se remplazan [86] y [88] en [79], para dar
4 A 1
PR =0

2
(x5 - 1) (x5 - 1)
que satisface la ecuacién diferencial dada.
Para comprobar que la funcién cumple con la condicién inicial, se calcula el valor que
toma Y cuando x=0

y',+5x‘ys =

1
y,(0) = 1= [89]

que satisface la condicién inicial.
7.3. Ecuaciones diferenciales de variables separables.

El caso de resolucién de una ecuacion diferencial ordinaria cuando las variables estan
separadas es el mas sencillo. En ocasiones, si bien la ecuacién diferencial no se presenta de tal
manera, resulta posible, mediante sustituciones y operaciones algebraicas, formular la misma
con sus variables ya separadas. En términos generales se dice que este tipo de ecuaciones dife-
renciales es de “variables separables”.

No existen un nimero determinado de formas de ecuaciones diferenciales en las que se
puedan separar las variables, ya que en distintas situaciones se pueden encontrar sustitucio-
nes adecuadas y, en algunos casos varias sustituciones combinadas, que llevan a obtener una
ecuacién diferencial, eventualmente con nuevas funciones desconocidas, de la forma [72] o si-
milar. Como ejemplo, se muestra uno de los casos mas simples en que, dada una ecuacién dife-
rencial donde las variables no se presentan separadas, se puede operar de manera de separar-
las.

Forma de la ecuacion diferencial

y = gﬁ [90]
X

donde g es una funcién continua y acotada en una regiéon R: ‘X - Xo‘ <a, ‘y - yo‘ <b. Como

ejemplo de este caso se pueden mencionar g(%) = (y/x)3 ) g(%) = sen(y/x).

Funcién desconocida
y(x) [91]

Solucién general

Surge de

du dx
_ 2 au=lZ2ic 2
IQ(U)—u uf S 2

Para obtener finalmente la funcién desconocida Yy =U-X

Y/ _

2l

En [90] se establece la sustitucion {y=X-U [93]
y'=u+x-u’

Procedimiento

Tema 1. Ecuaciones diferenciales ordinarias 26



Andlisis Matematico II - Guia de cursada

reemplazando [93] en [90], se tiene

u+x-u=g(u) [94]
en la que se pueden separar las variables, haciendo
du
u+x-—=glu 95
- =9 [95]
para obtener
—du = % [96]
glu-u x

Integrando ambos miembros de [96] y reemplazando U por % se obtiene la solucién

general de [90]

Ejemplo 22:
e y 2x°cos(x’)
Resolver la ecuacion diferencial y'= o + T [97]

y encontrar una solucién particular que pase por el punto (X, y) = (\/;,0).

Resolucion

Aplicando en [97] las sustituciones [93], la ecuacién queda
2x2 cos(x?)
+ [ —,

X-u+u=u 0 , [98]
y simplificando [98], resulta

u-u'=2xcos(x?) [99]
6

u-du=2x cos(xz)dx [100]
e integrando [100] se obtiene

%uz =sen(x?)+C [101]

Como U= )/, se tiene que la solucién general es

y = x-1/23en(x2)+2C [102]

Por dltimo, aplicando las condiciones iniciales del problema, se determina C=0 y la so-
lucién particular es

y = x-/2sen(x?) [103]

7.4. Ecuaciones diferenciales lineales

Las ecuaciones diferenciales lineales se presentan con frecuencia en la practica debido a
que muchos problemas su pueden representar matematicamente a través de ellas.

Por este motivo resulta de interés su estudio y contar con un método directo para su re-
solucidn.

Forma de la ecuacion diferencial

Una ecuacion diferencial de primer orden es lineal si puede ser escrita de la forma

y+P(x)-y =Q(x) [104]

Esta ecuacién es lineal tanto en Y como en Y'. P y Q son funciones cualesquiera de X,
continuas y acotadas en una regién R :|X - XO| <a.

Si el miembro de la derecha Q(X) es cero para todo valor de X en el intervalo considera-
do (es decir Q(x) =0), se dice que la ecuacién es homogénea. En caso contrario, la ecuacién
recibe el nombre de no homogénea o completa.
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En consecuencia, la ecuacién diferencial primer orden lineal y homogénea es de la forma
u' +P(x)-u=0 [105]
en la que se emplea u(x) para representar a la funcién desconocida. De esta manera se hace
notar la diferencia entre ella y la funcién y(x) de la ecuacién [104].

Si bien ambas estan asociadas a través de P(x), se debe hacer notar que no se trata de la
misma funcién. Una debe ser solucién de [104] y la otra de [105].

Funcion desconocida
En [104] y(x); en [105] u(x)
Solucion general de [105]

u=Ce /P ax [106]
Solucion general de [104]
y=C e—fP(x) dx + e—fP(x) dx . f Q(x) efP(x) ax [107]

Demostracion de [106]

Se determinara la solucién general para la ecuacién [105] para un intervalo | dentro del
cual Py Q se suponen continuas. La solucién se obtiene separando las variables:

du
— =—P(x)-dx [108]
u
e integrando
In|u| = — [ P(x) dx + C* [109]
Haciendo C=¢ cuando y>0 y C=-e°
solucién general
u=C el [110]
Tomando C =0 se obtiene la solucién trivial y =0.

cuando Yy <0 y operando se tiene la

Demostracion de [107]

Para la ecuacién no homogénea y'+P(x)-y=Q(X), la solucién se obtiene proponiendo la
sustitucién de Lagrange

y(x) = u(x) - v(x) [111]
en la que U(x)es cualquier solucién particular de [106] y V(X) es una funcién a determinar de
modo que Y(x) satisfaga [104].

Derivando [111] y'=U"V+U-V' y reemplazando en [104], resulta

u'v+u-v+P(x)-u-v=0Q(x) [112]
agrupando
u-v+v-[u+P(x)-u] = Q(x) [113]

la expresion entre corchetes es nula, ya que por hipdtesis se condicion6 a u(x) de manera que
satisfaga U’ + P(X)~ u=0, por lo que [113] resulta en

u-— =Q(x) [114]

Como u(x) es cualquier solucién particular de [106] y la solucién general de [106] es

u=Ce JP@ax 15 golucién particular més sencilla y que se propone a los efectos de estable-
cer una férmula para determinar la solucién general de [104] es

u = o e [115]
Reemplazando [115] en [114] y operando, se tiene
dv = Q(x) - ol PO [116]

Tema 1. Ecuaciones diferenciales ordinarias 28



Andlisis Matematico II - Guia de cursada

Integrando [116]

v=jQ(x)-ejP(X)dx dx + C [117]
y empleando [111], [115] y [116], se tiene

y= efj P(x)dx D‘ alx)- ej PO C} 118
de modo que la solucién general de [104] se puede expresar

= C. e_'fP(X)dX—l—e_J.P(X)dX-J.Q(X)- eIp(X)dX-dX [119]
Ejemplo 23:

Resolver la ecuacién diferencial y' —y-tgXx = 1 [120]

COSX

y encontrar una solucién particular que pase por el punto (X, y) = (O, O).

Resolucion:

Analizando [120], resulta ser una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden lineal
sen x 1
y Qx) =

cosx cosx
La féormula [47], que permite determinar la solucién general de [48] se puede plantear de

la siguiente forma:

no homogénea, donde P(x) = —tgx = —

y= e_jp(x)dXUQ(x)- el 7% gy 4 C} [121]
Se determinan los valores de los exponentes de e
J'P(x)dx = J'— N X d4x = In cos x [122]
COS X
y, remplazando en [121], resulta
Y=e'"°°”“—l 'e'”°°SXdX+C} [123]
COSX
Resolviendo [123] se obtiene la solucién general de la ecuacién diferencial:
_ X+ C (124]
COSX

Para encontrar la solucién particular que satisfaga las condiciones iniciales, es decir una
solucién que pertenezca a la familia [124] y que, a su vez cumpla que y(O) =0, se aplican estos
valores iniciales a [124] para encontrar el valor de C:

0+C

0= =C [125]
cos0
por lo que la solucién particular buscada es
X
y=—— [126]
COSX

7.5. Ecuaciones diferenciales reducibles a lineales. Un ejemplo
Ejemplo 24:

Resolver la ecuacién diferencial X y'+y = x"y® [127]
y encontrar una solucién particular que pase por el punto (X, y) = (0, 0).

Este problema se propone para mostrar como, ain cuando la ecuaciéon diferencial que se
debe resolver no se clasifique en alguna de las formas cuyas soluciones se conocen, se puede
intentar reducirla a alguno de los dos casos vistos: separacién de variables o aplicacién de las
formulas para ecuaciones lineales.
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Resolucion:

Analizando [127], resulta ser una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden no line-
al y no homogénea. Como no es posible separar las variables ni se puede aplicar la formula
[107], se intentara reducir el caso a alguno de los conocidos.

Para ello, se propone el siguiente esquema de sustituciones:

yo L [128]

u'= _2 y' [129]

Remplazando [129] en [127] resulta:

1
—Ex-y3u'+y:x“y3 [130]
Dividiendo [58] miembro a miembro por Yy, se tiene:

—lxu’+i2:x4 [131]

1
Por dltimo, dividiendo por — 2 X ambos miembros de [131] y

W —2u=_2x° [132]
X
La ecuacion diferencial [132] es de la forma [104] en u, por lo que se puede aplicar la

férmula [119], llegando a
dx

dx
u :e2jx [J'—sz e I dx + C}:ez'nX “—sz ey + C]

u= XZI—ZX dx+C
u=x%(-x*+C) [133]

1 1
y= Zlc_x) Y y:_JT—)XZC—XZ ,con C > x° [134]

Es oportuno aclarar que una ecuacién diferencial de la forma dada en este ejemplo,
y'+P(x)-y=Q(x)-y* [135]
con a real, distinto de 0 v 1, se conoce como “ecuaciéon de Bernoulli”, debido a que este inves-

tigador propuso un procedimiento estandar para su resolucion:
Sea

y'+P(x)-y =Q(x)y* [135]

en la que a es un numero real, distinto de 0 y de 1. Cuando aes 0 6 1, la ecuacién [135] se

convierte en lineal.

Para resolver 135 se introduce la sustitucién u(x) = [y( X)]l_a [136]
Diferenciando [136] y sustituyendo Y’ en [134] se obtiene
u'=(1-a)-y*-y’

=(1-a)-y™-[Q(x)-y* — P(x)-y] [137]

= (1-a)-[Q(x) - P(x)-y**
Como en el miembro de la derecha Yy = U, se tiene la ecuacién lineal

u+1-a)-P(x)-u=(1-a)-Q(x) [138]
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8. Aplicacion de las EDO: Ortogonalidad de curvas en el plano

El angulo de interseccién de dos curvas se define como el angulo entre las tangentes a las
curvas en el punto de interseccién.

Se vera como se utilizan las ecuaciones diferenciales para encontrar curvas que intercep-
tan a curvas dadas en angulos rectos. Las nuevas curvas se denominan trayectorias ortogona-
les a las curvas dadas.

Por ejemplo, los meridianos y paralelos del globo son trayectorias ortogonales unos de los
otros.

8.1. Método para determinar Trayectorias Ortogonales

Cualquier familia de curvas uniparamétrica puede ser interpretada, bajo ciertas condi-
ciones, como la solucién general de una ecuacién diferencial de primer orden.

La propiedad de ortogonalidad entre dos familias de curvas uniparamétricas implica que
en cada punto del plano, las curvas de cada familia tienen tangentes de pendientes opuestas e
inversas, o sea llamando y a la funcién que representa a una familia y U a la funcién que re-

presenta a la otra familia se tiene que, en cada punto se debe cumplir:
1
y' =-— [139]
u
Esto permite establecer el siguiente método para determinar trayectorias ortogonales a
una familia de curvas uniparamétrica:
Primer paso:

Determinar la ecuacién diferencial de la familia de curvas dadas en la forma y'= f (X, y).

Segundo paso:

Plantear la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales, aplicando [139]
Tercer paso:

Resolver la ecuacidon diferencial planteada.
Ejemplo 25:

Determinar las trayectorias ortogonales a la familia de parabolas y = C- x°
Resolucion:

Aplicando el método se tiene:

Primer paso:
. , .. y Yy , 4y
Derivando: y'= 2C-X; eliminando C: —5=7—,osea Y =—
X 2X X
Segundo paso:
, X
Tercer paso:

Separando las variables : 2yy'= —X ; osea 2ydy =—xdx, e integrando, resulta
2 2

X
y? = ) +C* ; es decir > +y® =C* que es una familia de elipses como se ve en la Fi-

gura 8.
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Figura 8

Trayectorias ortogonales

Ejemplo 26:

Los experimentos muestran que las lineas de fuerza eléctrica de dos cargas opuestas de
la misma intensidad ubicadas en (-1,0) y (1,0) son circunferencias que pasan por (—1,0) y

(1,0).

Mostrar que estas circunferencias pueden representarse por la ecuacién
x2+(y—C) =1+C>.

Verificar que las lineas equipotenciales (trayectorias ortogonales) son los circulos
(x+ AP +u”=A>-1.
Resolucion:

Para determinar la ecuacién que define a la familia de circunferencias que pasan por los
puntos (—1,0) y (1,0), se parte de la ecuacién general de una circunferencia, es decir

2

(x—h)’+(y—k) =r? [140]

donde (h, k) son las coordenadas del centro y r el radio.

Como las circunferencias de la familia deben pasar simultaneamente por los puntos

(=1,0) y (1,0), se debe cumplir
(-1-h)*+(0-k)* =r?
(1-h)® +(0-k)* =r

y desarrollando los cuadrados, el sistema queda

[141]
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1+2h+h? +k? =r?

1-2h+h? +k? :rz} Li42]
resolviendo [142]

4h=0 .. h=0

k?=r*-1
y reemplazando en [140] queda

X2 +(y—k)* =1+k? [143]

Llamando C a k se obtiene la ecuacién buscada

x? +(y—C)’ =1+C? [144]

El primer paso para hallar las trayectorias ortogonales a la familia [144] es determinar
la ecuacién y'= f (X, y) correspondiente a ella.

Operando sobre [144] se tiene
x> +y?—2Cy+C? =1+C?

x> +y?-2Cy=1.
derivando

2X+2yy' —2Cy' =0

X+yy —Cy' =0.

Eliminando el parametro C y operando se llega a
1-x°-y®  x+yy
2y y'

0 sea

B 2Xy
es la ecuacién diferencial de la familia de curvas dada.
Aplicando la condicién de ortogonalidad, es decir Yy’ = —(]/ u') donde u es la funcién uni-

!

[145]

paramétrica que representara a las trayectorias ortogonales, se tiene
1 2xu
= [146]
u -1+x“-u
y operando se llega a
C1-x*+u?
2Xu
que se puede escribir

2uu’—1u2=1—x [147]
X X

que es una ecuacion no lineal de primer orden tipo Bernoulli.

ul

b

Haciendo V=U?, V' = 2uU’, la ecuacién [9] tiene la solucién

V= efjf}dX [I(i - xj ~ eIf?dX cdx + B} [148]
X

y resolviendo las integrales expresadas, queda

v=-1-x>+Bx [149]
volviendo a la variable U , operando y haciendo B = 2A se tiene
(x=AP +u?=A*-1 [150]

que es lo que se queria demostrar.

La representaciéon de la familia de curvas dadas, la funcién y(x) en negro, y la de sus co-
rrespondientes trayectorias ortogonales la funciéon u(x) en rojo, o sea las lineas de fuerza eléc-
trica y las equipotenciales respectivamente, se muestra en la Figura 9.
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Figura 9

9. Comentarios para el final del Tema

Durante el desarrollo de este capitulo se ha presentado el concepto de ecuacién diferen-
cial ordinaria, desde una perspectiva general: sus caracteristicas principales, su utilidad en el
contexto del analisis y la solucién de problemas abiertos y los tipos de soluciones que se pue-
den obtener.

Se propuso una clasificacién general de las ecuaciones diferenciales basada centralmente
en la cantidad de funciones desconocidas y variables independientes que aparecen y el orden
de las derivadas involucradas.

Se describié el papel de las constantes arbitrarias en las soluciones generales de las
ecuaciones diferenciales ordinarias y la relacién entre su namero y el orden de la EDO.

La pequenia pausa en el punto 6 permite reflexionar sobre las cuestiones anteriores, en
especial teniendo en cuenta las conclusiones que surgen de los ejemplos propuestos, tanto en
la forma de resolucién de ejercicios como en el planteo y la solucién de problemas abiertos de
ingenieria y otras disciplinas.

Luego se presentan procedimientos especificos para resolver algunos casos de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden, que es el objetivo basico de este Tema.

Por dltimo se mostré una aplicacion geométrica y fisica del conocimiento de las ecuacio-
nes diferenciales ordinarias de primer orden.
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