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Regresión



Línea de tendencia
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Regresión

 n: Cantidad de puntos (xi, yi) a ajustar.

 𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝜃)

 θ: Parámetros a ajustar.

 Función objetivo: Suma de errores cuadrados.
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Regresión lineal

 n: Cantidad de puntos (xi, yi) a ajustar.

 𝑦 = 𝑎 𝑥 + 𝑏

 a y b: Parámetros a ajustar.
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Simplificación de la función objetivo



Simplificación de la FO

Sea f(x) con un punto máximo en xopt, este punto también será un 

punto óptimo de la función g(x) definida como:

( ) ( )g x f x = +

( )  ( ) Min Maxf x f x− = −

( )  ( ) Max Max 0g x f x  = + 

( )  ( ) Min Max 0g x f x  = + 



Instrumentación



Exactitud y precisión



Exactitud y precisión

 Exactitud: Diferencia entre el 

promedio de las mediciones y 

el valor real.

 Precisión: Dispersión de las 

mediciones. Se mide con el 

error o la desviación estándar.

 La calibración mejora la 

exactitud.



Reconciliación de lecturas



Problema

 Los balances no se cumplen por errores en las mediciones.

 Reconciliación de lecturas o de datos: Estima los valores reales de 

las variables a partir de sus mediciones y del modelo del proceso.

 Asegura el cumplimiento de los balances.



Parámetros

 Ejemplo:

 P y T medidas en un reactor.

 Medidas: 2 para P y 3 para T.

 𝑛 = 2

 𝑥1 = 𝑃 y 𝑥2 = 𝑇.

 𝑙1 = 2 y 𝑙2 = 3.

 𝑠1,1, 𝑠1,2, 𝜎1,1 y 𝜎1,2 para P.

 𝑠2,1, 𝑠2,2, 𝑠2,3, 𝜎2,1, 𝜎2,2 y 𝜎2,3 para T.

 n: Cantidad de variables 

medidas x.

 li: Cantidad de mediciones de 

la variable xi.

 m: Cantidad de variables no 

medidas y.

 si,k: Medición k de la variable xi.

 σi,k: Desviación estándar de si,k.



Condiciones necesarias

 n1: Cantidad de mediciones, 𝑛1 = σ𝑖=1
𝑛 𝑙𝑖.

 m1: Cantidad de restricciones de igualdad.

 Redundancia de sensores: 𝑔𝑟𝑠 = 𝑛1 − 𝑛 ≥ 0.

 Redundancia topológica: 𝑔𝑟𝑡 = 𝑚1 − 𝑚 ≥ 0.

 Se debe cumplir 𝑔𝑟𝑠 + 𝑔𝑟𝑡 > 0.



Elementos del modelo

 Variables de decisión: xi y yj, en total 𝑛 + 𝑚.

 Función objetivo: Suma de errores cuadrados,σ𝑖=1
𝑛 σ𝑘=1

𝑙𝑖 𝑠𝑖,𝑘−𝑥𝑖

𝜎𝑖,𝑘

2

.

 La función objetivo tiene 𝑚1 términos, uno por cada medición s.

 La división por 𝜎 cumple con dos funciones:

 Hacer que cada término sea adimensional.

 Otorgar más pesos a las medidas más precisas.

 Restricciones: Modelo del sistema, 𝐹 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚 = 0, en 
total 𝑚1 ecuaciones de igualdad.



Modelo estándar

 Estima los valores de n 

variables medidas x y los 

valores de m variables no 

medidas y a partir de n1 

mediciones s con desviación 

estándar σ.
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Mezclador 1



Mediciones

S1 (l/s) S2 (l/s) S3 (l/s)

10 15 27

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

No se verifica el balance de materia.



Modelo

( )
1 2 3
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• 𝑔𝑟𝑠 = 𝑛1 − 𝑛 = 3 − 3 = 0 ≥ 0
• 𝑔𝑟𝑡 = 𝑚1 − 𝑚 = 1 − 0 = 1 ≥ 0
• 𝑔𝑟𝑠 + 𝑔𝑟𝑡 = 0 + 1 = 1 > 0

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

Mezclador 1.lg4



Modelo en LINGO



Resultados en LINGO

Variable           Value        Reduced Cost
      S1        10.00000            0.000000
      S2        15.00000            0.000000
      S3        27.00000            0.000000
      F1        10.66667           0.7982303E-07
      F2        15.66667           0.1457392E-07
      F3        26.33333           0.6592139E-08

     Row    Slack or Surplus      Dual Price
      FO        1.333333           -1.000000
     RBM        0.000000           -1.333333



Estimaciones

S1 (l/s) S2 (l/s) S3 (l/s)

10 15 27

F1
 (l/s) F2

 (l/s) F3
 (l/s)

10.67 15.67 26.34

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 



Mezclador 2



Mediciones

s Corrientes
1 2 3

F (l/s) 10.0 20.0 27.0
C (mol/l) 30 10 15

• EF: 0.1 l/s

• EC: 0.5 mol/l

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

• Agua y metanol.

• C es la concentración de metanol.



Modelo
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Mezclador 2.lg4

• 𝑔𝑟𝑠 = 𝑛1 − 𝑛 = 6 − 6 = 0 ≥ 0
• 𝑔𝑟𝑡 = 𝑚1 − 𝑚 = 2 − 0 = 2 ≥ 0
• 𝑔𝑟𝑠 + 𝑔𝑟𝑡 = 0 + 2 = 2 > 0



Modelo en LINGO



Resultados en LINGO

Variable           Value        Reduced Cost
      F1        8.985258          -0.2514405E-06
      F2        19.01160            0.000000
      F3        27.99686           0.6813677E-06
      C1        29.70889            0.000000
      C2        9.384048          -0.2909656E-07
      C3        15.90706           0.5286781E-07

     Row    Slack or Surplus      Dual Price
      FO        305.1838           -1.000000
     RBM        0.000000            195.2482
     RBC        0.000000           0.2591901



Estimaciones

s Corrientes
1 2 3

F (l/s) 10.0 20.0 27.0
C (mol/l) 30 10 15

x Corrientes
1 2 3

F (l/s) 8.99 19.01 28.00
C (mol/l) 29.71 9.38 15.91

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 



Mezclador 2b



Mediciones

s Corrientes
1 2 3

F (l/s) 10.0 20.0 27.0
C (mol/l) 30 10 15

EF: 0.1 l/s

EC: 0.5 mol/l

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 



Modelo
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Mezclador 2b.lg4

• 𝑔𝑟𝑠 = 𝑛1 − 𝑛 = 5 − 5 = 0 ≥ 0
• 𝑔𝑟𝑡 = 𝑚1 − 𝑚 = 2 − 1 = 1 ≥ 0
• 𝑔𝑟𝑠 + 𝑔𝑟𝑡 = 0 + 1 = 1 > 0



Modelo en LINGO



Modelo en LINGO



Resultados en LINGO

Variable           Value        Reduced Cost
       F1        8.985258          -0.2514405E-06
       F2        19.01160            0.000000
       F3        27.99686           0.6813677E-06
       C1        29.70889            0.000000
       C2        9.384048          -0.2909656E-07
       C3        15.90706           0.5286781E-07

      Row    Slack or Surplus      Dual Price
       FO        305.1838           -1.000000
      RBM        0.000000            195.2482
      RBC        0.000000           0.2591901



Estimaciones

s Corrientes
1 2 3

F (l/s) 10.0 20.0 27.0
C (mol/l) 30 10 -

x Corrientes
1 2 3

F (l/s) 8.99 19.01 28.00
C (mol/l) 29.71 9.38 15.91

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 



Calculabilidad



Sistema no calculable

s Corrientes
1 2 3 4

F (l/s) - - 29.5 30.3
28.2

1 2 3 0+ − =F F F

3 4 0− =F F

  
 

  
 

  
 

  
 

Sistema no calculable.lg4

• 𝑔𝑟𝑠 = 𝑛1 − 𝑛 = 3 − 2 = 1 ≥ 0
• 𝑔𝑟𝑡 = 𝑚1 − 𝑚 = 2 − 2 = 0 ≥ 0
• 𝑔𝑟𝑠 + 𝑔𝑟𝑡 = 1 + 0 = 1 > 0



Sistema calculable

s Corrientes
1 2 3 4

F (l/s) 8.9 - - 28.0
7.6

1 2 3 0+ − =F F F

3 4 0− =F F

  
 

  
 

  
 

  
 

Sistema calculable.lg4

• 𝑔𝑟𝑠 = 𝑛1 − 𝑛 = 3 − 2 = 1 ≥ 0
• 𝑔𝑟𝑡 = 𝑚1 − 𝑚 = 2 − 2 = 0 ≥ 0
• 𝑔𝑟𝑠 + 𝑔𝑟𝑡 = 1 + 0 = 1 > 0



Sistema calculable

s Corrientes
1 2 3 4

F (l/s) - - 29.5 30.3
28.2

x Corrientes
1 2 3 4

F (l/s) 8.9 - - 28.0
7.6

1 2 3 0+ − =F F F

3 4 0− =F F

  
 

  
 

  
 

  
 



Modelo no lineal



Programación matemática

( )
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Clasificación de modelos

 Programación Lineal (LP, Linear Programming)

 Programación No Lineal (NLP, Nonlinear Programning)

 Programación Lineal Entera (ILP, Integer Linear Programming)

 Programación No Lineal Entera (INLP, Integer Nonlinear Programming) 

 Programación Lineal Entera Mixta (MILP, Mixed Integer Linear 

Programming) 

 Programación No Lineal Entera Mixta (MINLP, Mixed Integer Nonlinear 

Programming)

( )1 2 1 1 2 2, , , n n nFO x x x a x a x a x= + + +



Modelo no lineal

3 2Max 9 26 24

s.a :

1.5

4.5

− + −





x
x x x

x

x

Modelo no lineal.xlsx

Modelo no lineal.lg4











Modelo en LINGO



Resultados en LINGO

Variable           Value        Reduced Cost
       X        4.500000           -5.750000

     Row    Slack or Surplus      Dual Price
       1        1.875000            1.000000
       2        3.000000            0.000000
       3        0.000000            0.000000



Óptimo local y global

Máximo relativo

Máximo absoluto



Definiciones

 Punto crítico: La derivada es nula o no existe. Frontera.

 Sea 𝑓: 𝐴 ⊂ ℝ𝑛 → ℝ, sea 𝑥0 ∈ 𝐴 y sea 𝑃 = 𝑥0, 𝑓 𝑥0  un punto crítico:

 𝑃 es un máximo local o relativo si ∃𝛿 > 0: 𝑓 𝑥 ≤  𝑓 𝑥0  ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 − 𝑥0 ≤ 𝛿.

 𝑃 es un mínimo local o relativo si ∃𝛿 > 0: 𝑓 𝑥 ≥  𝑓 𝑥0  ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 − 𝑥0 ≤ 𝛿.

 𝑃 es un máximo global o absoluto si 𝑓 𝑥 ≤  𝑓 𝑥0  ∀𝑥 ∈ 𝐴.

 𝑃 es un mínimo global o absoluto si 𝑓 𝑥 ≥  𝑓 𝑥0  ∀𝑥 ∈ 𝐴.

 En optimización se desea encontrar el óptimo global o absoluto.

Puntos críticos

https://es.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/applications-of-multivariable-derivatives/optimizing-multivariable-functions/a/maximums-minimums-and-saddle-points


Óptimos locales y globales



Condiciones suficientes



Extracción 

por solvente

Sin Global Solver.



Extracción 

por solvente

Sin Global Solver.

Extracción por solvente con INIT.lg4



Extracción 

por solvente

Sin Global Solver.



LINGO



Extracción 

por solvente

Con Global Solver.



Simulated annealing



Simulated annealing, maximización



Simulated annealing (minimización)

 x ← x0

 Para k = 0 hasta kmax

 T ← temperatura(k/kmax)

 xnew ← vecino(x,T)

 Si P(E(x),E(xnew),T) ≥ Aleatorio() entonces x ← xnew

 Siguiente k

 Reportar x



Enfriamiento

 T0: temperatura inicial, e. g. 100.

 Funciones de enfriamiento:

 Exponencial: T ← T0 0.95k

 Rápida: T ← T0/k

 Boltzmann: T ← T0/ln(k)



Selección de vecinos

 Funciones de selección de 

vecinos:

 Rápida: La longitud del salto es 

igual a la temperatura. La 

dirección es aleatoria.

 Boltzmann: La longitud del salto es 

igual a la raíz cuadrada de la 

temperatura. La dirección es 

aleatoria.

x xnew



Probabilidad de aceptación

 Distribución de probabilidad 

de Boltzmann:

 P(E,T) ∼ exp(−E/(k T) )

 k = 1.38×10-23 J/K

 Metropolis et al. (1953):

 p = exp[−(E2 − E1)/(k T) ]

 Si E2 < E1, p ← 1

 Si E2 > E1, p  [0,1]



Algoritmo genético



Algoritmo genético (maximización)

f(x)

x



Algoritmo genético (maximización)

f(x)

x





Algoritmo genético
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  y = f ( x , 𝜃 )


  y = a   x + b


  n = 2


   x 1 = P


   x 2 = T


   l 1 = 2


   l 2 = 3


   s  1 , 1 ,  s  1 , 2 ,  𝜎  1 , 1


   𝜎  1 , 2


   s  2 , 1 ,  s  2 , 2 ,  s  2 , 3 ,  𝜎  2 , 1


   𝜎  2 , 2


   𝜎  2 , 3


   n 1 =  ∑  i = 1 n   l i


  g r s =  n 1 − n ≥ 0


  g r t =  m 1 − m ≥ 0


  g r s + g r t > 0


  n + m


   ∑  i = 1 n   ∑  k = 1   l i     (     s  i , k −  x i   𝜎  i , k ) 2


   m 1


  𝜎


  F  (   x 1 ,  x 2 , … ,  x n ,  y 1 ,  y 2 , … ,  y m ) = 0


   m 1


    g r s = n 1 − n = 3 − 3 = 0 ≥ 0


    g r t = m 1 − m = 1 − 0 = 1 ≥ 0


  g r s + g r t = 0 + 1 = 1 > 0


    g r s = n 1 − n = 6 − 6 = 0 ≥ 0


    g r t = m 1 − m = 2 − 0 = 2 ≥ 0


  g r s + g r t = 0 + 2 = 2 > 0


    g r s = n 1 − n = 5 − 5 = 0 ≥ 0


    g r t = m 1 − m = 2 − 1 = 1 ≥ 0


  g r s + g r t = 0 + 1 = 1 > 0


    g r s = n 1 − n = 3 − 2 = 1 ≥ 0


    g r t = m 1 − m = 2 − 2 = 0 ≥ 0


  g r s + g r t = 1 + 0 = 1 > 0


    g r s = n 1 − n = 3 − 2 = 1 ≥ 0


    g r t = m 1 − m = 2 − 2 = 0 ≥ 0


  g r s + g r t = 1 + 0 = 1 > 0


  f : A ⊂  ℝ n → ℝ


   x 0 ∈ A


  P =  (   x 0 , f  (   x 0 ) )


  P


  ∃ 𝛿 > 0 : f  ( x ) ≤   f  (   x 0 )   ∀ x ∈ A ∧  |  x −  x 0 | ≤ 𝛿


  P


  ∃ 𝛿 > 0 : f  ( x ) ≥   f  (   x 0 )   ∀ x ∈ A ∧  |  x −  x 0 | ≤ 𝛿


  P


  f  ( x ) ≤   f  (   x 0 )   ∀ x ∈ A


  P


  f  ( x ) ≥   f  (   x 0 )   ∀ x ∈ A

