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Introduccidn

En la modelizacion matematica de muchos problemas realistas, los sistemas de ecuaciones
algebraicas, y de una manera especial los lineales, aparecen de manera natural. Esto ocurre
tanto en el planteamiento directo de muchos problemas, como pueden ser el de equilibrio de
fuerzas en mecdnica, las ecuaciones de equilibrio de un circuito en electricidad o muchos otros,
asi como en el planteamiento indirecto, al discretizar ecuaciones mas complicadas. Pero ¢épara
gué hace falta estudiar la resolucion de estos problemas en Calculo Numérico cuando es bien
sabido que hay métodos provenientes del Algebra que permiten obtener la solucién de manera
directa sin mayores problemas? Sencillamente por un problema de complejidad computacional.
Los métodos del Algebra o métodos exactos son apropiados para muchos problemas, pero son
muy costosos de utilizar en situaciones donde los sistemas a resolver tienen muchas ecuaciones.
Por otro lado, en algunas no son aplicables. Este hecho nos lleva a la busqueda de otros métodos
no exactos, pero mas eficientes en muchas situaciones practicas. De hecho, es este un campo
en el que se conocen muchas técnicas, pero donde, al mismo tiempo, la busqueda de métodos
de resolucién mas eficientes sigue siendo tema de una intensa investigacién. El objetivo que
perseguimos en esta unidad es estudiar algunos de los métodos y exponer una serie de ideas
gue nos guien a la hora de tener que escoger entre las diversas técnicas disponibles.

Se denomina sistema lineal de n ecuaciones y n incodgnitas a un conjunto de n igualdades de la
forma

ai1Xx1 + A12Xo + -+ ApnXy = b1
a21x1 + azzxz + -+ aann = b2

: (1)

An1Xy + ApaXxy + -+ Appxy = by

donde a;;, i,j =1,2,..,n, son los coeficientes del sistema, los x;, i =1,2,..,n, son las
incoégnitas y los b;, i = 1,2,...,n, representan los términos independientes. Observe que el
término lineal hace referencia a que las incégnitas involucradas se hallan elevada a la primera
potencia.

Los sistemas de ecuaciones lineales (SEL) constituyen un tema clasico dentro de las
matematicas, ya que son de gran utilidad en multiples ramas de conocimiento, tales como
economia, biologia, fisica, psicologia, entre otras; debido a que el mundo real puede ser
modelado como un conjunto de objetos trabajando interconectados, donde cada uno de esos
objetos es gobernado por una ecuacidn, dando lugar a que cada una de estas sea una parte del
sistema de ecuaciones que representa la totalidad del fenédmeno estudiado. Asi, cada una de
estas partes u objetos (las ecuaciones) representan una parte de un circuito eléctrico,
estructuras o columnas de destilacion, por citar algunos ejemplos.
En otras palabras, la solucién de problemas de ingenieria mediante SEL representa sistemas
multicomponentes donde cada una de las ecuaciones debe resolverse de manera simultanea,
debido a que todas ellas estan relacionadas, esto es, las diferentes partes del sistema estan
influenciadas por otras partes.
En estos términos las x son las medidas de las magnitudes que representan las respuestas de
los componentes individuales, las a representan cominmente las propiedades y caracteristicas
relacionadas con las interacciones entre los componentes y finalmente, las b representan las
funciones forzadas que actuan sobre el sistema.
Para ilustrar estos conceptos, se propone modelar los siguientes ejemplos basicos

a) Problema basico de Fisica: una palanca de equilibrio
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b)

Se observan tres objetos (A, B y C), cada uno de ellos posee un peso especifico. De uno
de ellos (el C) se conoce su peso, por lo cual se desea determinar el peso de los otros
dos. Como informacidn relevante se ha determinado el equilibro sobre la palanca en
estas dos configuraciones
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Por lo tanto, se puede modelar un SEL que represente estas dos configuraciones con el
objetivo de determinar el peso de cada uno de ellos. Para modelar estas situaciones se
parte del hecho de que en un sistema en equilibrio la suma de los momentos de las
fuerzas aplicadas respecto a un punto cualquiera (en este caso el punto de apoyo O), es
igual a 0. Entonces podemos modelar matematicamente de esta manera:
Six; = Pesode A, x, = Peso de B y x3 = Peso de C, entonces
X1 —2x, —x3=0

{0,6x1 +1,6x, —x3=0
Debido a que en este caso x3 es conocido es posible aplicar diversas técnicas (que seran
estudiadas en las préximas secciones) para obtener el valor de los otros dos pesos.
Flujo de redes
Multiples problemas de ingenieria, ciencias sociales y naturales (entre otros) se pueden
modelar a partir de un flujo de redes. Una red consiste en un conjunto de puntos
denominados nodos, interconectados por medio de unos arcos denominados ramas. La
direccion ubicada en cada rama indica el sentido del flujo y la cantidad (o tasa) de flujo
se denota por medio de una variable. Existen otras suposiciones a tener en cuenta en
este tipo de modelizacién, pero el siguiente esquema representa lo descripto hasta
ahora

v

Debido a que se parte del supuesto basico y estandar de que el flujo que entra a la red
es el mismo que sale de lared, y que el flujo entrante en un nodo es igual al flujo saliente
del nodo, entonces podemos expresar el esquema anterior como

ut+v=w
Como puede imaginar, el planteo de problemas mediante flujos de redes es muy amplio:
trafico en una ciudad, corriente en un circuito eléctrico, distribucion de mercaderias,
caudales en una red de tuberias, etc. Observe el siguiente esquema

300 i 150
200
200 N a1 s
T
T2 Ty Nodo Flujo entrante Flujo saliente
A 3004200 = 1 41
w0 ) ) 200 B T, + 14 = 150 4200
s 4 C 300 + ap = xy + 430
Ty D rq + 200 = x5 + 200
450 200
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c)

El cual ilustra el flujo de trafico que entra o sale de una calle, en nimero de vehiculos
por hora (como un promedio durante las horas pico). El planteo objetivo es que en
nuestra ciudad se va a realizar un arreglo en las calles y se quiere conocer el flujo de
transito en alguna de ellas para tomar decisiones en cuanto a su redireccionamiento.
Se recuerda que el flujo entrante en un nodo es igual al flujo saliente, entonces se podria
determinar los flujos x4, x,, x3 ¥ x4. Cuando haya avanzado sobre los conocimientos
abordados en esta unidad, luego podra determinar si este problema tiene solucion.
Problema altimétrico en Topografia

La Topografia es el estudio dimensional de pequenas porciones de la superficie
terrestre. Se estudian basicamente distancias lineales entre puntos definidos. Una
distancia que interesa es la distancia vertical entre estos puntos. En cada punto de la
Tierra mediante una plomada es posible definir una direccién que se llama Vertical del
Lugar. Esta vertical puede materializarse mediante distintos instrumentos, muchos de
uso cotidiano. Desde plomadas de albaiil hasta los instrumentos topograficos mas
sofisticados. La vertical permite definir sobre ella un sistema de coordenadas de una
dimensiodn.

Los problemas que abordan la altimetria son casos particulares dentro de la topografia.
La altimetria busca representar la altura o cota de cada punto respecto de un plano de
referencia, y asi conseguir representar el relieve de un terreno mediante planos de curva
de nivel, perfiles, etc.

BS e --~=c-~-—agn I o e o o o i | FS
‘{ !*’;\
HI / / S P
2
& sl cotas
Y Versed . e ; i s Trar $94
et 1er Tramo 123 00 mts 2o Trarno 1260 mtks | 3er Tramo 124/20mis |

El esquema anterior representa los calculos para un ejemplo de célculo de red de
alturas.
En este calculo se modelan las observaciones para la determinacion de las cotas
(alturas) x4, x5, ..., x,,, donde n especifica la cantidad de puntos. Luego se miden los
desniveles o diferencias de alturas, desde el punto i hasta el punto j para generar un
valor AH;;, es decir

Punto i: x; — x; = AH;j

Si suponemos una red con 3 puntos y 3 mediciones, entonces se obtendra el siguiente
sistema de ecuaciones lineales

T Punto 1: 3 — 11 = AH
Punto 2: 33 — 12 = AHo
Punto 3: x; — 3 = AHy,

En particular, los SEL son una de las ramas mads importantes del cdlculo numérico, ya que una
multitud de métodos numéricos conducen al planteamiento de uno o varios sistemas lineales;
como por ejemplo la interpolacién spline de funciones, la aproximacién por minimos cuadrados
o la resolucion de una ecuacién no lineal por el método de Newton.
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Una particularidad de los SEL que se forman a partir de problemas fisicos y/o quimicos es que
son generalmente grandes en dimension (cantidad de ecuaciones vs cantidad de incégnitas),
necesitando una gran cantidad de recursos para ser resueltos en forma exacta.

Por este motivo, actualmente los SEL son ampliamente utilizadas como modelos de resolucién
de problemas con soporte en los ordenadores. Por medio de estos ultimos, es posible disefiar
sistemas de casi cualquier numero de ecuaciones. Como consecuencia, despierta especial
interés la programacion de las técnicas utilizadas, la cantidad de cdlculos utilizados, la
propagacién de errores y la velocidad de convergencia, entre otros.

En primer lugar, se brindara un espacio para los conceptos asociados al algebra lineal debido a
gue es fundamental para la resolucion de SEL. Dentro de este apartado se incluye el estudio y
uso de las matrices triangulares y el calculo de la matriz inversa ya que como se podra distinguir
posteriormente, juegan un papel importante en la resolucién de los sistemas. Luego, en las
siguientes secciones se clasificardn y describiran los dos tipos de métodos fundamentales que
se pueden aplicar para la resolucion de SEL: los métodos directos y los métodos numéricos; para
lo cual se prestard especial foco en sus diferencias.

Finalmente, el nicleo de la tematica pasara al estudio de los métodos numéricos, dando lugar a
la definicién del método iterativo general y su implementacién en las técnicas de Jacobi, Gauss-
Seidel y el Método de Relajaciéon. Dentro del estudio de cada uno de estos métodos se realiza el
analisis de la convergencia.

Algebra Lineal Numérica

Antes de centrarse propiamente en el estudio de métodos de resolucién de sistemas lineales,
conviene repasar las nociones mads caracteristicas del algebra matricial, debido a que los
sistemas lineales, como se verd mas adelante, se expresan bajo notacion matricial, por lo cual
se aplican sus diversas propiedades; para llegar a obtener la solucion del sistema.

Matrices

e Matriz: consiste en un arreglo rectangular de elementos individuales representados por
un solo simbolo que consiste en una letra mayuscula dentro de un corchete, es decir

a1 Q12 Q13 0 Qim

Az1 Az Q3 - Qm
[A] =

Ap1 Qp2 QApz  *° Apm

Observe que cada elemento individual dentro de la matriz es representado por la
notacion a;; donde iy j son los indices del elemento. Estos indican la posicion del
elemento en la matriz. Esto es, i indica la posicidn fila, mientras que j indica la columna
en la cual se halla el elemento. Los elementos a;; pueden ser numeros o funciones de
una o varias variables. En la tematica de SEL representan nimeros reales.

Ejemplo:
1 2 3 4 ¢Cual es valor del elemento as,?
[Al=]5 6 7 8
9 10 11 12

e Fila: un conjunto horizontal de elementos dentro de la matriz.
Encierre con un circulo los elementos que pertenecen a la segunda fila de la matriz [A]

4 7 8 5 12

¢Falté alguno? ¢ Cuadles?:
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Columna: un conjunto vertical de elementos dentro de la matriz.
Marque con una X los elementos que no pertenecen a la columna 3 de la matriz [A]

2 7 8 11 12
éFaltd alguno? ¢ Cudles?:

Dimension: indica el tamano o cantidad de filas y columnas que posee una matriz. Se
representa por la notacion n X m, donde n indica la cantidad de filas de la matriz,
mientras que m indica la cantidad de columnas de la matriz.

¢Cudl es la dimension de la matriz [A4]?:

Vector fila: es una matriz cuyo valor de n = 1. Se representan con la siguiente notacion
[B] = [by by ... by]
Observe que por motivos de simplificacion se omite el indice i, por lo cual el indice
presente indica la ubicacion del elemento en las columnas del vector.
Un vector fila también suele representarse de la siguiente manera |B] .
Ejemplo:
[Al=1[1 2 3 4] ¢Cudl es valor del elemento as?

Vector columna: es una matriz cuyo valor de m = 1. Se representan con la siguiente

notacion
C1
C2
[C] =1:
CTL

Observe que por motivos de simplificacion se omite el indice j, por lo cual el indice
presente indica la ubicacién del elemento en las filas del vector.
Un vector columna también suele representarse de la siguiente manera {C} .
Ejemplo:

1 ¢Cudl es valor del elemento a3?

{A} =15

9
Matriz_cuadrada: son aquellas matrices donde n = m. En las matrices cuadradas el
término dimension es reemplazado por “orden”. Por ejemplo, una matriz cuadrada
n X n tiene una dimensidn de orden n, o se dice que la matriz es de n orden.
Ejemplo:

1 2 3 ¢éCudl es el orden de la matriz [A]?
[A]=1|5 6 7
9 10 11

Diagonal principal: es el conjunto que contiene los elementos a;; de una matriz
cuadrada que cumple i = j.

Ejemplo:
1 2 3 Elementos de la diagonal principal de [A]
[A]=1]|5 6 7
9 10 11

Tipos de Matrices Cuadradas

Son importantes en la solucion de sistemas de ecuaciones ya que el nimero de filas es igual al
numero de ecuaciones y el de columnas es igual al nimero de incégnitas. Particularmente
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existen unos tipos especiales de matrices cuadradas que seran de fundamental importancia en
la busqueda de la solucion de los sistemas, por lo cual resulta adecuado describirlos.

e Matriz simétrica: es aquella donde a;; = a;; V i,j
Por ejemplo,

5 1 2
[A]=]1 3 7
2 7 8

e Matriz diagonal: es una matriz cuadrada donde todos los elementos fuera de la diagonal
principal son iguales a cero. Por ejemplo, una matriz genérica de cuarto orden tendra la
siguiente forma

[411 ]

QAaq
Observe que en esta notacion los elementos que valen 0 se dejan en blanco.

e Matriz identidad: es una matriz diagonal donde todos los elementos sobre la diagonal
principal son iguales a 1. Para una matriz cuadrada de cuarto orden la notacién para
representar este tipo de matrices es

1
1
Donde se utiliza especificamente el simbolo [I] para denotar la matriz identidad. Una

matriz identidad posee propiedades similares a la unidad.

e  Matriz trianqular superior: es aquella donde todos los elementos por debajo de la
diagonal principal valen cero. Para una matriz de orden 4, la notacidn para representar
este tipo de matrices es

a1 Q12 A13  Aq4
[4] = Az A2z Q4
a azz Qdza

e Matriz triangular inferior: es aquella donde todos los elementos por arriba de la diagonal
principal valen cero. Para una matriz cuadrada 4 X 4 la notacion para representar este
tipo de matrices es

[4] = az1 Qzz
az1 Gz 0azs
l6141 QAgp Qa3 a44J
e Matriz banda: tiene todos los elementos iguales a cero, con la excepcidn de una banda
centrada sobre la diagonal principal. Para una matriz cuadrada 4 X 4 la notacidn para
representar este tipo de matrices es
ai; Qg2
[4] = dz1 Az Q23
a3z A3z Q34
l A43  QAgy

En este tipo de matrices, se define el ancho de banda como la cantidad de elementos
por arriba y por debajo de la diagonal principal (incluido el elemento de la diagonal
principal). En el esquema ejemplo, el ancho de banda es 3 (se denomina tridiagonal).
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Matriz _inversa: es el resultado de invertir la matriz original y se denota [A]!. Su
principal caracteristica radica en que

[A][A]~* = [1]
En posteriores secciones describiremos con mayor detalle la forma en que se obtiene
esta matriz, debido a que tiene particular implicancia en los métodos que se aplicaran.

Reglas y propiedades de las operaciones con matrices

lgualdad de matrices: dos matrices n X m son iguales si y solo si, cada elemento en la
primera matriz es igual a cada elemento en la segunda matriz; es decir [A] = [B] &
aij = b” v l,]

1 2 3 1 4 7
Ejemplo: Dado [A] =4 5 6] y[B]=12 5 8]. éEs[A] = [B]?
7 8 9 3 6 9

Si bien ambas matrices poseen el mismo orden (3), existen elementos en la misma
posicidn que poseen diferente valor, por tanto, estas matrices no son idénticas.
Suma de matrices: si [A] y [B] tienen la misma dimension se define [C] = [A] + [B]
como la suma de los términos correspondientes de cada matriz, es decir

Cij = aij + bl] v l,]

Ejemplo: Dado [A] = [4 3] ?; _34] ¢Es posible calcular

[A] + [B]? En caso afirmativo resuelvalo.

Ambas matrices poseen dimensién 2 X 3, por tanto, se puede calcular la suma

[4 8,5 —3]+ —4] [—1 8,5+2 —3—4]_[3 10,5 —7]
2 =13 7 245 —-134+48 7+4+3] |7 67 10

Resta de matrices: si [A] y [B] tienen la misma dimension se define [C] = [A] — [B]
como la suma de los términos correspondientes de cada matriz, es decir
Cij =ajj —bijVij

Ejemplo: Dado [4] = [4 3] 1 z2 —4

s 3 ] éEs posible calcular

[A] — [B]? En caso afirmativo resuelvalo.

Ambas matrices poseen dimension 2 X 3, por tanto, se puede calcular la resta

[4 —3] [ —4] [4+1 85—2 —3+4]=[5 65 1
—13 2-5 -13-8 7-3 -3 -93 4

La suma de matrices es conmutativa: [A] + [B] = [B] + [A]

La suma de matrices es asociativa: ([A] + [B]) + [C] = [A] + ([B] + [C])

Multiplicacion de una matriz por un escalar: dado un escalar « se define esta operacién

de la siguiente manera

Xa;; Xa;p Xapz o Xdyy
X a21 oC azz o a23 b oC azm
[D] = [A] =
lOC An1 X app Xdpz -+ X anmJ
Ejemplo: Multiplique la matriz [A] = [; _8i53 _73] por el escalar ox= 2
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_ 2(4) 2(85) 2(-3)
2[4 —13 3]:[2(2) 2(-1,3) 2(7) [4 —26 14]

Este tipo de operacion posee diferentes propiedades, algunas de las mas importantes
son:

Distributiva respecto a la suma de matrices: < (A + B) =x A+« B
Distributiva respecto a la suma de escalares: (x +5)A =x A + A

Asociatividad: (x )4 =« (BA)

e Producto de 2 matrices: dadas las matrices [A] y [B], si se cumple la conformidad del
producto, esto es
p = dimensién columna de [A] = dimension fila de [B]

entonces, se define [C] = [A] [B] mediante la aplicacion de la siguiente operacion para

cada uno de los elementos de ¢;;
P

Cij = Zaikbkj Vi= 1, ...,nij = 1,...,m
k=1
Suponga que se denota la dimensién de cada matriz de la siguiente manera [A],;xm Y
[B]mx; €ntonces la matriz resultante [C] tendra dimensién [C],,«;, lo cual se expresa de
manera practica mediante el siguiente esquema

[A]nxm [B]mxl = [C]nxl

\ J
Y

Dimensiones interiores
Son iguales
K (se puede multiplicar)

Y

Dimensiones exteriores. Definen la dimension de la matriz
resultado

Aunque la ecuacion de la operacién presentada es adecuada para implementarse en una

computadora, no es el medio mas simple para visualizar la mecanica de multiplicar dos

matrices. Lo que sigue es una forma mas tangible de entender la operacidn. Suponga

que se desea resolver [C] = [A] [B], donde

~ 31 5 9

=|s 6] L)
0 4

Entonces se resuelve de la siguiente manera

(i
5 2~ F 2l

-

3 1 3 1H3X5+1X5=22 l
1-18 6 « [C]
[A] - |8 6” ]‘—[C] 0 4
0 4
5 9
L <15
3 1 22 3X94+1x2=29
[A] — |8 6][8X5+6X7=82 8><9+6X2=84-l<—[C]
0 4l1l0Xx54+4%x7=28 0Xx9+4x2=28
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Producto Matricial asociativo: Si las dimensiones de las siguientes matrices son
adecuadas entonces es valido

([Al[BDI[C] = [AI([BIICD
Producto Matricial distributivo: Si las dimensiones de las siguientes matrices son
adecuadas entonces es valido

[A]([B] + [C]) = [A][B] + [A][C]

o)

([A] + [BDIC] = [A][C] + [BIIC]
Producto Matricial conmutativo: Generalmente la multiplicacion entre matrices no es
conmutativa

[A] [B] # [B] [A]
Transpuesta de una matriz: implica obtener otra matriz en donde se transforman las

filas en columnas y viceversa. Es decir, para cada elemento a;;de [A] su transpuesta sera
igual a a;; Para una matriz cuadrada 4 X 4

ai1 Q12 Q13 Q14

Q21 Q2 Q3 dpg

a3y GQzz A3z 0434

Qg1 Q42 Q43 Qgg

a a a a
[A]T — 12 22 32 42

1 0 3 4 1
Ejemplo: Dadalamatriz[A]=|2 3 5 7 9]|obtenga[A]”.
8 6 2 5 0

La dimension de la matriz es 3 X 5, por tanto, la transpuesta tendra una dimension
5x3

1 2 8
0 3 6
[A]"=|3 5 2
4 7 5
1.9 0

Observe que en las matrices simétricas se cumple que [4] = [A]”

Traza de una matriz: es la suma de los elementos en su diagonal principal. Se define
entonces como

n
tr[A] = Z a;;
i=1
Matriz ampliada: consiste en agregar una columna (o columnas) a la matriz original. Por
ejemplo, sea

[A] =[a21 a2z aps3
az1 Q3 0Aszs

Obtenga una matriz ampliada incluyendo la matriz identidad. Entonces quedara asi

1
1
1

ai; Qgz ‘113]

a1 Q12 4i3
[Ax] =[A"] = [All] = |Q21 G22 Q23
az1 Q3 0433
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Notacion Matricial de los SEL

Como se menciond anteriormente, los SEL se pueden expresar mediante una notaciéon matricial.
Las matrices proporcionan una notacién concisa para representar SEL. De esta manera la
expresion (1) suele expresarse de la siguiente manera

Donde

[A] es la matriz cuadrada de orden n que representa los coeficientes, es decir

[A]{x} = {B}

a1 Q12 Q13 0 Qi
[a21 Qp, dz3z a2n]
a1=| |
[ . . |
lanl Anz Qnz annJ

{X} es el vector columna n X 1 de las incégnitas, es decir

" =[x %z .. %]

{B} es el vector columna n X 1 de las constantes, es decir

Por tanto, el objetivo es encontrar la solucion {x} del sistema de ecuaciones lineales.

{B} = [by1 b; .. by]

Suele expresarse (2) de forma compacta, de la siguiente manera

Ax=0»b

Ejemplo: escriba el siguiente SEL en notacidon matricial

x1+3x2+x3=5
x1+2xZ+3X3=_2
xl+2x2+2.X3=1

El SEL anterior puede escribirse entonces de esta manera

1 3 1\ /% 5
1 2 3|[*|=|-2
1 2 2/ \x3 1
\ . J L Y J l_v_J
y| X b

Solucion de los SEL

(2)

(3)

Ahora abordaremos los conceptos generales alrededor del problema de determinar si es posible
hallar una solucion unica al SEL (3). Este tipo de sistemas se puede clasificar segiin el nimero de
soluciones que se pueden presentar en tres posibilidades:
e Solucidn Unica: existe uno y solo un conjunto de valores para las incégnitas x; que
satisfacen las ecuaciones simultdneamente. Se dice entonces que el sistema es
compatible determinado.

e Infinitas soluciones: existen infinitos conjuntos de valores para las incégnitas x; que
satisfacen las ecuaciones simultdaneamente. En este caso se dice que el sistema lineal es
compatible indeterminado.

e Sin solucidn: se presenta cuando no hay ninguin conjunto de valores para las incégnitas

X; que satisfagan todas las ecuaciones simultdneamente. El conjunto de soluciones es

vacio. Decimos que estos sistemas son incompatibles.
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Gran parte del trabajo acerca de los SEL consiste en determinar cuales de estas tres posibilidades
es la que se presenta. La otra parte de las actividades se centra evidentemente en obtener el
conjunto solucién/es.

Teorema de Rouché - Frébenius

Es posible determinar si un SEL es compatible determinado o indeterminado sin necesidad de
resolverlo explicitamente, gracias al Teorema de Rouche-Frobenius, el cual expresa lo siguiente

TR

Es condicién necesaria y suficiente para que un sistema de
ecuaciones lineales admita solucién (es decir es compatible) que el
rango de la matriz de coeficientes sea igual al rango de la matriz
ampliada conformada por los coeficientes y los términos
independientes.

Si p denota el rango de una matriz, entonces

e Elsistema es compatible < p(4) = p(A|b)

e En consecuencia, el sistema serd incompatible < p(A) # p(A|b)

El teorema va mas allg, ya que si n es el nUmero de incégnitas, entonces

e Elsistema es compatible determinado < p(4) = p(Alb) =n

e Elsistema es compatible indeterminado < p(A4) = p(Alb) <n

o

- ¥

La definicidn del rango de una matriz depende de diferentes matices:

e Pordefinicion esigual al numero de filas (o columnas) linealmente independientes. Esto
significa que se obtendrd el mismo nimero ya sea que se analicen las filas o las
columnas. Entonces el rango sera igual a un numero natural comprendido entre 0
(cuando la matriz sea nula) y el minimo entre el nimero de columnas y nimero de filas;
es decir
Si A es una matriz de dimensién f X ¢, entonces 0 < p(A) < min (f, ¢) linealmente
independientes
Ejemplo 1:

[Al=[1 2 3]=pA)=1
Ejemplo 2:

Bl=[g 15 15l =r® =1

Se observa que la segunda fila es el resultado de multiplicar la primera por 5. Por lo
tanto, existe una sola fila linealmente independiente.

Ejemplo 3:
1 2 3
[C] = [4 5 6] = p(C) =7
0 -1 1

A simple vista no se puede calcular el rango bajo este criterio. Por lo que se debe recurrir
a otros métodos para obtener su valor
e Si se expresa la matriz original como una matriz escalonada (o escalonada reducida)

equivalente, el rango de la matriz es igual al nimero de filas (o columnas) no nulas de la
matriz escalonada; ya que por definicidn las matrices equivalentes poseen el mismo
rango. Existen diversos mecanismos para obtener una matriz escalonada mediante
operaciones elementales.
Se recuerda que una matriz escalonada es aquella que cumple con las siguientes
propiedades:

1. Todas las filas cero se ubican en la parte inferior de la matriz

2. El primer elemento diferente de cero en cada fila debe estar alineado a la

derecha del primer elemento diferente de cero en la fila anterior
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Ejemplos
3 -2 7 51 =7 0 0 0 O 2
0 0 =4 7 9 0 000 0 00003
0 0 0 T 6 0 0 0 0 O 0 0 00O
0 0 0 0 0 Es escalonada, p =1 0 0 00O
Es escalonada, p = 3 Es escalonada, p =1

0 =3 1 5 3 0 4 -7 =3 4 -2 6
0 0 2 0 0 2 0 5 o 1 o0 7
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 4
Es escalonada, p = 2 Es escalonada, p = 2 Es escalonada, p = 3
3 2 -5 4 0 0 0 O [0 5 0 —4]
0 1 3 4 0 0 0 O . lonad _1
0 =5 2 3 00 0 0 s escalonada, p =
No es escalonada, No se Es escalonada, p =0
puede determinar p
Mientras que las matrices escalonadas reducidas cumplen las siguientes propiedades
adicionales
1. Encadafilanonula, el primer elemento diferente de cero en cada fila tiene valor

1y se denomina “pivote”

2. Todos los elementos por encima del pivote son nulos
Ejemplos:

01T 0 0 0 -5 [105—6] 1 0 O

0O 00T 0 4 01 3 4 0 1 0

0 00 0T =5 Es escalonada reducida, 0 0 1

0 0000 O p=2 Es escalonada reducida,
Es escalonada reducida, p=3

p=3

Existen diversas técnicas para obtener matrices escalonadas. Algunas de ellas, asi como
las operaciones elementales para obtener matrices equivalentes se comentardn mas
adelante, sin entrar en muchos detalles.

e Si se obtiene el determinante de la matriz, el mismo puede usarse para aseverar si
alguna de las filas (o columnas) es una combinacidn lineal de las demas. Esto es,

permitir

4 obtener el rango de la matriz.

Toda matriz cuadrada tiene asociado un nimero denominado determinante que se
denota de las siguientes maneras det(A4) o |A|.

Bien res
1.

ulta que, si una matriz [B] posee dimension n X m, se puede definir:

Menor de orden r: al determinante de la matriz cuadrada que se obtiene de
seleccionar r filas y r columnas en la matriz [B]; para lo cual se debe cumplir
quer<n Ar<m

Ejemplo: Halle al menos un ejemplo de menor de orden r para cada valor
posible de r

P

r=1= Menorde Orden1: —4con n:1ym:1

5] = r =2 = Menor de Orden 2: 6 con |_54 _12|
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2. Enestasituacion el rango de la matriz [B] denotada como p(B) es igual al mayor

de los menores de orden r que se puede formar de la matriz [B] cuyo valor es
diferente de cero.
Como tenemos una matriz de 2 X 3 y los determinantes se aplican a matrices
cuadradas, y se debe cumplir que r <2 (numerode filas) Ar <
3 (ntimero de columnas); el mayor de los menores de orden que podemos
conformar es 2, ademas su determinante es diferente de cero, por tanto

p(B) =2
Otro ejemplo
1 0 2 -4
Calcularelrangodelamatriz[A]=(3 1 -5 6 ]
4 1 -3 2

En este caso como maximo se pueden armar matrices de orden 3, sobre los cuales
obtener su determinante. Y se da el siguiente resultado

1 0 2 1 0 —4 1 2 -4 0 2 -4
31 -5|=13 1 6|=|3 -5 6|=|]1 -5 6|=0
4 1 -3 4 1 2 4 -3 2 1 -3 2

Como el resultado para cada uno de los determinantes es cero, eso significa que el rango
de la matriz no puede ser 3. Entonces ahora se prueba con el menor de orden 2. En este
caso por ejemplo conformando el siguiente determinante

1 0 _

|3 =1
Entonces al ser diferente de cero, por tanto

p(B) =2

Determinante de una matriz

Ademads de determinar la existencia y unicidad de los resultados de los sistemas de ecuaciones
lineales, también permiten determinar si la matriz posee inversa. La importancia de la matriz
inversa radica en que muchos enfoques la usan para solucionar SEL, ya que con la inversa de la
matriz de coeficientes [A] se puede obtener {X}. Por lo tanto, definimos determinante como:

Si [A] = [a] es una matrizde 1 X 1, entonces el |[A| = a
Si [A] es una matriz de 2 X 2, se recomienda calcular

a2

a
|A| = det(A) = det [ai .

] = 1103z — 4412071

5 -3
6 4

|Al =54 —((-3).6) =20 — (—18) = 38

Ejemplo: Dado [4] = [ ] entonces

Si [A] es una matriz de 3 X 3, se recomienda calcular por medio de la Regla de Sarrus
(que Unicamente se aplicada a este tipo de matrices), en este caso mostrada mediante
la ampliacidn en filas (también se puede desarrollar en ampliacidon de columnas)

det [az1 Qzz Q3

|A| = det(4) = az; Qazz 0asz3
ai; Q12 A4s3

az1 Q22 QA3

aj; A4z a13]

= Q11022033 + A31A32013 + A31012053 — (A13022A31 + A23032011 + A33012021)
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-2 4 5
Ejemplo: Dado [A] =| 6 7 —3|entonces
3 0 2

-2 4 5
det [6 7 —3]

|A| = det(A) = 3 0 2
-2 4 5

6 7 -3

=(=2).72 4 6.0.5 + 3.4.(=3) — (5.7.3 + (=3).0.(=2) + 2.4.6)
= —28+0—36— (105 + 0 + 48) = —64

e Si[A] esunamatrizde n X n, se recomienda calcularla por medio de la Regla de Laplace:
Se define la determinante de una matriz [A] como la suma de los productos de los
elementos de una linea cualesquiera por sus adjuntos correspondientes.

1)

2)

3)

Lineas cualesquiera: se refiere a cualquier fila o columna. Se recomienda elegir la
linea que contenga mayor cantidad de ceros para simplificar la cantidad de
calculos.

Menor complementario de un elemento de una matriz: Si [A] es una matriz de
n X n, el menor complementario de un elemento a;; denotado con el simbolo
M;;es igual al determinante que se obtiene al suprimir la fila i y la columna j en |a
que se ubica el elemento a;;.

-5 0 4
Ejemplo: Dado [A] = 8 —3 2| hallar My,
5 1 7
Se debe suprimir la filay la columna de a;; = —5y hallar su determinante, es decir
IMy;| = det(M;,) = det [_13 5] =-37-(21)=-23

Adjunto de un elemento de una matriz: Si [A] es una matriz de n X n, el adjunto
(también denominado cofactor) de un elemento a;; denotado con el simbolo 4;;es
igual a

Ay = (DM,

-5 0 4
Ejemplo: Dado [A] = 8 —3 2| hallar 41;
5 1 7

Utilizando la férmula del adjunto de un elemento de un elemento de una matriz
queda

A = (_1)1+1(—23) =—23

Entonces ahora que se han definido los conceptos intervinientes en el cdlculo del
determinante de una matriz usando la Regla de Laplace se puede formalizar de la
siguiente manera:
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El determinante de la matriz [A] de n X n cuando n > 1, esta dado por

n n
= det = a;il;i = —1)*q;:M;;, aracadai=1.2,..,n
|A] = det(A) jAij 1)t M p d 1,2
j:l ]=1
O por
n n
= det = a;id;; = —1)*a; M, paracadaj=1,2,..,n
|A] = det(A) jAij 1)t iM;j daj=1,2
j=1 j=1
2 -1 3 0
. ) . 14 -2 7 0
Ejemplo: Calcule el determinante de [A] = 3 _4 1 &t
6 -6 8 0

Se elige en este caso la cuarta columna debido a que tiene mayor cantidad de ceros. La
formula entonces daria el siguiente resultado

n n

|A] = det(A) = Z aijAij = (—1)i+jaijMij, paracadai=12,..,n
' 1

j=1 j=

|A| = det(A) = a14My4 + a24M3s + a34M3y + AgaMyy

Observe que solamente az, # 0, por lo cual se simplifica la cantidad de célculos y por
ese motivo se recomendd usar esta columna, entonces

|A| = det(A) = az4M3,
Por tanto
|Al = det(A) = (1) azyMzy = (—1)3**5M3, = —5M3,
Entonces

2 -1 3
2 —1 3] det [4 -2 7]
|M34I=det(M34)=det[4 -2 7]= 6 —6 8

6 —6 8 2 -1 3
4 -2 7

=2.(-2)8+4+4.(-6)3+6.(—1).7—-(3.(=2).6 +7.(—6).2+ 8.(—-1).4)
= (—32) + (—=72) + (—42) — ((—36) + (—84) + (—32))
=—146 — (—=152) =6
Finalmente reemplazando el cofactor en la férmula del determinante queda
|A| = det(4) = (1) azsM3, = (—1)3+45M3, = —5M3, = —5.6 = —30

Comentario: Note que, para calcular el determinante de una matriz mediante el método de
Laplace, se requieren O(n!) multiplicaciones/divisiones y sumas/restas. Incluso con valores de n
relativamente pequefios, la cantidad de calculos se torna inmanejable. Al parecer hay 2n
definiciones del det(A), segun la fila o columna que se escojan. Pero todas las definiciones
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arrojan el mismo resultado. Esta flexibilidad en la definicidn es lo que anima a buscar diferentes
formas de calcular el determinante y los sistemas de ecuaciones lineales expresados en forma
matricial. En general se vera que conviene formar sistemas triangulares para simplificar el
calculo del determinante.

Rango y Determinante de una matriz cuadrada en Scilab

En Scilab se puede obtener el rango de una matriz utilizando la funcién rank(). Ejemplo: halle el
rango de la matriz )
——» J=[1 2 0 -1:2 & -3 -3:3 10 -6 -5]

J =

1 2. 0 -1
2 8. -3 -3
3 10. -8. -5,

-=» rank(J)
ans =
2.
De la misma manera, puede obtener el determinante de una matriz cuadrada utilizando la

funcién det(). Ejemplo:
-—> B=[4 9 T;1 5 9; T 5 2]

o =
4. 9. 7.
1 3. g
7. 5. 2
-—> det (A)
ans =
lag

Matriz no singular

Una matriz cuadrada es singular si su determinante es igual a cero. Esto significa ademas que
esa matriz no es invertible (no posee inversa).

En Scilab se puede determinar si una matriz es o no es singular mediante la funcion cond(). Si la
respuesta es un valor demasiado grande cuyo determinante es igual a cero, la matriz es singular,
caso contrario es no singular.

Ejemplo 1:

--> D=[1 & 2;-2 3 5;7 12 -4]

6. 2
-2 3. 5
1z2. -4
-—> cond (D)
ans =
1.37eD+16
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Como puede observar el nimero de condicidn es muy grande. Si calcula el determinante de esta
matriz podra comprobar que tiende a cero

-—» det (D)
ans =
6.395D-15
Ejemplo 2:
-—» F=[1 -3 0 -2;3 -12 -2 —-&;-2 10 2 5;-1 & 1 3]
F =
1. -3 o. =2
3. -12 -2. -
2. 10 2. 5.
-1. & 1. 3.
-=> cond(F)
ans =
135.68111
-—» det (F)
ans =

-1.
Como puede observar el nimero de condicidn es bajo y el determinante no es cero.
éPor qué son importantes los nimeros de condicién?
Al resolver un sistema de ecuaciones por métodos "exactos" podriamos esperar que la solucién
obtenida, tras completar el algoritmo, coincidiera con la solucién exacta del sistema; sin
embargo, a veces no es asi debido a los errores de redondeo existentes en las maquinas que
utilizamos para realizar el calculo (precision finita), por lo cual la solucidn obtenida no es fiable.
Esto es debido a que el problema estd mal condicionado y un pequefio cambio en la matriz del
sistema de ecuaciones produce una gran variacién en el resultado. Como el computador
representa internamente los nimeros por medio de aproximaciones, el resultado generado por
el computador no es correcto.
Si recordamos el error relativo puede expresarse de la siguiente manera:
lx — X|
|x|
Donde X es la solucidn aproximada. Esta cantidad es la medida mas correcta de la calidad de la
aproximacién; sin embargo, al no conocerse la solucion exacta no podemos calcularla
exactamente. Otra medida de la bondad de la aproximacion es el Ilamado residuo, que se define
comor = b — Ax. Generalmente, cuando el residuo es pequerio suele deberse a que la solucidn
obtenida es préxima a la real, sin embargo, esto no siempre es asi como vamos a ver a
continuacién.
Observe que |x —%| = |A~Yr| < |A7Y|r], y como |b| = |Ax]|, se cumple que |b| < |A]|x].
Uniendo estos dos resultados es evidente probar el siguiente teorema.
Teorema:
Si A es una matriz no singular, entonces
|x — X| Ir| ||

e=——<|AllA7Y = = K(A) —
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Donde el nimero real K(A) = |A||A™!| se denomina nimero de condicién.

Asi pues, el error puede acotarse usando cantidades conocidas. Cuanto mds grande sea el
numero de condicidn mas grande sera la cota. Este hecho no nos dice nada en principio sobre el
error, pero apunta a una conexién entre el nimero de condicion y el error relativo, que suele
ser valida en general. Por otro lado, como I = AA™1, entonces

IIl=1=1447" < |AllA7Y = K(4)

O sea, que el numero de condicidn debe ser siempre mayor que uno. Cuando un nimero de
condicidon grande plantea que el sistema estd mal condicionado, y esto en generalmente
(aunque no siempre es asi) ocurre con sistemas singulares. Es decir, el determinante es muy
cercano a cero.

Un sistema mal condicionado significa que el nimero de condicidon es muy grande. Y un sistema
mal condicionado provoca que pequefias variaciones en los coeficientes de la matriz puedan
causar grandes cambios en la solucidn.

El efecto de un numero de condicién grande depende de la precisidn con la que se realizan los
calculos. Por ejemplo, un nimero de condicién de 106 puede suponer una pérdida de precisidn
en 6 digitos decimales. Por ello, este seria un nimero de condicién demasiado grande para un
ordenador con 7 digitos decimales de precision, pero tolerable para un ordenador con 14 digitos
de precision.

Por otro lado, el calculo del nimero de condicién involucra conocer la inversa de la matriz, que
en general es un proceso muy costoso.

Por estos motivos, aln usando una herramienta de célculo cientifico como Scilab el tiempo para
el célculo puede ser alto (Ademas considere que, si no puede calcular con suficiente precision
las operaciones para resolver el sistema, es mucho menos probable que pueda calcular lainversa
de la matriz que conlleva mayor cantidad de operaciones).

Scilab incorpora funciones alternativas a cond() que son mas rapidas, aunque menos fiable,
denominada rcond(). Su resultado suele ser muy cercano al inverso del devuelto por cond().

Matriz inversa

La divisién de matrices no esta definida. No obstante, si una matriz [4] es cuadrada y no singular,
existe otra matriz [A] ™1, llamada la inversa de [A], para la cual
[A][A]~" = [A]M[A] = [1]

Asi, la multiplicacién de una matriz por la inversa es andloga a la division, en el mismo sentido

gue un numero dividido por si mismo es igual a 1. Es decir, la multiplicacion de una matriz por

su inversa nos lleva a la matriz identidad. La inversa de una matriz cuadrada bidimensional se
representa en forma simple mediante

1 _ 1 ai; Aagp

(11022 — Q2029 721 722

],si a11027 — Q12021 * 0

Para matrices de dimensiones mayores las férmulas son mds complicadas.

De la misma manera que sucedia con los determinantes, el rango y el nimero de condicion,
Scilab provee una funcién que permite determinar la matriz inversa de una matriz (si existe, caso
contrario devolverd un mensaje de advertencia indicando que no se puede obtener la misma).
Esta funcion se denomina inv(). Ejemplo:

——> B=[4 5 9;7 4 3;% & 3]

o =
4. 5. 9.
T . 3.
8. G. 3.
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-—> B=inv (&)

BE =

-0.0740741 0.4814815 -0.25592553
0.037037 —0.7407407 0.625962%6
0.1234568 0.1575309 -0.2345679

--> A*B

ans =
1. 2.220D-16 -2.776D-16
o. 1. -1.665D-16
0. © 1.

Observe que debido a la complejidad de calculos que requiere la funcién inv(), al multiplicar A*B
no se genera exactamente la matriz identidad, en realidad estamos ante una matriz triangular
superior (todos los métodos mas importantes para resolver sistemas de ecuaciones u operar
para obtener valores con calculos complejos como ser esta matriz, se basan en simplificaciones
previas que llevan a sistemas triangulares, por ser mas faciles de manejar y mejor
condicionados), con valores por encima de la diagonal principal muy pequefios.

Por lo tanto, se suele comprobar el funcionamiento de esta operacidon de inversién de la
siguiente manera:

== I=fix (B*B)

T =
1 0. 0
0 1. 0
0 . 0

Los métodos iterativos

Permiten obtener soluciones aproximadas, partiendo de un valor inicial para la soluciéonX(®, y
por medio de una férmula de iteracion, van obteniendo valores para la solucién cada vez mas
precisos XM, X@) . X (el superindice indica el nimero de iteracién dentro del proceso
iterativo). El objetivo del analisis de estos métodos es conseguir que, al ir realizando iteraciones
el método converja rapidamente en la solucién del sistema de ecuaciones X = X(*)

Como es imposible realizar un nimero infinito de iteraciones para llegar a la solucién, lo que se
hace es realizar un numero finito de iteraciones hasta que se cumpla una condicién de
convergencia, como las estudiadas en los apartados anteriores.

Métodos directos vs iterativos

Ala hora de resolver un sistema lineal es importante considerar el coste computacional que trae
aparejado. Si ud resuelve el sistema lineal mediante métodos directos tales como el método de
Eliminacién de Gauss o el método de Factorizacion LU, el coste computacional asociado es

aproximadamente §n3 flops (que representan sumas, restas, multiplicaciones y divisiones

realizadas por el procesador).

Por ejemplo, considere que n = 100 = 1000 millones de operaciones. Esta cantidad de
operaciones pueden perfectamente ser realizadas por un ordenador. Pero, la realidad es que
muchos problemas reales modelados mediante sistemas de ecuaciones lineales pueden generar
unn > 1000; siendo referentes comunes el analisis de circuitos, asi como la solucién numérica
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de los problemas con valor en la frontera y de ecuaciones diferenciales parciales. En este tipo
de situaciones, los métodos directos son excesivamente costosos, por lo cual es necesario buscar
alternativas para resolver este tipo de problemas.

Los métodos iterativos brindan soluciones aproximadas para los problemas planteados,
incurriendo en un nimero menor de operaciones que los generados por los métodos directos
cuando el sistema lineal real posee una dimensién muy grande. Por ejemplo, para resolver
triangulares el coste computacional es ~n? flops, mientras que para resolver productos vector-
matriz Ay el coste computacional es ~2n? flops.

Paraddjicamente, este tipo de métodos no suele utilizarse para sistemas lineales de dimensiones
pequenas, ya que el tiempo necesario para conseguir una exactitud satisfactoria rebasa el que
requieren los métodos directos.

Y es que los métodos iterativos poseen las siguientes caracteristicas:

1) Son ideales para resolver problemas de gran dimensiéon porque son métodos que
utilizan menos memoriay convergen a la solucidon mas rapidos que los métodos directos.

2) Generalmente son muy eficientes cuando se aplican sobre sistemas lineales dispersos
(aquellos que tienen muchos ceros, es decir hay muchos términos que no aparecen en
el sistema). Esto ocurre generalmente en problemas numéricos asociados a ecuaciones
en derivadas parciales.

3) Usualmente son bastantes estables y amortiguan los errores conforme el proceso
iterativo avanza; esto es, son relativamente insensibles a la propagacion de errores.

El método genérico (observe que para el siguiente resumen se cambia la notacion)

La idea principal que subyace en este tipo de métodos es la siguiente:

1) El sistema de ecuaciones lineales (1) puede escribirse de manera compacta de la
siguiente manera

Ax=Db (2)

Donde A es una matriz cuadrada m X m no singular; es decir el detA # 0; que
representa a los coeficientes del sistema; x es el vector de incégnitas y b es el vector de
constantes para todas nuestras restricciones; es decir

a1 Az o Qqp X1 by
A1 Az -+ dp X2 b
A=| : . ox=(""); b=|"?
An1 Qn2 " Qnn Xn bn

2) Lateoria del Algebra Lineal establece un teorema sobre la existencia de soluciones para
sistemas de ecuaciones lineales expresados como (2)

Teorema:

Sea el sistema lineal Ax = b con A una matriz cuadrada. El sistema tiene una solucion
Unica, siy solo si, el determinante de la matriz A no es cero (es no singular). En particular,
sib = 0, la solucidn es la trivial x = 0. Si la matriz A tiene determinante nulo, el sistema
tiene infinitas soluciones o ninguna.
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3) Para hallar la soluciéon, se parte de un vector arbitrario o inicial para las incdgnitas
denotada como x(® y a partir de éste, se busca una sucesién x(D,x@ . x™ que
converja hacia la solucién de (2).

El método convergera si existe un vector x tal que

lim x® = x,vx(©
k—>+oo

Para lograr esto, es necesario obtener una férmula de recurrencia iterativa. Hay
multiples formas de hacer esto. Normalmente se aplican técnicas de descomposicion de
matrices, principalmente aplicadas a la matriz A. Una de las tantas descomposiciones
simples que se pueden aplicar, consiste en separar la parte diagonal de la matriz A. Asi
que, si se define Q = diag A, entonces

A=Q0+(A-0Q)
Si se reemplaza esta igualdad en el sistema original (2) se obtiene
@+MA-Q)x=>b
Qx+(A—-Q)x=0b
Qx=(Q —A)x+b

donde la matriz del lado izquierdo es diagonal, triangular inferior o triangular superior
de manera que pueda ser resuelta facilmente. Observe ademas que esta expresion
puede ser considerada una férmula de recurrencia; es decir

QxMW =Q-DxP+b=Qx®P =Q-ADx*V+b k=21 (3

Por tanto, esta féormula iterativa implica resolver el sistema diagonal o triangular
inferior-superior mediante un método de sustitucién regresiva-progresiva.

En la resolucién numérica de sistemas de ecuaciones lineales, en general, se considera que la
solucion es Unica.

¢Cuantas veces aplicaremos el método iterativo?

Hasta que el error relativo porcentual de la iteracién sea menor que una tolerancia de error
definida, esto es

|x(k) — x(k_1)|
FO/E
¢Cémo evaluar la convergencia?

Si x converge a x, entonces x serd la solucién del sistema. La convergencia es independiente
del vector de los términos independientes b. Por lo tanto, si consideramos b = 0 entonces (3)
queda asi

x®) = Q~1(Q — A)x*-V
Esto lo podemos repetir k veces de tal manera que

x) = (Q7(Q — 4))x®
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Podemos notar que si alguno de los valores propios de Q~1(Q — A) fuese en valor absoluto
mayor a 1, entonces el sistema sera divergente.

Por tanto, si esta matriz tiene valores propios menores que 1, o dicho de otra manerassi Q tiene
mayor peso, entonces el sistema convergera. Y a mayor peso que tenga Q, el sistema convergera
mas rdpido, debido a que provocara que los valores propios sean mds pequefios.

Método de Jacobi

El aleman Carl Gustav Jacobi lo formuld en el afio 1845. En este método
iterativo, la idea es escoger una descomposicion de A de modo tal que el
sistema sea facil de resolver, esto es, si se quiere resolver el sistema Ax = b,
se descompone la mencionada matriz de la siguiente manera

A=A+ A,
De modo que (2) quedaria asi
Aix =b—A,x (4)
Una idea es comenzar por separar A de la siguiente manera
A=D+L+U

Donde D es la diagonal principal de A, L es la parte triangular inferior de Ay U es la parte
triangular superior de 4, es decir

a; 0 - 0 0 0 - 0 0 ap, - ap,
e R P B S S I/ R £
0 0 - anpn Y U o o - 0

Supondremos, ademas, que D es invertible, estoes a;; # 0, Vi=1,...,n.
Entonces resulta que (1) queda
Dx+Lx+Ux=0D>b
Si reordenamos el sistema queda
Dx=b—(L+U)x
Entonces la descomposicion que se esta aplicando es la siguiente
A, =D, A, =L+U
Por lo que finalmente podemos expresar la formula de recurrencia (4) de la siguiente manera
x=D"1(b—-(L+U)x)

Como D es una matriz diagonal, entonces, su inversa es la matriz reciproca de las entradas
diagonales de A.

Ahora, si operamos un poco mas

x=—-D"YL+U)x+D b (5)

Matriz de Jacobi
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Donde la porcidn remarcada se denomina matriz de Jacobi.

La expresion (5) es una fdrmula de recurrencia factible, si la expresamos de manera iterativa el
esquema matricial queda de la siguiente manera:

x®*D) = —_p~1(L + U)x® + D~1p
x®&*+D = p=1(p — (L + U)x*) (6)

Donde (6) recibe el nombre de método de Jacobi, formula de recurrencia de Jacobi o método
iterativo de Jacobi.

El método de Jacobi se puede expresar en términos de cada componente, de la siguiente
manera:

n

k+1 1 E k i
xi( ) = — bl - aijxj( ) ; L= 1' -y n
a..
ii g
Jj=1
Jj#i

Esta expresién es conveniente para definir el algoritmo del método iterativo de Jacobi.

Este método solo tiene sentido si D es invertible y es por ese motivo que se partié de esa
suposicion.

Convergencia del Método

Para asegurar que D es invertible se debe cumplir el siguiente teorema.

Teorema: Si A es diagonal dominante los métodos iterativos Jacobi y Gauss Seidel (que se verd
posteriormente) convergen a la solucion del sistema de ecuaciones Ax = b.

La expresion de la diagonal dominante queda definida como
la;| > Z|aij| Vi=12,..,nyj=12,..,nconi #j

Este teorema genera una condicién suficiente para que el sistema converja a la solucién. Para
que este teorema se cumpla es condicién necesaria que

la;| > |aij|\7’i =12,..,nyj=12,..,nconi #j

Algoritmo del método

Paso 1: Definir el vector inicial de incdgnitas

No se indica los valores del vector inicial, en estos casos se suele tomar cero para cada
incégnita. La cantidad de incégnitas se define en la variable n

0
xkconk=0 = x0=
0

Paso 2: Determinar la tolerancia de error &

Paso 3: Verificar la condicidn suficiente: Diagonal dominante. Verificar la condicién necesaria.
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Paso 4: Aproximar la matriz de incognitas con la ecuacion

n
e+ 1 k
xl. = — (bi_ aijxj)
all 0
J=1
i#j
s . (k+1) L . . .
Paso 5: Verificar si x; es la solucién, en cuyo caso se detiene el proceso iterativo y se
k+1
devuelva xi( ).

N o |xkHi— xk|
Paso 6: Verificar el criterio de parada usando

(

i

N < ¢.Si se cumple se detiene el proceso

. . k+1 .
iterativo y se devuelve x ) Caso contrario se vuelve al paso 4.

Ejemplo: resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales empleando el método de Jacobi
con un error menor al 5%

17x1 —sz _BX3 = 500
_5x1 +21x2 _2x3 = 200
_le _SXZ +22.X3 =30

Aplicando el algoritmo de Jacobi de manera manual se deberia proceder de la siguiente manera:
Paso 1: Definir el vector inicial de incognitas

0
n=3yxFconk=0 = x°= [0‘
0

Paso 2: Determinar la tolerancia de error:{ = 0,05
Paso 3: Verificar la condicidn suficiente: Diagonal dominante
lay1] > lazl + lagzl = 117 > |-2|+ |[-3] = 17> 5 ok
lay,| > lazq| + lags| = 121 > |5+ |-2] = 21> 7 ok
lass| > lasq| + lasz| = 22| > [-5]+ |-5] = 22> 10 ok
Verificar la condicidn necesaria
lay1| > laizl y lagil > lagsl = (171 > [=2| y [17] > [-3| ok
lazzl > lazqly lagz| > lagsl = 211 > [-5] y [21] > |-2] ok
lassl > lasqly lassl > lago| = 122] > [-5] y [22] > [-5] ok

Paso 4: Aproximar la matriz de incognitas con la ecuacion

3

-_1:>1_1 by — -0_1(b— 0+ 0)

L= X1 = —| b ajx; | = — (by — (a12xz + ai3x3)
a1 = a1

j£1

1
i=1=xf= 7 (500~ ((~2)0+(~3)0)) = 2941176
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Ny T,C(ilculo
T [ Numérico
p

3

=9 11 b o|_ 1 b 0 0
L=z =>x; = 2~ azjxj | = (by — (az1%1 + a3x3))
az2 = az2
Jj#2

1
i=2=xf= 5 (200~ ((-5)0+(~2)0)) = 952381

3

3~ azj xj | =
ass J ass

i=3 =2x3=— — (b3 — (az1x?) + az,x3))
=
%3
1
i=3 = x31 = z (30 — ((—5)0 + (—=5)0)) = 1,36364

29,41176
Entonces x(I) = [9,52381 ]
1,36364

€Y

Paso 5: Verificar si x* es la solucion. Reemplazando en el sistema de ecuaciones se verifica que

no es la solucion.

o

Paso 6: Verificar el criterio de parada usando x|xk—+1| <é
i

_ xi=xd|

|29,41176— 0|
€1 = =
1

| 2941176] 10,05

Que era lo que se esperaba debido a que el vector inicial de incdgnitas vale cero en todos sus
elementos. Por lo tanto, se debe volver al Paso 4.

Lo que se suele hacer es crear una tabla donde se van registrando los resultados con el fin de
gue sean mas facil la visualizacidn de la evolucidn de las iteraciones. Para este ejemplo quedaria
de la siguiente manera:

k xf x¥ x¥ £k €k £k

0 0 0 0

1 29,41176 9,52381 1,36364 1 1 1

2 30,77285 16,65648 10,21263 0,04423 0,42822 0,86648
3 33,17358 17,82331 12,14303 0,07237 0,06547 0,15897
4 33,65151 18,57876 12,95384 0,01420 0,04066 0,06259
5 33,88347 18,76977 13,23415 0,001685 0,01018 0,002118

Esto significa que el método no hallé la solucidn exacta, pero cumple con la tolerancia de error
del 5%. Si disminuimos la tolerancia aumentara la exactitud o incluso llegaremos a obtener la
solucidn exacta.

También es posible estimar el error cometido en el sistema, de la siguiente manera:

17(33,88347) — 2(18,76977) — 3(13,23415) = 498,77703
—5(3388347) + 21(18,76977) — 2(13,23415) = 198,27957
—5(33,88347) — 5(18,76977) + 22(13,23415) = 27,88513
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Por lo que el error porcentual cometido en cada ecuacién es igual a:

|500 — 498,77703|
[500]

|200 — 198,27957|
[200]

[30 — 27,88513|
ETrorecyacion 3 =

ETrovecyacion1 = 100% = 0,03%

ETrotecuacion2 = 100% = 0,10%

100% = 0,88%

130]

Una implementacién en Scilab

oool

oooz2

ooo3

ooo4

ooos
oool

oooz2
ooo3
ooo4d
ooos
DooeE
ooo7
oooe
ooosg
oolo
0011

oo1z2
0013
o014
0ol1s
oole
oo17
oole
ools
oozo
0021

oo22
ooD23
o024
oozs
oo2e
ooz7
ooze
ooza
oo3o
0031
oo3z
o033
0034
D035
D036
ooD37
oo3e
ooD3s

o040
0041
oo4z
o043

o045
0046
o047
oD4
oo4

o m

Function
[m,m]
—

x anterior-zc

toler

cumpl
for i

end

if{c

lse

m

ror=Z8T0E (m, 1 1

m, 1)

ancia error-0.05; to

ficacidn de condicidn de convergencia
e_diagonal dominante-0;
=1l:m
sumatoria coeficientes - 0;
for j=1:m
if i<=j then
sumatoria coeficientes - sumatoria coeficientes +
end
end
if{abes(aii,i}) »sumatoria_coeficientes) then
cumple diagonal dominante-cumple diagonal dominante +

i no cumple se finaliza la funcidn
urple diagonal dominante«s m)

salir - 0; teratiy
cont it - 1;
jaccbiano = 0;
while salir==n
'/ esta parte calcula el nuevo vector de incognitas

for i=1:m
for j=1:m
if i<»j then

jaccbiano - jaccbiano +(&(i,j)*x anteriori(j)i:

end
end
x(i}= 1/a(i,i)* (b(i)-jacobianc);
jacobiano=-0;

end
en esta parte calculo el vector de er
cnnt_cumple_errnres-:;
for i=1:m
{ix{i}- x anterior{i}l} /xiill};

(error(i) <« tolerancia error}) then
cont_cumple errores-cont cumple errores+l;

ycont it xi(1),x:(2),x{3)}

abe (A{L,§))q
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if {conk cumple errores--n) then
galir

if (malir then
X_anterior-x;
cont it-cont it+

and

endfuncticon

El cual genera la siguiente salida

--> B=[17 -2 -3;-5 21 -2;-5 -5 22]

-y =
17 -2. -3
-5 21. -2.
-5. -5 22.
-—> b=[500:200;30]
b =
500.
200.
30.
——» [incognitas,errores]=jacobi(A,b)
H® It x1 ®2 ®3 errorl error2 errori
1 29.4117&5 §.523810 1.363636 1.000000 1.000000 1.000000
2 30.T7T72855 le.656481 10.212631 0.044230 0.428222 0.866476
3 33.173580 17.823311 12.143031 0.072368 0.065467 0.158872
4 33.651513 18.578760 12.95383%9 0.014202 0.040662 0.082582
5 33.883473 18.769773 13.234153 0.006846 0.010177 0.021181
errores =
0.0068458
0.0101766
0.0211811
incognitas =
33.883473
E.762773
13.234153
Método Gauss Seidel

En cada iteracion del método de Jacobi se usan los valores de la funcion en la iteracion anterior,
pero seria mas conveniente usar los ya calculados durante la iteraciéon actual. Esto deberia
generar resultados mas precisos. Esta pequefia modificacién da origen al método Gauss-Seidel.
Lo que hace el método es aprovechar la informacién que se va calculando de manera que el
proceso iterativo se define de la ecuacién

1 n n
(k+1) _ (k+1) k
Xi = Z{r (bi—- aiix. - aiixy )
i 1<js<i-1 i+1<jsn

Donde la primera sumatoria expresa la intencidn de usar las incognitas previamente calculadas
y almacenadas en el actual vector de incdgnitas, mientras que la segunda sumatoria expresa que
en caso de no contarse con la incognita calculada en la actual iteracidn se utilizara la almacenada
en el vector de incdgnitas anterior.

Desde el punto de vista matricial la formula de Gauss-Seidel se obtiene de |a siguiente manera:

A=D+L+U
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Donde D es la diagonal principal de A, L es la parte triangular inferior de Ay U es la parte
triangular superior de A, es decir

a; 0 - 0 0 0 - 0 0 ap, - ap,
R N P S S P/ R
0 0 "t Qup Ap1 Qnz 0 o o0 - 0

Supondremos, ademas, que D es invertible, estoes a;; # 0, Vi=1,...,n.
Entonces
D+L+U)x=b
(D+L)x=-Ux+b
x=—D+L)WWx+(D+L)
Y de aqui se obtiene la fdrmula de iteracion:
x*+D = —(D + L)~ Ux® + (D +L)"1h

Algoritmo del método

Paso 1: Definir el vector inicial de incégnitas

Si no se indica los valores del vector inicial, se suele tomar cero para cada incégnita. La
cantidad de incégnitas se define en la variable n

0
kconk=0 = x°= []
0

Paso 2: Determinar la tolerancia de error &
Paso 3: Verificar la condicidn suficiente: Diagonal dominante. Verificar la condicién necesaria.

Paso 4: Aproximar la matriz de incégnitas con la ecuacion

1 n n
(k+1) _ 1 _ (k+1) _ k
X; = (b; aij X aijx; )
u 1<j=i-1 i+1=j<n
. . (k+1) L, . . .
Paso 5: Verificar si x; es la solucion, en cuyo caso se detiene el proceso iterativo y se
k+1
devuelva xl.( ),

|+ 1= k|

Paso 6: Verificar el criterio de parada usando < &. Si se cumple se detiene el proceso

(

i

|xk+1|

. . k+1 .
iterativo y se devuelve x ) Caso contrario se vuelve al paso 4.

Ejemplo: resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales empleando el método Gauss-
Seidel con un error menor al 5%

10x; +2x, +x3 =7
X1 +5x2 +X3 = -8
2x;  +3x, +10x3 =6

Paso 1: Definir el vector inicial de incdgnitas
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0
n=3yxkconk=0 = x°= [0]
0

Paso 2: Determinar la tolerancia de error:¢ = 0,05
Paso 3: Verificar la condicidn suficiente: Diagonal dominante
lai1] > lagz| + lazl = 1101 > 12|+ |1] = 10> 3 ok
lazz| > laz| + lazs| = |51 > |11+ [1] = 5> 2 ok
lass| > lazi| + las,| = [10] > [2] + [3] = 10> 5 ok
Verificar la condicidn necesaria:
lay1l > laizl ¥ lagi| > lagzl = [10] > [2] y [10] > [1] ok
lazz| > lazily lagel > lagzsl = 51> 1]y [5] > [1] ok
laszs| > lasq|y lass| > lasz| = [10] > |2]y [10] > [3] ok
Paso 4:

Despejamos las incdgnitas pertenecientes a la diagonal principal, esto es:

7 =2x; — x3

1= 10
—8—x; — x3
X, = EE-—
6 —2x; — 3x,
¥ = 10
0
Luego usamos el vector inicial x(2) = |0| para calcular las incégnitas
0
Entonces
L 7=2x) = x3
M= 10
., _7-2.0-1.0 7 _ o7
= 10 T

Para la siguiente incdgnita es donde sufre un cambio. Ya que se plantea que

1 0
—8—xi— x3

5

X3 =

Es decir que se utilizan los valores de incdgnitas que se van obteniendo en la iteracién

., —8-1.07-1.0 -87
xt = - = ——=-174

De la misma forma
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T( al( ulo

¥
Nimé brico

6 — 2xi — 3xi
Xyp= ————=

10
,  6—-2.07-3.(-174) 982 0,982
2= 10 “ 10
0,7
Entonces x(1) = [—1,74]
0,982
k+1_xl |
Paso 5: Verificar el criterio de parada usando ——7— Py <¢
l
|x1 - x1| |0,7 - Ol
T ] 0,71

Lo que se suele hacer es crear una tabla donde se van registrando los resultados con el fin de
gue sean mas facil la visualizacidn de la evolucidn de las iteraciones. Para este ejemplo quedaria
de la siguiente manera:

k xf x5 x5 Exk Exk Exk
0 0 0 0

1 0,7 1,74 0,981 1 - -

2 0,9498 -1,98636 | 1,005948 | 0,2630 - -

3 0,9966772 | -2,000525 | 1,0008221 | 0,0470 0,0071 0,0051

Aunque a simple vista, el método de Gauss-Seidel pueda parecer siempre mejor que el de Jacobi,
esto no cierto en general. De hecho, hay ejemplos para los cuales Jacobi converge, mientras que
Gauss-Seidel es divergente. Pero en caso de converger, es probable que lo haga mas rapido que
Jacobi. Ademas, hay un beneficio adicional en Gauss-Seidel, no aumenta el coste computacional
respecto de Jacobi, es decir puede converger mas rdpido sin la necesidad de realizar mayores
calculos. Esto se debe a que en el fondo lo que se plantea resolver es un sistema triangular
inferior (o su variante de sistema triangular superior).

Método de Relajacion (SOR: successive over relaxation)

Se basa en el método de Gauss-Seidel introduciendo un factor de escala que reduce mas
rapidamente el error de la aproximacién. Esta modificacion fue introducida por Southwell. El
factor se denomina w y es conocido como factor de relajacion. Asi el método original queda
expresado de la siguiente manera:

n

n

k+1 1 2: k+1
xi( )=u)—(bl-— aux( )
aii J
1<j=i-1

k
Z a; x5 )|+ (1 - 0)x

i+1<jsn

Como se puede observar, ya no se calculard el préximo vector tomando como base principal el
vector de incégnitas anterior, sino a partir de una combinacién lineal de ese vector, que sera la
gue alimente la férmula iterativa.

La constante w se halla en el rango 0 < w < 2. El proceso diverge para w > 2. El método es
conocido como sub-relajacion para 0 < w < 1, el cual suele usarse para obtener convergencia
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cuando Gauss-Seidel no converge. El método se denomina como sobre-relajacion para 1 < w <
2y se usa para acelerar la convergencia cuando Gauss-Seidel converge.

El proceso de sobre-relajacién es cominmente usado para sistemas de ecuaciones lineales. El
valor éptimo de w no se conoce y se determina generalmente por prueba y error. Observe que
cuando w = 1 la formula resultante es el método de Gauss-Seidel.

Ejemplo 1: La solucidn del sistema lineal

4y + 3 = 24,
3y + 4 - X3 30,
— X3 + dx3 = =24,

es el vector (3 4 — 5)T. Utilice el método de Gauss y el método SOR con w = 1,25 para resolver
el sistema con el vector inicial (11 1)
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