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Capitulo 2. Introduccién a la Interpolacion y la Aproximacion

En numerosos problemas cientificos, de ingenieriay computacionales disponemos
de informacién solamente para determinados valores de una variable. Estos datos
pueden provenir de mediciones, muestreos, experimentos, simulaciones o
ejecuciones de un sistema.

Por ejemplo, podemos conocer el valor de una sefial solamente en determinados
instantes, la elevacidon de un terreno en posiciones relevadas o el tiempo de
respuesta de un sistema para determinados niveles de carga.

En todos estos casos disponemos de informacion discreta:

(x0,¥0), (1, y1), wrs (X, Y)

pero puede resultar necesario estimar qué ocurre en un punto para el cual no
disponemos directamente de un dato.

Esta situacidon da origen a una pregunta que sera central durante esta unidad:

¢ Como podemos utilizar la informacion disponible para estimar valores entre los
puntos conocidos?

Aunque los problemas puedan pertenecer a disciplinas diferentes, todos ellos
pueden conducir a una estructura matematica comun.

Tres problemas, una misma necesidad
Consideremos tres situaciones que utilizaremos a lo largo de esta unidad.

- Ingenieria Informatica — Informaciodn digital muestreada
Una senal digital se obtiene registrando el valor de una magnitud en
determinados instantes. Supongamos que, entre otras muestras,

conocemos:
Tiempo (ms) Valor
2 18
4 30

pero necesitamos estimar el valor correspondiente a:

t =3ms
No existe una muestra registrada exactamente en ese instante.
La misma necesidad de estimar valores entre muestras aparece en
diferentes areas de la informatica: procesamiento de sefiales,
transformacién y remuestreo de imagenes, graficos por computadora,
animacion, reconstrucciéon de datos y tablas de consulta.
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En una imagen digital, por ejemplo, conocemos valores asociados a
posiciones discretas de una grilla. Cuando una imagen cambia de tamano o
se transforma geométricamente, puede ser necesario estimar valores
correspondientes a nuevas posiciones situadas entre los pixeles originales.
Por lo tanto, nuestro sencillo problema unidimensional forma parte de una
necesidad computacional mucho mas amplia: reconstruir informacion
entre muestras conocidas.

Figura 1. Ejemplo de interpolacién para realizar transformaciones.

Interpolacion en imagenes: reconstruir informacion entre muestras conocidas
Una imagen digital almacena valores sélo en posiciones discretas de una grilla.
Cuando un proceso requiere informacién en nuevas posiciones, esos valores deben estimarse
a partir de las muestras disponibles.

0 Imagen original: La transformacion requiere e Estimacién (interpolacién): o Resultado:
informacién conocida nuevas posiciones usar las muestras cercanas imagen reconstruida
G, ) f(i+1, j) G, j) i+, j)
[ 2 L] [ ] \ / [ ]
{7 - °
L L] ® [ ]
£, j+1) Fi+1, j+1) £, j+1) Fi+1, j+1)

>
[} T 5 6 7 i
_ La imagen obtenida tiene més posiciones
@ Pixeles conocidos (muestras) @ Muestras conocidas @ Muestras conocidas con valores estimados.
Cada punto almacena un valor £(i, j)

— - e - O Nueva posicién sin muestra original @ Valor estimado a partir Los nuevos valores son estimaciones;
Ejemplo: £(2,3) = 180 (valor desconocido) de las muestras cercanas o eoRikves i Ha a Faaeaoinal
(intensidad del pixel en la posicién (2.3))

Analogia unidimensional 1. Muestras conocidas 2. Nueva posicién sin muestra 3. Valor estimado :Dénde aparece esta necesidad?
{saccion deuna fila de pbosies) o5 Remuestreo y transformacion de imagenes
> N » (escalar, rotar, corregir perspectiva)
flxo) flx2) flxo) i f(x:) flxo) x* flx2) Procesamisnto désenales
i - {reconstruccién entre muestras)
L L L Grifcos or computador
¥ texturas
La misma idea que observamos entre dos muestras en una dimensién También puede formar parte del
valnstlonite ailaa rosiclinasde s gAii bidk procesamiento de datos e imagenes

utilizado por sistemas de visién artificial.

Fuente: Elaboracién propia del autor usando IA.

- Ingenieria de Minas — Informacién espacial
Durante un relevamiento se registran las elevaciones del terreno en
determinadas posiciones a lo largo de un perfil. Supongamos que

conocemaos:
Distancia (m) Elevacion (m)
100 1248
150 1262

pero necesitamos estimar la elevacion correspondiente a:
x=125m

No se realizé una medicién exactamente en esa posicion.

Los problemas reales de Ingenieria de Minas pueden involucrar informacion
espacial proveniente de relevamientos, sensores, perforaciones y otras
mediciones. A partir de estos datos pueden construirse perfiles, superficies
y representaciones del terreno o del subsuelo.

Los problemas espaciales reales pueden requerir técnicas
considerablemente mas avanzadas que las que estudiaremos inicialmente.
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Sin embargo, todos comparten una cuestion fundamental: disponemos de

informacién en determinadas posiciones y necesitamos estimar qué ocurre

entre ellas.

Figura 2. Ejemplo de interpolacion para estimacion de elevaciones en

perfiles de terreno

Estimacion de elevacion en un perfil del terreno (Ingenieria de Minas)

En un relevamiento se miden elevaciones en posiciones determinadas del perfil.

estimar la el

i6n en donde no se realizé medicién.

Datos medidos

Elevaciones registradas en
posiciones conocidas.

Distancia (m)  Elevacién (m)

Posicion sin medicion

Necesitamos conocer la elevacién
en una posicion intermedia.

o

€l perfil completo se obtiene combinando
mediciones y estimaciones.

© Estimacion (interpolacién) Perfil construido

Usamos la informacién de los puntos
cercanos para estimar el valor.

100 1248 ——
- — Elevacién (m) Blevecién st
1280 en 125 m? 1280 4
Elevacidn (m) '
4 1260 H 1260
1280 (150, 1262) = /‘\ = / ,l’\ =
' i e el
1260 (100, 1248) 1240 /’\»\/v R LT e R \\
1200 1 | / i ! 7
A H 1220 ! ! 1220 levacion estimada |
1220 4/ | i i i en125m
1200 4 H 1200 1200 4, I 3300 :
‘ 0. 10 U0 1507160 100 80 100 120 140 150 160 180 80 100 120 140 150 160 180 80 100 120 140 150 160 180

20

Distancia (m)

@ FPuntos medicos (informacion conocida)

@‘ £Qué sabemos y qué estamos haciendo?

Qué sabemos: =i

Conocemos la elevacion Q Idea clave

s0lo en las posiciones. o

macidles el per Disponemos de informacion
Qué estimamos: en posiciones determinadas
La elevacion en posiciones y necesitamos estimar qué
donde no se realizd, ocurre entre ellas.
medicién.

nporti; ¥

A

£ valor interpolado es una
aproximacién. Su calidad
depende de los datos
disponibles y del modelo
utilizado entre ellos.

La interpolacién permite

de manera coherente.

O Posicién sin medicion
(valor desconocido)

reconstruir el perfil del terreno

Distancia (m) Distancia (m) Distancia (m)

@ Puntos medidos (conocidos)

@ Valor estimado a partir de
los puntos cercanos

@ Puntos medidos (conocidos)
@ Puntos estimados (interpolados)

@} Dénde aparece esta necesidad?

=

=
\ E%@

Relovamientos Perforaciones Sensores y Construccién de Representacién del
y i it i perfiles y superficies  subsuelo y yacimientos
Mediciones en superficie  Datos de perforaciones Registro de bles A partir de puntos. Construccion de modelos.

para obtener perfiles a dis i {rerreno, P para andlisis, planifi
y modelos del tamena. o largo de un perfil humedad, etc) se generan superficies y toma de decisiones.
posiciones discretas. més completas.

Recordatorio: las técnicas que estudiaremos inicialmente son simples y potentes, pero los problemas reales pueden requerir métodos més avanzados

y modelos geolégicos especificos.

Fuente:

Una organizacién utiliza un sistema de gestion al

Elaboracion propia del autor usando IA.

Licenciatura en Sistemas — Analisis de capacidad de un sistema

que acceden

simultaneamente distintos usuarios. Debido al crecimiento previsto de la

organizacion, se estima que durante los proximos meses aumentara la

cantidad de usuarios que utilizaran el sistema de manera concurrente.

Antes de decidir si resulta necesario ampliar los recursos de infraestructura,

se realizan pruebas de carga para observar como responde el sistema ante

distintos niveles de utilizacion.

Entre los resultados obtenidos se encuentran:

Usuarios concurrentes

Tiempo de respuesta (ms)

40

180

60

260

La organizacion estima que, en una primera etapa, el sistema podria

alcanzar aproximadamente 50 usuarios concurrentes.

Ese escenario no fue incluido especificamente en las pruebas realizadas. Si

bien seria posible efectuar una nueva prueba, los datos disponibles
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permiten obtener una primera estimacién de su comportamiento sin
necesidad de ensayar cada posible nivel de carga.
Surge entonces la pregunta:
¢ Podemos utilizar las mediciones disponibles para estimar el tiempo de
respuesta del sistema cuando operen 50 usuarios concurrentes?
En este caso conocemos el comportamiento observado para dos niveles de
cargay queremos estimar un valor situado entre ellos:
(40,180) (50,?) (60,260)

La estimacién obtenida puede aportar informacion para el analisis de
capacidad del sistema y contribuir, junto con otros criterios técnicos y
econoémicos, a decidir si la infraestructura actual resulta suficiente o si sera
necesario evaluar alternativas de ampliacion.

En un contexto mas amplio

Las pruebas de carga y el monitoreo de sistemas generan informacidén para
determinados estados de funcionamiento. A partir de esos datos puede ser
necesario analizar escenarios que no fueron observados directamente.

La interpolacion constituye una herramienta posible cuando el valor que
interesa estimar se encuentra entre condiciones para las cuales
disponemos de informacién.

Sin embargo, el resultado obtenido continda siendo una estimacion. No
sustituye una prueba real ni garantiza que el sistema presente exactamente
ese comportamiento.

Figura 3. Ejemplo de estimacion de tiempo usando interpolacion

Estimacion del tiempo de respuesta en un sistema

Usamos mediciones disponibles para analizar un escenario no ensayado y apoyar decisiones de capacidad.

@ situacion © Datos disponibles: © Escenario a evaluar Q  Estimacion © Aroyoaladecision

pruebas realizadas carga intermedia gl -
Seprevé un aumento de usuarios A partidé loa:ditos conocides La estimacién se integra al andlisis
Se realizaron pruebas de carga Necesitamos conocer el comportamiento de capacidad y contribuye
aproximado para 50 usuarios, a decisiones informadas.

@ Andlisis de capacidad

o
fempo de
[ w 20 , con
ios? . s
. + Costos y presupuesto
" .

concurrentes en el sistema. podemos estimar el tiempo de
respuesta para 50 usuarios.
que no fue ensayado.

Niveles de servicio esperados (SLA)
Utilizacién de recurso:

. B Tiermpo medio de respusests fme) B Tiempo medio de respuesta (ms) B Tiempo medio de respussta (ms) = . Proyecciones de crecimiento
® 6 ) a0t a0t 400 + Riesgos y tolerancias
g PO, Estimacién para
(60, 260}
il (60, 260) i « ) Ao (60, 260) 4
’ Lo 9 o o
(40, 180) (40, 180) (40, 180) -
200 3 ) 200 o 200 = 4
® e o Infraestructura Evaluar ampliacién
il actual suficiente de recursos
/J i mhm'“‘"" 100 1 1004 ‘ 100 | ! 6l desempeno estimado Bl desempeho estimado
e i H cumple los requisitos. | podia no sor suficento.
o 0 H [
20 2 4 0 6 70 20 2 4 0 6 70 20 30 4 50 6 70 e
a estimacién aporta informacién
Usuarios concurrentes Usuarios concurrentes Usuarios concurrentes i
paa la decisién; no reemplaza
@ Resuitados medidos (informacion conocida) O Escenario no ensayado @ Resultados medidos (informacién conocida) una prueba real del sistema.
(valor desconocido) @ Valor estimado (interpolado)

Qué problema resuelve? Q Idea clave - &Por qué no medimos directamente 50 usuarios?
Queremos analizar el comportamiento del sistema E * Ejecutar nuevas pruebas puede requeri tiempo y recursos.
en un nivel de carga que no fue probado, + Puede no ser posible probar todos los niveles de carga.
utiizando las mediciones disponibles.

La interpolacién permite estimar el tiempo de respuesta
para una carga intermedia a partir de las mediciones

3 e 5 + La estimacién permite una evaluacién preliminar répida
conocidas y apoyar el andlisis de capacidad.

para tomar decisiones oportunas.

Recordatorio: este es un ejemplo simple y controlado. En sistemas reales, el comportamiento puede variar por miltiples factores
@ (caché, red, carga del hardware, otros procesos, etc.). Més adelante veremos cémo trabajar con datos con variabilidad y ruido,
¥ cémo ajustar modelos que representen mejor el comportamiento observado.

Fuente: Elaboracién propia del autor usando IA.
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La estructura comun

Los tres problemas parecen inicialmente diferentes:

Informacioén digital Perfil de terreno Comportamiento de un
sistema

Sin embargo, al abstraer sus caracteristicas particulares encontramos la misma
estructura:

(x0,¥0), (1, ¥1), wrs (X, Y)

Conocemos valores de y solamente para determinados valores de x y queremos
estimar qué ocurre entre ellos.

Esta transformacion:

Problema del dominio\ - \Representacién matemética\ —>\Método numerico

nos permitira aplicar las mismas herramientas matematicas a problemas
provenientes de diferentes disciplinas.

Aproximacion

De manera general, aproximar consiste en representar una funcién o un conjunto
de datos mediante otra funcion que resulte adecuada para el propodsito del
problema.

La necesidad de aproximar puede aparecer en distintas situaciones.

- Podemos desconocer la expresion analitica de la funcién y disponer
solamente de datos: (x;, y;)

- Pero también podemos conocer la funcién original y, aun asi, resultar
conveniente sustituirla, dentro de determinado intervalo, por otra funcion
mas sencilla de evaluar o manipular.

Por lo tanto, aproximar no significa necesariamente desconocer la funcion original.
El objetivo es construir una representacion adecuada para la necesidad que
estamos intentando resolver.

Pero esto introduce otra pregunta:
;Qué relacion queremos que exista entre la funcion aproximante y los datos conocidos?
Esta pregunta permite distinguir diferentes problemas de aproximacion.

Interpolacion
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Cuando exigimos que la funcidn aproximante pase exactamente por todos los
puntos conocidos, hablamos de interpolacion.

Dados:

(%0, ¥0), (1, Y1), ooes (X0, V)

buscamos una funcién que cumpla:

Px)=y, i=0,1,..,n]|

Los valores xg, x4, ..., X, reciben el nombre de nodos de interpolacion; cada par
(x;, y;) representa un punto conocido o dato de interpolacion.

La condicion anterior significa que la funcién interpolante reproduce exactamente
los valores conocidos:

P(xo) =Yo P(x1) =Y ’ ---,P(xn) = Yn
Sin embargo, esta afirmacion debe interpretarse con cuidado.

Que P(x) pase exactamente por los datos conocidos no significa que
conozcamos exactamente el comportamiento del fenémeno entre ellos.

Esta distincion sera fundamental durante toda la unidad:

Coincidir exactamente en los nodos

no implica necesariamente:

Representar exactamente el fendmeno entre los nodos|.

Interpolacion y extrapolacion

Sielvalorque deseamos estimar se encuentra dentro delintervalo determinado por
los datos conocidos:

Xg < x < Xp,
realizamos una interpolacion.

En cambio, si utilizamos los datos disponibles para estimar un valor situado fuera
de ese intervalo, realizamos una extrapolacion.

La extrapolacion requiere especial cuidado porque utiliza el comportamiento
observado dentro de una regidon conocida para estimar qué podria ocurrir en una
region donde no disponemos de informacion.

cQué funcion podemos utilizar para interpolar?
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Para construir una interpolacidon necesitamos elegir una familia de funciones capaz
de representar los datos conocidos. Existen distintas posibilidades y no hay una
unica familia de funciones que resulte la mas adecuada para todos los
problemas.

En esta seccidn comenzaremos trabajando con polinomios:
P,(x) = ag + a;x + ayx? + - + a,x™

Esta eleccion no es arbitraria. Los polinomios presentan propiedades
especialmente convenientes para el Calculo Numérico: pueden evaluarse
utilizando operaciones elementales, son continuos y pueden derivarse e integrarse
con facilidad. Ademas, permiten construir funciones interpolantes de grado
creciente a medida que incorporamos nuevos datos, lo que proporciona un marco
conveniente para estudiar cémo cambia la representaciéon y analizar
posteriormente sus ventajas y limitaciones.

Existe también una propiedad fundamental que los hace particularmente
adecuados para introducir el problema de interpolacion:

Dados n + 1 puntos con valores de x distintos, existe un unico polinomio de grado
menor o igual que n que pasa por todos ellos.

Por ejemplo:
2 puntos — grado <1
3 puntos — grado <2
n + 1 puntos = grado <n

Esto permite estudiar de manera progresiva cémo se construye una funcién
interpolante, como cambia al incorporar nuevos datos y qué ocurre con la calidad
de la aproximacion.

Sin embargo, utilizar polinomios no significa que sean siempre la mejor
eleccion. A medida que avancemos veremos también algunas de sus limitaciones
y estudiaremos otras estrategias para representar los datos cuando un uUnico
polinomio global deja de resultar conveniente.

Comenzaremos por el caso mas sencillo: construir un polinomio a partir de dos
puntos conocidos.

Interpolacion lineal

Si conocemos dos puntos:

(x0,¥0), (x1,¥1)
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buscamos el polinomio de menor grado que pueda pasar por ambos. En este caso
se trata de una recta:

Pi(x) =ay+ a1x

Los coeficientes a, y a; son inicialmente desconocidos. Sin embargo, disponemos
de dos datos y queremos que la recta pase exactamente por ellos.

Por lo tanto, debemos exigir:

P;(x9) = ¥o

Pi(x1) =y

Al reemplazar los puntos conocidos en la expresion de la recta obtenemos:

ap + a3 xo = Yo

ap + a1x, = y1
Tenemos entonces dos ecuaciones y dos coeficientes desconocidos.
Restando ambas ecuaciones:

a1 (x1 — Xx0) = Y1 — Yo

por lo que:

Y1 — Yo
a1 =
X1 — Xo

Este coeficiente representa la pendiente de larecta determinada por los dos puntos
conocidos.

Entonces, a partir de:

Yo = Qo t A1Xg
Podemos expresar

Ao = Yo — A1Xp
Y si sustituimos ambos coeficientes en P;, obtenemos:

V1

_ Y1~ Yo o _
P1(x)—YO+x1_xO (x — x0)

Esta expresién resulta especialmente util porque el polinomio queda escrito
directamente en funcion de los datos disponibles.

Veamos qué significa utilizar esta misma expresion en nuestros tres problemas.
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Ingenieria Informatica
Para las muestras:
(2,18), (4,30)

estimamosent = 3:

P(3)—18+3 8 3-2

Por lo tanto:

Hemos estimado el valor de una muestra inexistente utilizando la informacién
proporcionada por las muestras vecinas.

Ingenieria de Minas
Para:

(100,1248), (150,1262)
Estimamos la elevacion en x = 125:

1262 — 1248

P,(125) = 1248 +m

(125 — 100)

Por lo tanto:
P;(125) = 1255
La elevacion estimada es: 1255 m.

Esto no significa que hayamos medido esa elevacién. Hemos construido una
estimacion suponiendo un comportamiento lineal entre las dos posiciones
relevadas.

Licenciatura en Sistemas
Para:

(40,180), (60,260)
Estimamos el tiempo de respuesta para 50 usuarios:

260 — 180

P1(50) =180 + m

(50 — 40)

Por lo tanto:

P,(50) = 220 ms
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Pero elresultado no demuestra que el tiempo de respuesta del sistema aumente
linealmente con la cantidad de usuarios. La recta constituye el modelo que
hemos elegido para estimar el comportamiento entre esas dos mediciones.

Una misma operacion, diferentes interpretaciones

Los tres problemas fueron resueltos mediante exactamente la misma expresion
matematica:

Y1 — Yo
X (x — xo)

P (x) =
1(0) =yo + X —

Sin embargo, el significado del resultado depende del problema.

- EnlInformatica reconstruimos un valor entre muestras.

- En Minas estimamos una elevacién en una posicion no relevada.

- En Sistemas estimamos el comportamiento bajo una condicién que no fue
ensayada.

Esto muestra una caracteristica importante de los métodos numéricos: una misma
estructura matematica puede utilizarse para abordar problemas provenientes de
dominios diferentes, pero la interpretacién y las limitaciones del resultado
continuan dependiendo del fendmeno estudiado.

ZY qué tan buena es la estimacion?
Hemos obtenido tres aproximaciones, pero:

/Qué tan proximas se encuentran de los valores que realmente tendrian los fenomenos
estudiados?

La funcién interpolante pasa exactamente por los nodos utilizados:

Pi(x;) = y;
Por lo tanto, en esos puntos la diferencia respecto de los datos conocidos es cero.
Pero nuestro interés se encuentra precisamente entre los nodos.

Cuando existe una funcién f(x) que describe el fenémeno, puede existir entre los
nodos una diferencia entre su valor y el proporcionado por la funcion interpolante
P(x):

E(x) = f(x) — P(x)

Esta diferencia permite definir el error de interpolaciéon. Cuando la funcidn
verdadera no es conocida y disponemos unicamente de datos, la evaluacion de la
calidad requiere otros criterios que analizaremos posteriormente.
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Por ahora no intentaremos calcularlo. Primero necesitamos comprender cémo se
construyen las funciones interpolantes y qué factores pueden afectar su
comportamiento.

Mas adelante retomaremos esta pregunta y estudiaremos los mecanismos propios
de la interpolaciéon para analizar y, cuando sea posible, estimar o acotar la
calidad de las aproximaciones obtenidas.

Interpolacion Cuadratica

Hasta ahora hemos utilizado dos datos conocidos para construir un polinomio de
primer grado:

Y1~ Yo

Pl(x)ZYO+x (x — x0)

1~ Xo
Los dos puntos proporcionaron las dos condiciones necesarias para determinar
sus dos coeficientes.

Pero supongamos ahora que disponemos de un tercer dato:

(XO' yO)r (xli yl): (xz' yZ)

Podriamos utilizar solamente dos de ellos y realizar una interpolacion lineal. Sin
embargo, esto significaria dejar de utilizar informacion que tenemos disponible.

Surge entonces una nueva pregunta:

¢ Podemos construir una funcion interpolante que utilice simultaneamente los tres datos
conocidos?

Para que una uUnica recta pase por los tres puntos, estos deberian encontrarse
exactamente alineados. En general, no podemos suponer que esto ocurra.

Necesitamos entonces ampliar la familia de polinomios que estamos utilizando.
El siguiente caso es un polinomio de segundo grado:
Py(x) = ag + a;x + ayx?
Este polinomio posee tres coeficientes desconocidos:
ag, a4, Ay

Como disponemos de tres datos y queremos que el polinomio pase exactamente
por ellos, imponemos las condiciones de interpolacién:

Py(x0) = yo
Py(x1) = yq
Py(x;) =y,
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Al sustituir cada punto conocido en la condicién de interpolacién obtenemos:

Ao+ ayxg + azx§ = ¥,
ap+a1x; +axf = y;
ap + ayx; + QZX% = Y2

Tenemos ahora tres ecuaciones y tres coeficientes desconocidos.
La idea es exactamente la misma que utilizamos en la interpolacion lineal:

Datos conocidos — condiciones de interpolacion — determinacién de coeficientes
- P,(x)

La diferencia es que, al disponer de un dato adicional, podemos construir un
polinomio de mayor grado capaz de reproducir los tres valores conocidos.

Determinacion de coeficientes

Veamos ahora como se determinan estos coeficientes para un conjunto concreto
de datos. El procedimiento sera el mismo que acabamos de establecer: cada punto
conocido proporcionara una condicidon de interpolacién y, a partir de ellas,
construiremos el sistema que permitira obtener ay, a; y a,.

Supongamos que conocemos: (0,1), (1,3),(2,9)

Buscamos un polinomio: P,(x) = ag + a;x + a,x? que pase exactamente por los
tres puntos.

Aplicando las condiciones de interpolacion:

Pz(o) =1
Por tanto, a, + a,(0) + a,(0)? = 1yentonces a, = 1.
Para la condicion:

Pz(l) =3,
Tenemos, a, + a,(1) + a,(1)? = 3yentonces ag + a; + a, = 3.
Finalmente, para

P,(2) =9
Resulta, ay + a,(2) + a,(2)? = 9yentonces ag + 2a;, + 4a, =9

a, =1

De esta manera, los tres datos conocidos generan el sistema:jag + a; + a, = 3
a0+2a1+4a2 :9
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A partir de este sistema podemos determinar los coeficientes del polinomio
interpolante.

Sustituyendo el valor de a, en las otras dos ecuaciones:

{ 1+a1+a2=3
1+2a1+4‘a2=9

y simplificando

{ a1+a2:2
2a1+4a2:8

Podemos despejar, por ejemplo a, de la primera ecuacion
a=2—-a,
Sustituyendo en la segunda:
22—-ay) +4a, =8

4‘_2a2+4‘a2=8

2a, =4
a, =2
Entonces
a,=2-2=0

Por lo tanto, los coeficientes del polinomio interpolante son:
a, =1, a, =0, a, =2
Y el polinomio que buscamos resulta
Py(x) =1+ 2x?
Finalmente, es conveniente verificar que el polinomio obtenido satisface las
condiciones de interpolacién para los tres puntos.

Calculo directo de los coeficientes

En el desarrollo anterior determinamos los coeficientes agy, a; y a, resolviendo el
sistema generado por las tres condiciones de interpolacién. Este procedimiento
permite comprender cémo los datos conocidos determinan el polinomio
interpolante.

Sin embargo, para tres puntos también es posible expresar directamente los
coeficientes del polinomio en funcién de los datos disponibles.

A partir de la resolucion algebraica del sistema anterior puede demostrarse que:
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(1 — x0) (V2 — ¥0) — (22 — x0) (Y1 — ¥o)
(x1 — xo)(xz - xo)(xz — X1)

a2 =
Una vez conocido a,, podemos calcular

0
ag =———ay(xg +x
1 — % 2(Xo 1)

Y finalmente
_ _ _ 2
Ap = Yo — A1Xp — A2Xy

De esta manera, los coeficientes pueden calcularse directamente a partir de los
tres puntos conocidos, sin resolver explicitamente el sistema de ecuaciones en
cada aplicacioén.

Una vez determinados los coeficientes puede construirse el polinomio y utilizarlo
para realizar la estimacién buscada.

Aclaraciéon importante

Estas expresiones no representan un método de interpolacién diferente. Son el
resultado de resolver algebraicamente las mismas condiciones de interpolacién
que planteamos anteriormente. Su utilizacién permite concentrar la practica en la
construcciény aplicacién del polinomio, evitando que la resolucion del sistema de
ecuaciones se convierta en el objetivo principal del ejercicio.

Existen otras formas de construir directamente el mismo polinomio
interpolante a partir de los datos conocidos. Por ejemplo, a partir de la forma de
expresar un polinomio segun Newton, los coeficientes se pueden llegar a expresar
de otra manera, pero llegamos al mismo resultado.

Una idea que comienza a generalizarse

Comparemos los dos casos estudiados. Con dos puntos construimos un polinomio
de primer grado y utilizamos dos condiciones para determinar los coeficientes. Con
tres puntos construimos un polinomio de segundo grado y utilizamos tres
condiciones para determinar tres coeficientes.

Esto sugiere una estructura mas general.
Dados n + 1 puntos con nodos distintos:
(%0, ¥0), (X1, Y1), s Oy )
Podemos buscar un polinomio
P,(x) = ag + a;x + ayx? + - + a,x™

Que satisfaga
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P(x)=y;, i=012,...,n

Esto conduce a un sistema de n+ 1 ecuaciones con n+ 1 coeficientes
desconocidos.

¢Mayor grado significa necesariamente una mejor aproximacion?

Incorporar un tercer dato nos permite construir un polinomio que reproduzca mas
informacion conocida. Pero esto no permite concluir todavia que:

\Mayor grado\ - \mejor aproximacion

entre los nodos. Que el polinomio pase exactamente por una mayor cantidad de
datos conocidos y que represente mejor el comportamiento del fenédmeno son
cuestiones diferentes.

Esta pregunta sera especialmente importante cuando aumentemos la cantidad de
nodos y estudiemos posteriormente la calidad y el comportamiento de la
interpolacion polinomial.

Interpolacion de Lagrange
Hasta ahora construimos el polinomio interpolante partiendo de su forma general:
P,(x) = ag+ a;x + ayx? + - + a,x™
e imponiendo las condiciones de interpolacion:
B,(x) =1y, i=012,...,n

De esta manera obtenemos un sistema de n + 1 ecuaciones

ap+ a1 xg+ -+ axyd = Yo
ag+ax,++axt =
ap + axp +taxy = oy,

cuya resolucion permite determinar los coeficientes ag, a4, ..., a,

Este procedimiento nos permiti6 comprender cémo los datos conocidos
determinan el polinomio interpolante. Sin embargo, cuando aumenta la cantidad
de puntos conocidos, también aumenta el nimero de coeficientes desconocidosyy,
por lo tanto, el tamafio del sistema que debemos resolver.

Surge entonces una pregunta:

JEs posible construir directamente el polinomio interpolante a partir de los datos
conocidos, sin determinar previamente los coeficientes mediante la resolucion de un
sistema de ecuaciones?
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La forma de Lagrange proporciona una respuesta a esta pregunta.

La idea consiste en construir polinomios auxiliares que permitan incorporar
separadamente la contribuciéon de cada dato conocido y luego combinarlos para
obtener el polinomio interpolante.

Construccion para tres puntos
Consideremos tres puntos conocidos:
(%0, ¥o), (x1,¥1), (x2, ¥2)
Cuyos nodos de interpolacién son:
X0, X1, X2

Queremos construir un polinomio P,(x) que satisfaga las condiciones de
interpolacién:

Py(x0) = y0, P, (x1) = y1, P2 (x3) =y,

Para comprender la construccién de Lagrange, dejemos momentaneamente de
lado los valores yy, ¥4, Y2 Y concentrémonos unicamente en los nodos.

Comencemos buscando un polinomio Ly(x) que cumpla:
Lo(xo) =1 Lo(x1) =0 Lo(x2) =0

Para conseguir que el polinomio se anule en x;, podemos utilizar el factor lineal:

(x — xq)
Ya que cuando x = xy:

(x — x1) =0

De manera similar, para que se anule en x, , utilizamos:

(x —x3)
Si multiplicamos ambos factores:

(x —x)(x — x3)

obtenemos un polinomio de segundo grado que se anula tanto x; en como en x,.

Sin embargo, todavia necesitamos que ese polinomio tome exactamente el valor 1
cuando x = Xx.

Al evaluar el producto en x, obtenemos:
(xg — x1) (g — x2)

que en general, no esiguala 1.
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Podemos conseguirlo normalizando el polinomio: dividimos el producto por el

valor que él mismo toma en

Xo:

Lo(x) =

(x —x)(x —x3)

(g — x1)(xg — x2)

Ahora, al evaluaren x = x,:

Lo(xo) =
Mientras que:

Lo(xq) =
y

Lo(xp) =
Por lo tanto:

Lo(xo) =1

(g — x1) (xg — x2) _

(xo — x1)(x9 — x2) -

(g — 1) (g — x3) _

(x0 — x1)(xg — x2) B

(o = x1) (xz — x2) _

(0 — x1) (xp — x2) B

Lo(x1) =0

1

0

0

Lo(x) =0

Hemos construido asi un polinomio fundamental de Lagrange asociado al nodo

Xo-

Aplicando el mismo razonamiento, podemos construir un polinomio L,(x)

asociado al nodo x;.

Para que se anule en x; y x, utilizamos los factores:

(x = x0) (x — x3)

Luego normalizamos utilizando el valor que este producto toma en x;:

L1(x) =

(x — x0)(x — x7)

(g = x0) (%1 — x5)

De esta manera:

Li(x) =0

Li(x) =1

Li(x) =0

Finalmente, para construir el polinomio asociado al nhodo x,, utilizamos:

Lz(x) =

(x — x0) (x — x1)

(2 — x0) (X3 — x1)

que cumple
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Ly(xp) =0 Ly(x) =0 Ly(x;) =1

Podemos resumir el comportamiento de los tres polinomios fundamentales:

Xo X1 X2

Lx) 1 0 0

L(x) 0 1 ©

L(x) 0 0 1

Cada polinomio fundamental esta asociado a un nodo: toma elvalor 1 en ese nodo

y se anula en todos los demas.

Esta propiedad es la que permitira utilizarlos para construir el polinomio

interpolante.

Recuperemos ahora los valores y,, y;, V5. Sabemos que Ly(x) vale 1 en x,y 0 en los

demas nodos.
Por lo tanto, al multiplicarlo por y,

YoLo(x)
obtenemos una contribucion que en x, vale:

YoLo(x0) = yo
Mientras que en los otros nodos se anula:
YoLo(x1) =0, yoLo(xz) =0

De manera similar

y1Ly(x)

aporta el valor y; en x; y se anula en los otros nodos, mientras que:

V2L, (x)
aporta el valor y, en x, y se anula en los restantes.
Podemos entonces sumar las tres contribuciones:
P,(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y,Lo (%)

Veamos qué ocurre al evaluar esta expresion en cada nodo.

Xo P (x0) = y0(1) + ¥1(0) + ¥,(0) = yo
X1 P,(x1) = y0(0) +y1(1) + ¥,(0) =y,
X2 P,(x3) = y0(0) + y,1(0) + y,(1) =y,
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Hemos construido asi un polinomio de segundo grado que satisface las
condiciones de interpolacidon sin necesidad de determinar previamente los
coeficientes mediante la resolucidn del sistema de ecuaciones.

Generalizacion

Lagrange utilizé el mismo razonamiento para extender este polinomio a cualquier
cantidad de puntos conocidos.

Dadosn + 1 puntos
(x0, ¥0), (x1, 1), -, (s )
Con nodos de interpolacién distintos:
X0y X1, ey Xp
Para cada nodo x; construimos un polinomio fundamental L;(x) que cumpla:

Li(x) =1

Para conseguir que L;(x) se anule en todos los demas nodos, utilizamos un factor:
(x - x;)
por cada x; distinto de x;.

Esto puede expresarse como:

Li(x) = l_l(x — X))
j=0

j#i
Para conseguir ademas que el polinomio tome exactamente el valor 1 en Xx;,
normalizamos dividiendo por el valor que ese producto toma cuando x = x;:

Obtenemos asi el polinomio fundamental de Lagrange asociado al nodo x;.
Por construccion

1 i=j
LiCx) ={0 iij’
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Finalmente, multiplicamos cada polinomio fundamental por el valor conocido
asociado a su hodo y sumamos todas las contribuciones

n
P = ) yili()

i=0
Esta expresiéon constituye la forma de Lagrange del polinomio interpolante. El
polinomio obtenido satisface la condicidn de interpolacion.
Ejemplo de interpolacion de Lagrange
Consideremos los tres puntos conocidos: (0,1), (1,3) y (2,9)
Los nodos de interpolacidnson: xyg = 0,x; =1y x, = 2
y los valores asociados son: y, =1,y; =3yy, =9

Buscamos el polinomio interpolante de segundo grado en la forma de Lagrange:

P,(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y,L(x)

Para Ly (x):
_ (x — x1)(x — x)
Lo(x) = (0 — x1)(x9 — x2)
Sustituyendo los nodos
(x =D —-2)
L) =D -2
Lo() = (x — 1)2(x —2)
Para L, (x):
_ r=x)(x —xp)
b = G TG — 1)
Entonces
x(x —2)
L) =T ga-2

Li(x) =—x(x—2)

Y para L,(x):

(x — x0) (x — x1)
(x2 — x0) (X2 — x1)

Lz(x) =
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Por tanto
x(x—1)
L =
=G "0e-D
x(x—1)
Ly(r) = —=——

Ahora podemos construir el polinomio interpolante, incorporando los valores
conocidosdeyy, =1,y; =3yy, =9:

Py(x) = 1.Lo(x) + 3.L1(x) + 9. L,(x)

Sustituyendo
x—1)x -2 x(x—1
Pz(x)=1( ) )—3x(x—2)+9¥
2 2
Si la desarrollamos y simplificamos
x?—3x+2 5 9x? — 9x
P,(x) :T_ 3x° 4+ 6x+T

Agrupando términos
Py(x) = 1+ 2x2

Siempre es recomendable comprobar esta forma del polinomio mediante la
condiciéon de interpolacion:

P,(0) =1
P,(1) =3
P,(2) =9

Por lo tanto, el polinomio obtenido pasa exactamente por los tres puntos
conocidos.

Ventajas de la forma de Lagrange

La forma de Lagrange permite construir el polinomio interpolante directamente a
partir de los datos conocidos, sin necesidad de determinar previamente los
coeficientes de la representacién candnica de un polinomio.

Entre sus principales ventajas podemos sefalar:

- Construccion directa: el polinomio se obtiene a partir de los nodos x; y de
sus valores asociados y;, evitando la resolucidon explicita del sistema de
ecuaciones para determinar los coeficientes.
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- Formulacidén general: la misma expresion puede utilizarse para cualquier
cantidad de puntos conocidos.

- No requiere nodos equidistantes: los valores pueden encontrarse
separados por distancias diferentes, siempre que sean distintos entre si.

- Interpretacion clara de las condiciones de interpolacion: cada polinomio
fundamental L;(x) esta construido para valer 1 en su propio nodoy 0 en los
restantes. Esto permite comprender directamente por qué el polinomio
resultante reproduce todos los datos conocidos.

La forma de Lagrange constituye, por lo tanto, una manera general y
conceptualmente clara de construir el polinomio interpolante.

Limitaciones de la forma de Lagrange

Sin embargo, que una formulacion permita construir directamente el polinomio no
significa que resulte igualmente conveniente en todas las situaciones.

Una primera dificultad aparece cuando aumenta la cantidad de nodos. Cada
polinomio fundamental:

]:

J#i
debe incorporar todos los nodos excepto aquel al que esta asociado. Por lo tanto, a
medida que aumenta la cantidad de datos, las expresiones también se vuelven mas
extensas y aumenta la cantidad de operaciones necesarias.

Pero existe otra limitacién especialmente importante.

Supongamos que hemos construido el polinomio interpolante utilizando 3 nodos.
Sus polinomios fundamentales seran Ly(x), Ly(x) y L,(x). Si luego agregas un
nuevo dato (x3,y3) los polinomios fundamentales ya no son suficientes. Por
ejemplo

(x —x)(x — x3)
(x9 — x1) (%9 — x2)

Lo(x) =

Pasara a tener esta forma

(x —x1)(x — x3) (x — x3)
(xg — x1) (xg — x2) (xg — x3)

Lo(x) =

Y lo mismo ocurrirda con el resto de los polinomios fundamentales. Por lo tanto,
agregar un nuevo dato modifica la construccion de todos los polinomios
fundamentales anteriores.
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Esta caracteristica puede resultar poco conveniente cuando los datos se
incorporan progresivamente.

Interpolacion mediante Polinomio de Newton por Diferencias Divididas

En la seccidon anterior se presentd el polinomio interpolante de Lagrange, que
permite construir directamente el polinomio que interpola un conjunto de datos,
sin necesidad de plantear y resolver previamente un sistema de ecuaciones para
determinar sus coeficientes.

Sin embargo, la forma de Lagrange presenta una dificultad cuando el conjunto de
datos cambia. Si se incorpora un nuevo punto, los polinomios fundamentales
deben modificarse, ya que su construccién depende de todos los nodos utilizados.

Esto plantea una nueva pregunta:

JEs posible construir el mismo polinomio interpolante de una forma que permita
incorporar progresivamente nuevos datos sin tener que reconstruir completamente el
polinomio anterior?

El polinomio de interpolacién de Newton propone precisamente una
representacidon que posee esta caracteristica.

La idea consiste en construir el polinomio de manera progresiva: se comienza
interpolando un primer dato y, a medida que se incorporan nuevos datos, se
agregan términos que permiten interpolarlos sin modificar la interpolacién
conseguida en los puntos anteriores.

Construccion progresiva del polinomio

Hasta aqui hemos representado los datos conocidos mediante pares (x;,y;). En
esta seccion utilizaremos también la notacién f(x;) para expresar el valor asociado
al nodo x;. Por lo tanto:

yi = f(x)

Ambas notaciones representan la misma informacidn. Utilizaremos f(x;) porque
resulta especialmente conveniente al introducir las diferencias divididas.

Supongamos que inicialmente se dispone Unicamente del dato
(%0, f (%0))

El polinomio mas sencillo que permite interpolarlo es un polinomio constante:
Py(x) = by

Y como debe cumplirse la condicion de interpolacién, tenemos que

Py(xo) = f(x0)
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Resulta inmediatamente que

Y, por lo tanto

Po(x) = f(x0)

Incorporacién de un segundo dato

Supongamos ahora que se incorpora el punto

(%1, f (1))

Es necesario agregar un nuevo término al polinomio anterior para que también pase
por este punto. Sin embargo, el nuevo término no debe modificar el valor que ya
se consiguio en x,.

Para conseguirlo puede utilizarse el factor
(x = xo)
Ya que cuando x = x,
XxX—x9=0

Entonces se propone

Py (x) = b + by (x — xo)
Obsérvese qué sucede al evaluar el polinomio en x;:

Py (xo) = by + by(xg — x¢) = byg

Por lo tanto, cualquiera sea el valor que posteriormente tome b4, el nuevo término
no modifica el valor del polinomio enxy .

Ahora se debe determinar b; de manera que el polinomio pase ademas por el
segundo punto:

Pi(x1) = f(x1)

Entonces

f(x1) = by + by (x4 — xp)

Como ya sabemos que

by = f(xo)

Se obtiene

f(x1) = f(xp) + by(x1 — xp)
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Despejando b,

:f&ﬂ—f@&

b
! (x1 — x9)

Esta expresion representa la razon de cambio entre los valores de la funcién
correspondientes a xg Yy X;.

Para simplificar su representacion se introduce la notacion de diferencia dividida
de primer orden:

f(x1) - f(xo)

Xo, X1| =
fl 0 1| X1 — Xo

Por consiguiente
by = flxg, 1]
El polinomio interpolante lineal queda entonces

|P1(X) = f(xg) + flxg, x1|(x — Xo)|

Esta expresion representa exactamente el polinomio lineal que interpola los puntos

(x0, f(x0)) Y (X1, f (x1))-

Incorporacién de un tercer dato

Supongamos ahora que se incorpora un tercer punto

(x2, f (x2))

Nuevamente se desea agregar un término que permita que el polinomio pase por
este nuevo punto, pero sin modificar los valores que ya se consiguieron en x, y

Xq.
Por esta razén, el nuevo término debe anularse cuando
X = xO

y también cuando

Por lo tanto, proponemos

Py(x) = by + by (x — x¢) + by (x — x0)(x — x1)
Esta estructura posee una propiedad importante.
Six = xp:

(g — x0)(xg —x1) = 0
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Ysix = xq:
(x1 = x0)(x1 —x1) =0
Por consiguiente, el término agregado
by (x — x0) (x — x1)

no altera la interpolacién conseguida anteriormente en x, y x;. S6lo queda
determinar qué valor debe tomar para que también se cumpla

P,(x3) = f(x3)
Sustituyendo x = x5:
f(x2) = by + by(x2 — x0) + by (xz — x0) (X3 — x1)
Utilizando los coeficientes obtenidos anteriormente resulta que
f(xz) = fxo) + flxo, x11(xz — x0) + by (32 — x0) (x2 — x1)
Despejando:

_ f(x2) — f(x0) — flxo, %11 (2 — x0)

(22 — x0) (3 — x1)

b,

Esta expresion puede reorganizarse utilizando las diferencias divididas de primer
orden:

X1, Xo| =
fl 1 2| xz_xl

De esta manera se obtiene

flxy, x2| = flxg, x4
bz =
(xz - xo)

Esta expresion recibe el nombre de diferencia dividida de segundo orden y se
representa como

[y, 22| = flxg, x4
(xz - xo)

flx1, x4, %] =

Por lo que

by, = flx1, %1, x;

El polinomio cuadratico queda entonces

‘Pz(x) = f(xq) + flxg, %11 (x — x0) + flxq, %9, %5 (x — x0) (x — x1)‘

Generalizacion
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El procedimiento anterior puede continuar a medida que se incorporan nuevos
datos.

Para un cuarto punto se agregaria un término de la forma
b3 (x — x0) (x — x1) (x — x3)
gue se anula automaticamente en xg, x1 Y X5.
Para un quinto punto se agregaria
by(x — x0) (x — x1) (x — x2) (x — x3)
y asi sucesivamente.
De esta manera, paran + 1 puntos diferentes
((x0, £ (x0)), (31, f(x1))s wee, (s £ (X))

Se obtiene la estructura general

P.(x) = bo + by (x — xq) + by (x — x) (x — x7) + by (x — x0) (x — %7) oo (x — %5 1))

Donde los coeficientes son
bo = flxol = f(x0)
b, = f|x0.x1|

b, = flxo, x1, x|

b, = flxg, X1, -, Xy |

Por lo tanto, el polinomio interpolante de Newton por diferencias divididas puede
escribirse como

P, (x) = flxol + flxg, x11(x — x0) + flxg, x1, %21 (x — x0) (x — x9) + -+
+ flxg, %1, eoor X | (6 — x0) (x — x7) oo (0 — Xp—1)

La tabla de diferencias divididas
Las diferencias divididas pueden definirse de manera recursiva.

- Diferencia dividida de orden cero
flxil = f(x)
Es simplemente el valor conocido de la funcién
- Diferencia dividida de primer orden
flxival = flx]

Xi+1 — Xj

flxi i1l =

O su equivalente
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_ S (i) — f(x)

flxi;xi+1| =

Xi+1 = X

- Diferencia dividida de segundo orden

flxiv1, il = g, xi44]

flxi X1, Xiva| =

Xi+2 — Xi
Es decir, para calcular una diferencia dividida de segundo orden se utilizan

dos diferencias divididas de primer orden
- De manera general

flxivs oo Xiprel = flxi oo, Xigpe—al

f|xi, ...,xi+k| =

Xit+k — Xi
Esto significa que cada diferencia dividida de un determinado orden se

obtiene a partir de diferencias divididas del orden inmediatamente anterior.

Las expresiones de las diferencias divididas permiten determinar los coeficientes

del Polinomio de Newton.

Como cada diferencia dividida de un determinado orden se obtiene a partir de

diferencias divididas del orden anterior, resulta conveniente organizar estos

calculos en una tabla de diferencias divididas.

Pero la tabla no cumple solamente una funcidn de organizacion.

Unavez calculadas las diferencias divididas, sus valores contienen los coeficientes

que permiten construir progresivamente los polinomios interpolantes de Newton.

Por ejemplo, si disponemos de cuatro datos:

(Cro £, (0, £, (s £ (22)), (3, f (23)))

la tabla tendra la estructura:

x; flx;| Primerorden Segundo orden

Tercer orden

xo flxol flxo, x| flxg,xq, 32| flxo, %1, %2, x5
x1 flxl flx, %, flxq, x2, x5

X2 flxol flxz, x5l

x3  flxsl

Si observamos la primera entrada de cada columna, encontramos:

flxol’ fle’xlll |x0’x1’x2|l LLD] |x()i xll xz, x3|

Es decir, se toman las diferencias divididas que comienzan en xg.

Estos valores son precisamente los coeficientes necesarios para construir el

polinomio de Newton.
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Pero ademas permiten recuperar los polinomios de diferentes grados sin recalcular
las diferencias ya obtenidas.

Por lo tanto, una misma tabla contiene la informacién necesaria para construir
progresivamente los polinomios interpolantes asociados a los datos utilizados.

¢Y qué ocurre si incorporamos un nuevo dato?
Si a nuestro ejemplo anterior incorporamos un nuevo dato (X, f (x4))

Los valores previamente calculados no necesitan volver a determinarse. Se
incorpora el huevo dato y se calculan solamente las nuevas diferencias divididas
necesarias hasta obtener:

x;i flx;| Primerorden Segundo orden Tercer orden Cuarto orden

xo  flxol flxo, x4l flxo, 21, %51 flxo, 20, x5, %31 flxg, %1, %2, %3, %4
x1 flxl flxy, x5 flxy,x2, %3] flxg, %2, x5, x4

xz  flx,l flxz, x5l flxz, x3, x4

x3 flxasl  flxs, x4l

X4 flxal

Entonces el nuevo polinomio puede expresarse como:

Py(x) = P3(x) + flx0, %1, %2, X3, Xa| (X — %) (x — 1) (x — %) (x — x3)

De esta manera, la tabla refleja directamente el caracter incremental de la forma
de Newton.

Una observacion importante

El método de Newton por diferencias divididas no requiere que los valores de
estén igualmente espaciados.

Ejemplo de interpolacién mediante diferencias divididas

Consideremos nuevamente los tres puntos utilizados en el ejemplo de
interpolacién de Lagrange: (0,1), (1,3), (2,9). Podemos expresar estos datos como:

X f(x)
0 1
1 3
2 9

Buscamos construir el polinomio interpolante mediante la forma de Newton:

P,(x) = flxol + flxo, x11(x — x0) + flx0, %1, %21 (x — x0) (x — x1)
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Para ello necesitamos determinar las diferencias divididas correspondientes

Diferencias divididas de primer orden:

_ f &) — f(xo)

f|x0'x1| - X1 — Xo
3—1
flxo, x1] = 10~ 2
Y
Flx, x| = f(x2) = f(x1)
X2 — X1
9-3

Xl =o—=6
flxy, %, 21

- Diferencias divididas de segundo orden:
Flxo, %1, %] _ flxnxal = flxo, x4l
041,42 Xy — Xo
6—2

—=2

flxo, x4, %2 = 2-0

La tabla
x; f(x;) Primerorden Segundo orden
0 1 2 2
1 3 6
2 9

Observe que la propia tabla facilita el calculo de las diferencias

xi f(x) Primer orden Segundo orden

0 —(1—>—(2—> 2

1 23— "5

2 Vg
La utilidad de la tabla es que hace visible los calculos de las diferencias y de los
coeficientes necesarios para construir el polinomio de Newton. Si queremos

construir un polinomio de segundo grado los coeficientes son:

xi f(x) Primer orden Segundo orden

o @ @ @

1 3 6

2 9
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Es decir: bo = 1, bl = 2, bz = 2
Ahora podemos construir tanto un polinomio de primer grado como de segundo

grado:

- Primergrado

P1(x) = flxol + flxg, x4 |(x — x0)
Pi(x) =14+2(x—-0)

Pi(x)=1+42x
Podemos usar este polinomio para interpolar los primeros dos puntos: (0,1)
y(1,3)
- Segundo grado

Py(x) = flxol + flxo, x1(x — x0) + flxg, x4, %21 (¢ — 20) (x — x1)
P(x) =1+4+2(x—-0)+2(x—-0)(x—1)
Po(x)=14+2x+2(x—0)(x—1)

Py(x) =14 2x+ 2x(x —1)

Py(x) =1+ 2x+2x% - 2x
Py(x) =1+ 2x?

Tanto para el primer como el segundo polinomio es conveniente verificar que se
cumpla la condicién de interpolacion, asi luego podremos usar la forma obtenida
con seguridad.

La tabla de diferencias divididas no solamente organiza los calculos. También
permite construir progresivamente polinomios desde el orden 0 hasta el orden que
permite construir la cantidad de datos disponibles.

Cada nueva diferencia dividida permitié incorporar un término al polinomio anterior
sin perder la interpolacién ya conseguida en los nodos precedentes.

También puede comprobar que el polinomio de segundo grado es exactamente el
mismo que obtuvimos con anterioridad al interpolar estos tres datos mediante la
forma de Lagrange.

¢ Por qué dos construcciones aparentemente diferentes conducen exactamente al mismo
polinomio?

Esta cuestidn nos permitira establecer a continuacion la relacion entre las formas
de Lagrange y Newton del polinomio interpolante.

Relacion entre las formas de Lagrange y Newton
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Dados n + 1 puntos con nodos distintos:

(xo'f(xo))' (x1»f(x1))' corr (i, ()

Debemos recordar que existe un anico polinomio de grado menor o igual que n
que interpola esos datos.

Por lo tanto, si Lagrange y Newton utilizan los mismos datos y ambos construyen un
polinomio de grado menor o igual que n que satisface:

B,(x) =1y, i=012...,n
entonces, necesariamente deben producir el mismo polinomio.
Podemos expresar entonces:

L
Pn agrange(x) — Pﬂ{\lewton(x)

La diferencia entre ambos métodos no se encuentra en qué polinomio obtienen,
sino en como lo construyen y representan. La siguiente tabla resume la
comparacién entre ambos polinomios.

Aspecto Lagrange Newton por diferencias
divididas
Polinomio obtenido El Unico B,(x) que interpola los El mismo B, (x)
datos
Construccion Combinacién de polinomios Incorporacion  progresiva de
fundamentales términos
Coeficientes Valores y; asociados alos L;(x) Diferencias divididas
Nodos equidistantes No son necesarios No son necesarios
Incorporacion de un Deben modificarse los Puede extenderse el polinomio
nuevo dato polinomios fundamentales anterior
Reutilizacion de Menos conveniente en su Permite aprovechar diferencias
calculos forma directa divididas ya calculadas

Por lo tanto, la eleccion entre Lagrange y Newton no determina un polinomio
interpolante diferente. Ambas son representaciones de este B,(x), pero poseen
caracteristicas diferentes desde el punto de vista de su construcciony utilizacion.

Hasta aqui hemos construido un polinomioP,(x) que reproduce exactamente los
valores conocidos de una funcién en los nodos X, X1,..., X'

Por lo tanto:
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B(x)=f(x), i=01,..,n
En esos puntos no existe diferencia entre la funciony el polinomio:
fO) = B(x) =0

Sin embargo, el propdsito de la interpolacidon no consiste solamente en reproducir
valores que ya conocemos. Queremos utilizar el polinomio para estimar la funcién
en un punto donde no disponemos directamente de su valor.

Utilizamos entonces:

f(x) = By (x)

Si conociéramos el verdadero valor f(x), podriamos definir el error cometido
mediante:

En(x) = f(x) — Py(x)
La pregunta es ahora:

JPodemos expresar esta diferencia utilizando la estructura de interpolacion que
acabamos de estudiar?

Si suponemos que conocemos efectivamente f(x) para otro punto x distinto de los
nodos, entonces el par (x, f (x)) podria incorporarse como un dato adicional.

Por lo tanto, pasariamos de tenern + 1 datos atenern + 2

La construccién incremental de Newton nos permite incorporar ese dato adicional
como un nuevo término sin descartar P,

Py (t) = Py(8) + flxg, X1, oo, X, X[ (€ — x0) (& — x1) ... (£ — X7)

Aqui utilizamos t como variable del polinomio para no confundirla con el punto
particular x donde queremos estudiar el error.

Este detalle es importante:

- Elpunto x esfijo: es el lugar donde queremos conocer la calidad de nuestra
estimacion.
- Encambio, t es la variable del nuevo polinomio.

¢Qué ocurre si evaluamos este nuevo polinomio justamenteent = x?
El nuevo polinomio debe satisfacer:

Ppy1(x) = f(x)
Por otra parte, al sustituir t = x en la expresién anterior:

Ppi1(x) = By(x) + flxg, xq, ooy X, X (x — x0) (6 — 1) ... (x — x3)
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Como

Pn+1(x) =f(x)

Podemos escribir

f(x) = By (x) + flxg, xq, woes X, x| (x — x0) (x — 1) ... (X — x3)

Restando B,(x) en ambos miembros

f(x) = By(x) = flxg, xq, woes X, X[ (x — x0) (x — 1) .. (X — X3)

Pero habiamos definido que

E,(x) = f(x) — B,(x)

Entonces

En(x) = flxg, X1, ooy X x| (x — x0) (X — %) o (x — X))

n
E,(x) = flxg, X1, e ) X, x| H(x —x;)
i=0

cQué significa esta expresion?

Este resultado es especialmente importante porque nos permite interpretar el error

utilizando conceptos que ya conocemos.

Recordemos que, al construir Newton:

Pp,.1(t) = B,(t) + nuevo término

El nuevo término es

flxg, %1, ey X, x| (€ — x0) (& — 21) .. (E — Xx7)

Y cuando evaluamos precisamente en t = x, ese término representa

f(x) = Py(x)

Por tanto

El error de B,(x) puede interpretarse como el término que faltaria agregar para

incorporar el valor verdadero f(x).

El problema de la expresién anterior

n
E,(x) = flxg, %1, v, X, X| l—l(x —x;)
i=0
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Contiene flxo,xl,...,xn,xl. Para calcular esta diferencia dividida necesitamos
conocer f(x). Pero justamente estamos interpolando porque normalmente no
conocemos f(x).

Entonces esta expresidon es matematicamente muy importante, pero todavia no
resuelve nuestro problema practico.

Necesitamos comprender mejor qué representa una diferencia dividida de orden
n+1.

Relacidn entre diferencias divididas y derivadas

Si f posee suficientes derivadas en un intervalo que contiene los puntos
Xo, X1, ---, Xn, X €ntonces existe algun punto & dentro de ese intervalo tal que:

feE)

X0y X1, or X, X| =
fl 01 n | (n+1)'

Este resultado permite relacionar la informacién discreta de las diferencias
divididas con el comportamiento continuo de la funcion.

Antes de utilizarlo, conviene entender por qué tiene sentido.

- Enunadiferencia dividida de primer orden.
Sabemos que
f(x1) = f(x0)
X1 — Xo
Esta expresion es la pendiente de la recta secante que une (xq, f(xg)) v

(1, £ (x1))

El teorema del valor medio establece que, si f cumple las condiciones

fle'xll =

correspondientes, existe algun punto:

E € (xo, xl)
donde la derivada de la funcién coincide con esa pendiente:
£1(8) = f(x1) = f(x0)
X1 — Xo
Por lo tanto:
flxo, %11 = £'(§)

Para algun ¢ comprendido entre los nodos. Esto ya demuestra que una
diferencia dividida de primer orden guarda relacién con una derivada de
primer orden.

- Para 6rdenes superiores
Al aumentar el orden ocurre algo analogo. Una diferencia dividida de
segundo orden f|x,, X1, X, | puede relacionarse con alguna segunda derivada
de f:
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£

flxo, %1, x| = o1
para algun ¢ dentro del intervalo que contiene los nodos.
De manera general:

F™E©

n!
para algun & dentro del intervalo correspondiente.

fle,xl, ...,xnl =

Entonces para nuestra diferencia dividida de ordenn + 1:

@)

X0y X1, ) X, X| =
f|o 1 n | (n+1)!

Utilizando la expresion de las derivadas en la expresion del error

Habiamos obtenido:

n
E,(x) = flxg, X1, e ) Xy, x| ﬂ(x —x;)
i=0

Sustituyendo

)

Xo, X1, e, X, X| =

Resulta

(n+1) n
E.(x) = f(x) = P,(x) = %Tl(i)ﬂ(x —x)

para algun @ perteneciente al intervalo que contiene a los nodos y al punto x.

Esta es la expresion teodrica del error del polinomio interpolante que aparece

tanto en la forma de Lagrange como la forma de Newton.
Interpretacién de cada parte de la Expresion

La féormula:

FOD(E)
E,(x) = o +_1),1_1(

Contiene dos componentes fundamentales.

El primero es

fODE)
(n+1)!

Este término depende de la funcién que estamos intentando aproximar.
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El segundo es:

ﬁ(x —x;)
i=0

Este término depende de:

- los nodos seleccionados;
- la posicién del punto donde queremos interpolar.

Por lo tanto, la calidad de la interpolacidon no depende solamente del grado del
polinomio. Depende también del comportamiento de la funciony de la distribucion
de los nodos.

éQuées &?

En la expresion f ™+ (§), € representa algln punto situado dentro del intervalo
que contiene los nodos y el punto x.

No significa ¢ = x .Tampoco significa que § = x;
Y, en general, no sabemos exactamente cual es su valor.

El resultado matematico garantiza que existe al menos un ¢ para el cual se cumple
la expresion del error.

Ademas, el valor de ¢ puede cambiar cuando cambia el punto donde realizamos la
interpolacién.

Una nueva dificultad para calcular el error

Para calcularlo necesitariamos conocer f(”“) (é).Y acabamos de establecer que
normalmente no conocemos €.

Peor aun: en muchos problemas de interpolacién tampoco conocemos la
expresion analitica de f(x); solamente disponemos de datos.

Esto nos obliga a tener en cuenta que la forma en que podemos evaluar o estimar
la calidad de la interpolacidon dependera de:

- Siconocemos la funcién f(x)
- Sisolo conocemos los datos (x;, f(x;))

¢Como podemos utilizar la expresion del error si no conocemos £?

Aunque conozcamos la funcién f, generalmente no podemos evaluar directamente
f("“)(f). Esto no significa que la expresion del error deje de ser util. En lugar de
intentar conocer el error exacto, podemos preguntarnos:
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(Podemos establecer un valor que el error no deberia superar?

Esta pregunta nos conduce a una cota del error de interpolacion.

Cota del error cuando conocemos la funcién. Supongamos que
conocemos la expresion analitica de f y podemos estudiar su derivada de
ordenn + 1 en elintervalo de interés.
Consideremos:
I =|[a,b]

como un intervalo que contiene los nodos x, x4, ..., X, Y también el punto x
donde queremos realizar la estimacion.
Buscamos un valor M que satisfaga:

lf™D@®)| <M veel

Una eleccién natural es

max
M= lrmmol

Es importante observar qué estamos haciendo.
No conocemos exactamente cudl es el valor de &, pero sabemos que:
el
Por lo tanto, independientemente de donde se encuentre ¢:
[F @] < M

Partimos ahora de:

(n+1)
E. (x) __f" (5)1—1(

n+1)!
Tomando valor absoluto:
|En ()] = (+D, ‘
Como:
[Fm D@ <M
Obtenemos

I ﬁ(x - x;)
i=0

M
|E,(x)| < mrD

Esta expresién constituye una cota del error de interpolacion en el punto
X.
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Ejemplo: Supongamos que queremos interpolar f(x) = e* utilizando un
polinomio lineal construido con los nodos x, =0y x; =1 y queremos
analizar la estimacion en x = 0,5.

Al utilizar un polinomio interpolador de primer orden, la expresién del error
involucra la derivadade ordenn+ 1 =2

Como f(x) = e* tenemos que f''(x) = e*.

En elintervalo [0,1] la funcion e* es creciente. Por lo tanto:

M=, coqlf ®l=e

La cota viene dada por:
B (0] < 571 = 20) (& — )]
Parax = 0,5
IE(05)] < 51(0,5 = 0)(05 — D
Entonces

IE(05)] < 51(0,5)(=0,5)

1E,(0,5)] < %0,25

Por lo tanto:

e
|E1(0,5)] < 5~ 0,3398

Esto significa que la teoria garantiza que la magnitud del error de
interpolacién en x = 0,5 no supera aproximadamente 0,3398.

La cota no afirma que ese sea el error realmente cometido. De hecho, como
en este ejemplo conocemos f(x), podemos comprobarlo.

El polinomio lineal interpolante es:
Pi(x)=1+(—-1x
Entonces

P,(0,5) = 1+ (e — 1)(0,5)

e
P,(0,5) =1+ 5
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1+e
P,(0,5) = 5 ~ 1,8591

Mientras que

£(0,5) = e%5 ~ 1,6487

Por lo tanto:

E,(0,5) = £(0,5) — P,(0,5) ~ —0,2104

|E1(0,5)] ~ 0,2104
Efectivamente

0,2104 < 0,3398

La cota se cumple, pero resulta mayor que el error real.

- Sino conocemos la funcion — Estimacion mediante un dato adicional

Dado

n
E,(x) = flxg, x1, euv, X, X| l—l(x —x;)
i=0

El problema es que esta expresion contiene f(x), precisamente el valor que

queremos estimar.

Supongamos, sin embargo, que disponemos de un dato adicional:

(ns1 f (eng1))

Con este dato podemos calcular una diferencia dividida de ordenn + 1

fleI X1y wes Xn,) xn+1|

Esta diferencia dividida puede utilizarse como una estimaciéon de la

diferencia dividida desconocida que aparece en el error.

De esta manera podemos aproximar:

flxo, X1, ooy X, x| = flXg, X1, o) Xy Xpg1

Entonces

n
E,(x) = f|xg, X1, o) X Xpg1 | H(x —x;)
i=0

Debemos aclarar que esta expresion en general no representa una cota. La

expresion utiliza informacion discreta adicional para estimar el término

desconocido del error. La utilidad de esta estimacion depende de que la

diferencia dividida obtenida con el dato adicional resulte representativa del

comportamiento local de la funcién en la regién donde se realiza la

interpolacioén.

¢Qué nos dice el analisis del error sobre la calidad de la interpolacion?
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Capitulo 2: Introduccién a la Interpolaciéon y la | Ing. Informatica, Lic. de
Aproximacion — Catedra de Calculo Numérico Sistemas. Ing. Minas

La expresion del error permite sintetizar algunas conclusiones importantes

Aspecto

Error en los nodos

¢ Qué nos indica?

E, (x;). El polinomio reproduce exactamente los datos utilizados
para construirlo.

Comportamiento de la
funcién

El término f ™*1 (&) muestra que la calidad también depende
del comportamiento de la funcion entre los datos conocidos.

Ubicacion de los nodos

Cantidad de nodos vy
grado

El producto []io(x — x;) muestra que importa dénde se
encuentran los nodos y la posicién de x respecto de ellos.

Incorporar mas nodos permite construir un polinomio de mayor
grado, pero esto modifica simultdneamente todos los términos
que intervienen en el error.

Mayor grado # menor
error garantizado

Aumentar el grado del polinomio no garantiza, por si solo, una
mejor aproximacion.

Interpolacion # calidad
de aproximacién

Pasar exactamente por los datos conocidos no garantiza
representar con igual calidad el comportamiento de la funcion
entre ellos.

Por lo tanto, al analizar una interpolacidon debemos distinguir dos cuestiones:

¢Elpolinomio reproduce los datos conocidos?

¢Qué calidad tienen las estimaciones realizadas entre esos datos?

La primera pregunta corresponde a las condiciones de interpolacidén. La segunda
requiere analizar el error de interpolacion.

Esta distincién sera importante al estudiar posteriormente cémo el grado del

polinomio y la distribucién de los nodos pueden afectar el comportamiento de la

interpolacion.
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   (   x 0 ,   y 0 ) ,    (   x 1 ,   y 1 ) , … ,    (   x  n ,   y  n )


  t = 3 m s


  x = 125   m


   ( 40 ,   180 )            ( 50 ,   ? )       ( 60 ,   260 )


   (   x 0 ,   y 0 ) ,    (   x 1 ,   y 1 ) , … ,    (   x  n ,   y  n )


  y


  x


  →


  →


   (   x  i ,   y  i )


   (   x 0 ,   y 0 ) ,    (   x 1 ,   y 1 ) , … ,    (   x  n ,   y  n )


  P  (   x  i ) =   y  i ,             i = 0 ,   1 ,   . . . ,   n  


    x 0 ,     x 1 ,   … ,     x  n


   (   x  i ,   y  i )


  P  (   x 0 ) =   y 0 ,           P  (   x 1 ) =   y 1 ,               , … , P  (   x  n ) =   y  n ,


  P ( x )


    x 0 < x <   x  n


    P  n  ( x ) =   a 0 +   a 1 x +   a 2   x 2 + … +   a  n   x  n


  n + 1


  x


  n


  2   p u n t o s   →   g r a d o   ≤ 1


  3   p u n t o s   →   g r a d o   ≤ 2


  3   p u n t o s   →   g r a d o   ≤ 2


  n + 1   p u n t o s   →   g r a d o   ≤ n


  n + 1   p u n t o s   →   g r a d o   ≤ n


   (   x 0 ,   y 0 ) ,        (   x 1 ,   y 1 )


    P 1  ( x ) =   a 0 +   a 1 x


    a 0


    a 1


    P 1  (   x 0 ) =   y 0


    P 1  (   x 1 ) =   y 1


    a 0 +   a 1   x 0 =   y 0


    a 0 +   a 1   x 1 =   y 1


    a 0 +   a 1   x 1 =   y 1


    a 1  (   x 1 −   x 0 ) =   y 1 −   y 0


    a 1 =     y 1 −   y 0    x 1 −   x 0


    y 0 =   a 0 +   a 1   x 0


    a 0 =   y 0 −   a 1   x 0


    P 1


    P 1  ( x ) =   y 0 +     y 1 −   y 0    x 1 −   x 0   ( x −   x 0 )


   ( 2 , 18 ) ,       ( 4 , 30 )


  t = 3


    P 1  ( 3 ) = 18 +   30 − 18  4 − 2   ( 3 − 2 )


    P 1  ( 3 ) = 24


   ( 100 , 1248 ) ,       ( 150 , 1262 )


  x = 125


    P 1  ( 125 ) = 1248 +   1262 − 1248  150 − 100   ( 125 − 100 )


    P 1  ( 125 ) = 1255


   ( 40 , 180 ) ,       ( 60 , 260 )


    P 1  ( 50 ) = 180 +   260 − 180  60 − 40   ( 50 − 40 )


    P 1  ( 50 ) = 220   m s


    P 1  ( x ) =   y 0 +     y 1 −   y 0    x 1 −   x 0   ( x −   x 0 )


    P 1  (   x  i ) =   y  i


  f ( x )


  P  ( x )


  E  ( x ) = f  ( x ) − P  ( x )


    P 1  ( x ) =   y 0 +     y 1 −   y 0    x 1 −   x 0   ( x −   x 0 )


   (   x 0 ,   y 0 ) ,        (   x 1 ,   y 1 ) ,          (   x 2 ,   y 2 )


    P 2  ( x ) =   a 0 +   a 1 x +   a 2   x 2


    a 0 ,     a 1 ,     a 2


    P 2  (   x 0 ) =   y 0


    P 2  (   x 1 ) =   y 1


    P 2  (   x 1 ) =   y 1


    P 2  (   x 2 ) =   y 2


    P 2  (   x 2 ) =   y 2


   {      a 0 +   a 1   x 0 +   a 2   x 0 2  =    y 0     a 0 +   a 1   x 1 +   a 2   x 1 2  =    y 1     a 0 +   a 1   x 2 +   a 2   x 2 2  =    y 2


  →


  →


  →


    P 2 ( x )


    a 0


    a 1


    a 2


   ( 0 , 1 ) ,    ( 1 , 3 ) ,   ( 2 , 9 )


    P 2  ( x ) =   a 0 +   a 1 x +   a 2   x 2


    P 2  ( 0 ) = 1


    a 0 +   a 1 ( 0 ) +   a 2   ( 0 ) 2 = 1


    a 0 = 1


    P 2  ( 1 ) = 3


    a 0 +   a 1 ( 1 ) +   a 2   ( 1 ) 2 = 3


    a 0 +   a 1 +   a 2 = 3


    P 2  ( 2 ) = 9


    a 0 +   a 1 ( 2 ) +   a 2   ( 2 ) 2 = 9


    a 0 +   2 a 1 + 4   a 2 = 9


   {      a 0 = 1     a 0 +   a 1 +   a 2 = 3     a 0 +   2 a 1 +   4 a 2 = 9


    a 0


   {    1 +   a 1 +   a 2 = 3   1 +   2 a 1 + 4   a 2 = 9


   {      a 1 +   a 2 = 2     2 a 1 + 4   a 2 = 8


    a 1


    a 1 = 2 −   a 2


  2  ( 2 −   a 2 ) + 4   a 2 = 8


  4 −   2 a 2 + 4   a 2 = 8


  4 −   2 a 2 + 4   a 2 = 8


    2 a 2 = 4


    2 a 2 = 4


    a 2 = 2


    a 2 = 2


    a 1 = 2 − 2 = 0


    a 0 = 1 ,       a 1 = 0 ,         a 2 = 2


    P 2  ( x ) = 1 + 2   x 2


    a 0


    a 1


    a 2


    a 2 =    (   x 1 −   x 0 )  (   y 2 −   y 0 ) −  (   x 2 −   x 0 )  (   y 1 −   y 0 )   (   x 1 −   x 0 )  (   x 2 −   x 0 )  (   x 2 −   x 1 )


    a 2


    a 1 =     y 1 −   y 0    x 1 −   x 0 −   a 2 (   x 0 +   x 1 )


    a 0 =   y 0 −   a 1   x 0 −   a 2   x 0 2


  n + 1


   (   x 0 ,   y 0 ) ,    (   x 1 ,   y 1 ) ,   … ,    (   x  n ,   y  n )


    P  n  ( x ) =   a 0 +   a 1 x +   a 2   x 2 + … +   a  n   x  n


    P  n  (   x  i ) =   y  i ,                   i = 0 , 1 , 2 ,   … . ,   n


  n + 1


  n + 1


  →


    P  n  ( x ) =   a 0 +   a 1 x +   a 2   x 2 + … +   a  n   x  n


    P  n  (   x  i ) =   y  i ,                   i = 0 , 1 , 2 ,   … . ,   n


  n + 1


   {      a 0 +   a 1   x 0 + … +   a  n   x 0  n  =    y 0     a 0 +   a 1   x 1 + … +   a  n   x 1  n  =    y 1   ⋮       a 0 +   a 1   x  n + … +   a  n   x  n  n  =    y  n


    a 0 ,     a 1 , … ,       a  n


   (   x 0 ,   y 0 ) ,    (   x 1 ,   y 1 ) ,    (   x 2 ,   y 2 )


    x 0 ,     x 1 ,     x 2


    P 2 ( x )


    P 2  (   x 0 ) =   y 0


    P 2  (   x 1 ) =   y 1


    P 2  (   x 2 ) =   y 2


    y 0


    y 1


    y 2


    L 0 ( x )


    L 0  (   x 0 ) = 1


    L 0  (   x 1 ) = 0


    L 0  (   x 2 ) = 0


    x 1


   ( x −   x 1 )


  x =   x 1


   ( x −   x 1 ) = 0


    x 2


   ( x −   x 2 )


   ( x −   x 1 )  ( x −   x 2 )


    x 1


    x 2


  x =   x 0


    x 0


   (   x 0 −   x 1 )  (   x 0 −   x 2 )


    x 0


    L 0  ( x ) =    ( x −   x 1 )  ( x −   x 2 )   (   x 0 −   x 1 )  (   x 0 −   x 2 )


  x =   x 0


    L 0  (   x 0 ) =    (   x 0 −   x 1 )  (   x 0 −   x 2 )   (   x 0 −   x 1 )  (   x 0 −   x 2 ) = 1


    L 0  (   x 1 ) =    (   x 1 −   x 1 )  (   x 1 −   x 2 )   (   x 0 −   x 1 )  (   x 0 −   x 2 ) = 0


    L 0  (   x 2 ) =    (   x 2 −   x 1 )  (   x 2 −   x 2 )   (   x 0 −   x 1 )  (   x 0 −   x 2 ) = 0


    L 0  (   x 0 ) = 1


    L 0  (   x 1 ) = 0


    L 0  (   x 2 ) = 0


    x 0


    L 1  ( x )


    x 1


    x 0


    x 2  


   ( x −   x 0 )  ( x −   x 2 )


    x 1


    L 1  ( x ) =    ( x −   x 0 )  ( x −   x 2 )   (   x 1 −   x 0 )  (   x 1 −   x 2 )


    L 1  (   x 0 ) = 0


    L 1  (   x 1 ) = 1


    L 1  (   x 2 ) = 0


    x 2


    L 2  ( x ) =    ( x −   x 0 )  ( x −   x 1 )   (   x 2 −   x 0 )  (   x 2 −   x 1 )


    L 2  (   x 0 ) = 0


    L 2  (   x 1 ) = 0


    L 2  (   x 2 ) = 1


    𝒙  𝟎


    𝒙  𝟏


    𝒙  𝟐


    𝑳  𝟎 ( 𝒙 )


    𝑳  𝟏 ( 𝒙 )


    𝑳  𝟐 ( 𝒙 )


    y 0


    y 1


    y 2


    L 0  ( x )


    x 0


    y 0


    y 0   L 0  ( x )


    x 0


    y 0   L 0  (   x 0 ) =   y 0


    y 0   L 0  (   x 1 ) = 0 ,             y 0   L 0  (   x 2 ) = 0    


    y 1   L 1  ( x )


    y 1


    x 1


    y 2   L 2  ( x )


    y 2


    x 2


    P 2  ( x ) =   y 0   L 0  ( x ) +   y 1   L 1  ( x ) +   y 2   L 2 ( x )


    x 0


    P 2  (   x 0 ) =   y 0  ( 1 ) +   y 1  ( 0 ) +   y 2  ( 0 ) =   y 0


    x 1


    P 2  (   x 1 ) =   y 0  ( 0 ) +   y 1  ( 1 ) +   y 2  ( 0 ) =   y 1


    x 2


    P 2  (   x 2 ) =   y 0  ( 0 ) +   y 1  ( 0 ) +   y 2  ( 1 ) =   y 2


  n + 1


   (   x 0 ,   y 0 ) ,    (   x 1 ,   y 1 ) ,   … ,    (   x  n ,   y  n )


    x 0 ,     x 1 ,   … ,     x  n


    x  i


    L  i ( x )


    L  i  (   x  i ) = 1


    L  i  (   x  j ) = 0 ,     j ≠ i  


    L  i ( x )


   ( x −   x  j )


    x  j


    x  i


    L  i  ( x ) =   ∏     j = 0   j ≠ i  n  ( x −   x  j )


    x  i


  x =   x  i


    L  i  ( x ) =   ∏     j = 0   j ≠ i  n    x −   x  j    x  i −   x  j


    𝒙  𝒊


    L  i (   x  j ) =  {    1  i = j   0  i ≠ j


    P  n  ( x ) =   ∑  i = 0  n    y  i   L  i  ( x )


    x 0 = 0


    x 1 = 1


    x 2 = 2


    y 0 = 1


    y 1 = 3


    y 2 = 9


    P 2  ( x ) =   y 0   L 0  ( x ) +   y 1   L 1  ( x ) +   y 2   L 2 ( x )


    L 0  ( x )


    L 0  ( x ) =    ( x −   x 1 )  ( x −   x 2 )   (   x 0 −   x 1 )  (   x 0 −   x 2 )


    L 0  ( x ) =    ( x − 1 )  ( x − 2 )   ( 0 − 1 )  ( 0 − 2 )


    L 0  ( x ) =    ( x − 1 )  ( x − 2 ) 2


    L 0  ( x ) =    ( x − 1 )  ( x − 2 ) 2


    L 1  ( x )


    L 1  ( x ) =    ( x −   x 0 )  ( x −   x 2 )   (   x 1 −   x 0 )  (   x 1 −   x 2 )


    L 1  ( x ) =   x  ( x − 2 )   ( 1 − 0 )  ( 1 − 2 )


    L 1  ( x ) = − x ( x − 2 )


    L 1  ( x ) = − x ( x − 2 )


    L 2  ( x )


    L 2  ( x ) =    ( x −   x 0 )  ( x −   x 1 )   (   x 2 −   x 0 )  (   x 2 −   x 1 )


    L 2  ( x ) =   x  ( x − 1 )   ( 2 − 0 )  ( 2 − 1 )


    L 2  ( x ) =   x ( x − 1 ) 2


    L 2  ( x ) =   x ( x − 1 ) 2


    y 0 = 1


    y 1 = 3


    y 2 = 9


    P 2  ( x ) = 1   . L 0  ( x ) + 3 .   L 1  ( x ) + 9 .   L 2 ( x )


    P 2  ( x ) = 1    ( x − 1 )  ( x − 2 ) 2 − 3 x ( x − 2 ) + 9   x ( x − 1 ) 2


    P 2  ( x ) =     x 2 − 3 x + 2 2 − 3   x 2 + 6 x +   9   x 2 − 9 x 2


    P 2  ( x ) = 1 + 2   x 2


    P 2  ( 0 ) = 1


    P 2  ( 1 ) = 3


    P 2  ( 1 ) = 3


    P 2  ( 2 ) = 9


    P 2  ( 2 ) = 9


    x  i


    y  i


    L  i ( x )


    L  i  ( x ) =   ∏     j = 0   j ≠ i  n    x −   x  j    x  i −   x  j


    L 0  ( x )


    L 1  ( x )


    L 2  ( x )


  (   x 3 ,   y 3 )


    L 0  ( x ) =    ( x −   x 1 )  ( x −   x 2 )   (   x 0 −   x 1 )  (   x 0 −   x 2 )


    L 0  ( x ) =    ( x −   x 1 )  ( x −   x 2 )  ( x −   x 3 )   (   x 0 −   x 1 )  (   x 0 −   x 2 )  (   x 0 −   x 3 )


  (   x  i ,   y  i )


  f (   x  i )


    x  i


    y  i = f (   x  i )


  f (   x  i )


  (   x 0 , f (   x 0 ) )


    P 0  ( x ) =   b 0


    P 0  (   x 0 ) = f (   x 0 )


    b 0 = f (   x 0 )


    P 0  ( x ) = f (   x 0 )


  (   x 1 , f (   x 1 ) )


    𝒙  𝟎


  ( x −   x 0 )


  x =   x 0


  x −   x 0 = 0


    P 1  ( x ) =   b 0 +   b 1 ( x −   x 0 )


    x 0


    P 1  (   x 0 ) =   b 0 +   b 1  (   x 0 −   x 0 ) =   b 0


    b 1


    x 0


    b 1


    P 1  (   x 1 ) = f (   x 1 )


  f  (   x 1 ) =   b 0 +   b 1  (   x 1 −   x 0 )


    b 0 = f (   x 0 )


  f  (   x 1 ) = f (   x 0 ) +   b 1  (   x 1 −   x 0 )


    b 1


    b 1 =   f  (   x 1 ) − f  (   x 0 )   (   x 1 −   x 0 )


    x 0


    x 1 .


  f  |   x 0 ,   x 1 | =   f  (   x 1 ) − f  (   x 0 )    x 1 −   x 0


    b 1 = f  |   x 0 ,   x 1 |


    P 1  ( x ) =   f ( x 0 ) + f  |   x 0 ,   x 1 |  ( x −   x 0 )


  (   x 0 , f (   x 0 ) )


  (   x 1 , f (   x 1 ) )


  (   x 2 , f (   x 2 ) )


    x 0


    x 1


  x =   x 0


  x =   x 1


    P 1  ( x ) =   b 0 +   b 1  ( x −   x 0 ) +   b 2  ( x −   x 0 )  ( x −   x 1 )


  x =   x 0


   (   x 0 −   x 0 )  (   x 0 −   x 1 ) = 0


  x =   x 1 :


   (   x 1 −   x 0 )  (   x 1 −   x 1 ) = 0


    b 2  ( x −   x 0 )  ( x −   x 1 )


    x 0


    x 1


    P 2  (   x 2 ) = f (   x 2 )


  x =   x 2


  f  (   x 2 ) =   b 0 +   b 1  (   x 2 −   x 0 ) +   b 2  (   x 2 −   x 0 )  (   x 2 −   x 1 )


  f  (   x 2 ) = f  (   x 0 ) + f  |   x 0 ,   x 1 |  (   x 2 −   x 0 ) +   b 2  (   x 2 −   x 0 )  (   x 2 −   x 1 )


    b 2 =   f  (   x 2 ) − f  (   x 0 ) − f  |   x 0 ,   x 1 |  (   x 2 −   x 0 )   (   x 2 −   x 0 )  (   x 2 −   x 1 )


  f  |   x 1 ,   x 2 | =   f  (   x 2 ) − f  (   x 1 )    x 2 −   x 1


    b 2 =   f  |   x 1 ,   x 2 | − f  |   x 0 ,   x 1 |   (   x 2 −   x 0 )


  f  |   x 1 ,   x 1 ,   x 2 | =   f  |   x 1 ,   x 2 | − f  |   x 0 ,   x 1 |   (   x 2 −   x 0 )


    b 2 = f  |   x 1 ,   x 1 ,   x 2 |


    P 2  ( x ) =   f ( x 0 ) + f  |   x 0 ,   x 1 |  ( x −   x 0 ) + f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 |  ( x −   x 0 )  ( x −   x 1 )


    b 3  ( x −   x 0 )  ( x −   x 1 )  ( x −   x 2 )


    x 0


    x 1


    x 2


    b 4  ( x −   x 0 )  ( x −   x 1 )  ( x −   x 2 )  ( x −   x 3 )


  n + 1


  (  (   x 0 , f  (   x 0 ) ) ,  (   x 1 , f  (   x 1 ) ) , … , (   x  n , f (   x  n ) ) )


    P  n  ( x ) =   b 0 +   b 1  ( x −   x 0 ) +   b 2  ( x −   x 0 )  ( x −   x 1 ) + …   b  n  ( x −   x 0 )  ( x −   x 1 ) …  ( x −   x  n − 1 )


    b 0 = f  |   x 0 | = f (   x 0 )


    b 1 = f  |   x 0 ,   x 1 |


    b 1 = f  |   x 0 ,   x 1 |


    b 2 = f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 |


    b 2 = f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 |


  ⋮


  ⋮


    b  n = f  |   x 0 ,   x 1 , … ,   x  n |


    b  n = f  |   x 0 ,   x 1 , … ,   x  n |


    P  n  ( x ) = f  |   x 0 | + f  |   x 0 ,   x 1 |  ( x −   x 0 ) + f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 |  ( x −   x 0 )  ( x −   x 1 ) + … + f  |   x 0 ,   x 1 , … ,   x  n |  ( x −   x 0 )  ( x −   x 1 ) …  ( x −   x  n − 1 )


  f  |   x  i | = f (   x  i )


  f  |   x  i ,   x  i + 1 | =   f  |   x  i + 1 | − f  |   x  i |    x  i + 1 −   x  i


  f  |   x  i ,   x  i + 1 | =   f (   x  i + 1 ) − f (   x  i )    x  i + 1 −   x  i


  f  |   x  i ,   x  i + 1 ,   x  i + 2 | =   f  |   x  i + 1 ,   x  i + 2 | − f  |   x  i ,   x  i + 1 |    x  i + 2 −   x  i


  f  |   x  i , … ,   x  i + k | =   f  |   x  i + 1 , … ,   x  i + k | − f  |   x  i , … ,   x  i + k − 1 |    x  i + k −   x  i


   (  (   x 0 , f  (   x 0 ) ) ,  (   x 1 , f  (   x 1 ) ) ,  (   x 2 , f  (   x 2 ) ) , (   x 3 , f (   x 3 ) ) )


    x  i


  f  |   x  i |


    x  𝟎


  f  |   x 0 |


  f  |   x 0 ,   x 1 |


  f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 |


  f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 ,   x 3 |


    x  𝟏


  f  |   x 1 |


  f  |   x 1 ,   x 2 |


  f  |   x 1 ,   x 2 ,   x 3 |


    x  𝟐


  f  |   x 2 |


  f  |   x 2 ,   x 3 |


    x  𝟑


  f  |   x 3 |


  f  |   x 0 | ,   f  |   x 0 ,   x 1 | ,    |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 | ,   … ,    |   x 0 ,   x 1 ,     x 2 , x 3 |


    x  𝟎


  (   x 4 , f (   x 4 ) )


    x  i


  f  |   x  i |


    x  𝟎


  f  |   x 0 |


  f  |   x 0 ,   x 1 |


  f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 |


  f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 ,   x 3 |


  f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 ,   x 3 ,   x 4 |


    x  𝟏


  f  |   x 1 |


  f  |   x 1 ,   x 2 |


  f  |   x 1 ,   x 2 ,   x 3 |


  f  |   x 1 ,   x 2 ,   x 3 ,   x 4 |


    x  𝟐


  f  |   x 2 |


  f  |   x 2 ,   x 3 |


  f  |   x 2 ,   x 3 ,   x 4 |


    x  𝟑


  f  |   x 3 |


  f  |   x 3 ,   x 4 |


    x  𝟒


  f  |   x 4 |


    P 4  ( x ) =   P 3  ( x ) + f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 ,   x 3 ,   x 4 | ( x −   x 0 ) ( x −   x 1 ) ( x −   x 2 ) ( x −   x 3 )


    x  i


  f (   x  i )


    P 2  ( x ) = f  |   x 0 | + f  |   x 0 ,   x 1 |  ( x −   x 0 ) + f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 |  ( x −   x 0 )  ( x −   x 1 )


  f  |   x 0 ,   x 1 | =   f  (   x 1 ) − f (   x 0 )    x 1 −   x 0


  f  |   x 0 ,   x 1 | =   3 − 1  1 − 0 = 2


  f  |   x 0 ,   x 1 | =   3 − 1  1 − 0 = 2


  f  |   x 1 ,   x 2 | =   f  (   x 2 ) − f (   x 1 )    x 2 −   x 1


  f  |   x 1 ,   x 2 | =   9 − 3  2 − 1 = 6


  f  |   x 1 ,   x 2 | =   9 − 3  2 − 1 = 6


  f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 | =   f  |   x 1 ,   x 2 | − f  |   x 0 ,   x 1 |    x 2 −   x 0


  f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 | =   6 − 2  2 − 0 = 2


  f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 | =   6 − 2  2 − 0 = 2


    x  𝒊


  f (   x  𝒊 )


    x  𝒊


  f (   x  𝒊 )


    x  𝒊


  f (   x  𝒊 )


    b 0 = 1 ,     b 1 = 2 ,     b 2 = 2  


    P 1  ( x ) = f  |   x 0 | + f  |   x 0 ,   x 1 |  ( x −   x 0 )


    P 1  ( x ) = 1 + 2  ( x − 0 )


    P 1  ( x ) = 1 + 2  ( x − 0 )


    P 1  ( x ) = 1 + 2 x


    P 1  ( x ) = 1 + 2 x


    P 2  ( x ) = f  |   x 0 | + f  |   x 0 ,   x 1 |  ( x −   x 0 ) + f  |   x 0 ,   x 1 ,   x 2 |  ( x −   x 0 )  ( x −   x 1 )
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