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Capitulo 1. Introduccién al Calculo Numérico y analisis de errores

A lo largo de la formacion matematica se estudian diferentes procedimientos para
resolver problemas tales como ecuaciones, sistemas de ecuaciones, derivadas o
integrales. En muchos casos estos procedimientos permiten obtener una solucién
mediante expresiones matematicas que pueden considerarse exactas.

Por ejemplo, dada la ecuacidn
x2—=2=0
es posible determinar analiticamente que sus soluciones son

x=1V2

La expresion V2 representa exactamente una de las soluciones. Sin embargo,
cuando necesitamos utilizarla en un calculo debemos recurrir normalmente a
alguna representacion numeérica:

V2 = 1,414213562 ...
y, dependiendo de nuestras necesidades, podriamos trabajar con
V2 = 1,41

o con

V2 ~ 1,4142

En otros problemas, obtener una solucidon mediante procedimientos analiticos
puede resultar dificil, poco conveniente o incluso no ser posible mediante una
expresion cerrada sencilla. Consideremos, por ejemplo, la ecuacidén

cos(x) —x=0

No disponemos de un procedimiento algebraico elemental que permita despejar x.
Sin embargo, podemos determinar numéricamente una solucidén aproximada:

x = 0,739085

También existen situaciones en las que los propios datos disponibles son
numéricos. Por ejemplo, podemos necesitar calcular una magnitud a partir de
valores obtenidos experimentalmente sin disponer de una funcidn matematica
explicita que los describa. Estos problemas motivan el estudio del Calculo
Numeérico.

cQué es el Calculo Numérico?
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El Calculo Numérico es una rama de la matematica que estudia métodos para
obtener soluciones numéricas de problemas matematicos y analiza las
propiedadesy la calidad de las soluciones obtenidas.

Por lo tanto, su objetivo no consiste solamente en obtener un resultado, sino
también en determinar en qué condiciones ese resultado puede considerarse
adecuado para el problema que se intenta resolver.

Esta idea permite distinguir dos cuestiones que estaran presentes durante toda la
asignatura:

Obtener una solucién\y\Evaluar la calidad de la solucién\

La primera conduce al estudio de los métodos numéricos. La segunda conduce al
estudio de los errores, la convergencia y otros criterios que permiten evaluar la
confiabilidad de los resultados.

cQué es un método numérico?

Un método numérico es un procedimiento sistematico, basado en operaciones
matematicas realizables numéricamente, que permite obtener una solucién para
un determinado problema matematico. Este procedimiento puede describirse
mediante una secuencia ordenada de pasos u operaciones, es decir, mediante un
algoritmo.

De manera general podemos representar su funcién como:

Problema — Método numérico — Resultado numeérico

(- )\
PROBLEMA METODO NUMERICO RESULTADO NUMERICO EVALUACION DE LA CALIDAD
@ — : — | LHAZ | ey
*
o° é§>Ea X
Situacién matematica Procedimiento sistematico Aproximacion numérica Andlisis de la calidad
que queremos resolver. de pasos u operaciones obtenida al aplicar del resultado: error,
5 (algoritmo) que transforma el método. tolerancia, precision,
Ej.: f(x) =0 el problema en célculos convergencia, etc.

numéricos.

Herramientas para aplicar el el método (opcional)

</> Las herramientas permiten ejecutar los
célculos de manera mas rapida y eficiente,

pero no reemplazan al método.

Calculadora Hoja de célculo  Software matematico Programa
computacional
o 7
Un mismo método puede ejecutarse manualmente o con ayuda de una herramienta.
La herramienta cambia cémo lo hacemos, pero no qué método estamos aplicando.

Por ejemplo, si necesitamos encontrar un valor de que satisfaga

fx)=0
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podemos utilizar diferentes métodos numeéricos para determinar una raiz de la
funcion.

Los métodos numéricos no necesariamente siguen una misma forma de
resolucion. Algunos permiten obtener la solucién después de una secuencia
determinada de operaciones, mientras que otros generan una sucesion de
aproximaciones que busca acercarse progresivamente a la solucion. Estas formas
de resolucién daran lugar, mas adelante, a la distincidon entre métodos directos e
iterativos.

Muchos métodos numéricos requieren realizar una cantidad considerable de
calculos o repetir determinadas operaciones. Por este motivo, aunque algunos de
ellos pueden aplicarse manualmente para comprender su funcionamiento, en la
practica suelen utilizarse herramientas computacionales que permiten realizar
estos calculos de manera mas rapiday eficiente.

Es importante distinguir, entonces, el método numérico de la herramienta utilizada
para aplicarlo. Un mismo método puede ejecutarse manualmente o con ayuda de
una calculadora, una hoja de calculo, un software matematico o un programa
desarrollado para tal fin.

cQué problemas estudiaremos?

El Calculo Numeérico comprende una amplia variedad de problemas. Durante la
asignatura nos concentraremos particularmente en algunos de ellos.

o 0 Ral'(fes de ecuaciones o Integracién numérica
no lineales y Aproximar el valor de una integral
Encontrar valores de x tales que " J definida.
f® =0, '3 | o L 2
Ej.: hallar y/2 como raiz de \ / ! .[- f(#)dzx | Uk calcular/l; Jx)dz
2 f@=2-2 \ S| ———x

0 Sistemas de ecuaciones PROBLEMAS e Derivacién numérica
lineales i
DEL CALCULO y Aproximar la derivada de una
. Resolver sistemas del tipo - :
a, A HE: b P! ! funcién.
e B L L s NUMERICO ey ,
Gy Gn| (% b, N Ej.: estimar f'(x) a partir de
E’“_ sncopaTievaue valores cercanos a x.
satisfacen dos ecuaciones 3
lineales simultdneamente. X £
) . . .
Interpolacién ,,‘ % 0 Ecu.aao_nes diferenciales
y ” / b3 ordinarias
Construir una funcién que J . y

aproxime datos conocidos . = y(x) Aproximar la solucién de

(discretos). e = /\_/ ecuaciones como y' = f(x,¥)
_— : . con condiciones iniciales.

Ej.: ajustar un polinomio que

pase por puntos dados. (%0, Yo) Ej.: modelar y resolver fenémenos
X 5

x fisicos o naturales.

‘ O Cada uno de estos problemas requiere métodos numéricos especificos para obtener aproximaciones |
con la precisién adecuada y evaluar la calidad de los resultados.

- Raices deecuaciones no lineales. Resolver una ecuaciénno linealimplica,
en muchos casos, determinar uno o mas valores de una variable que
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satisfacen una determinada condicion. Matematicamente, el problema
puede expresarse de la forma:

flx)=0
Resolverla significa encontrar uno o mas valores de x, denominados raices,
para los cuales la funcidn se hace cero.
Para algunas ecuaciones es posible obtener estas raices mediante
procedimientos analiticos conocidos. En otros casos, obtenerlas de esta
manera resulta imposible o impracticable. Esto no significa que el problema
no tenga solucidon: podemos buscar numéricamente valores de x que
satisfagan la ecuacion con la precision requerida.
Durante la asignatura estudiaremos métodos numéricos que permiten
localizar y aproximar raices de ecuaciones no lineales, asi como analizar la
calidad de las soluciones obtenidas.

- Sistemas de ecuaciones lineales. Muchos problemas requieren
determinar simultdneamente varias cantidades desconocidas relacionadas
entre si. Estas relaciones pueden expresarse mediante un sistema de
ecuaciones lineales, por ejemplo:

2x+y = 5

{x—3y = -1
Cuando el numero de ecuaciones e incognitas aumenta, su resolucion
manual puede requerir una cantidad considerable de operaciones.
Los sistemas de ecuaciones lineales pueden representarse de manera
compacta utilizando matrices y vectores:

Ax =D

donde A contiene los coeficientes del sistema, x representa las incégnitasy
b los términos independientes.
Los procedimientos matematicos para resolver sistemas de ecuaciones son
anteriores al desarrollo de las computadoras. Sin embargo, el uso de
herramientas computacionales permiti6 abordar de manera practica
sistemas de dimensiones cada vez mayores, frecuentes en problemas
cientificos y de ingenieria. A medida que aumenta el numero de ecuaciones
e incoégnitas, la cantidad de operaciones necesarias y los recursos
requeridos para resolverlos pueden crecer considerablemente. Por esta
razén, resulta especialmente importante disponer de métodos numéricos
adecuados a las caracteristicas y dimensiones del sistema.

- Interpolacion. En muchas situaciones no se dispone de una funcién
matematica que describa directamente un fenédmeno, sino de un conjunto
de datos obtenidos mediante mediciones, observaciones o calculos:

(x0r yO); (xlr yl)l ey (xnl y‘n)

Pag. 4



Capitulo 1: Introducciéon al Calculo Numérico y | Ing. Informatica, Lic. de
Errores — Catedra de Calculo Numérico Sistemas. Ing. Minas

Si necesitamos conocer el valor correspondiente a un punto situado entre
los datos disponibles, puede ser necesario estimarlo a partir de la
informacion conocida.
La interpolacion permite construir una funciéon que reproduzca los valores
conocidos y utilizarla para estimar valores intermedios. También puede
utilizarse cuando se conoce la funcién original, pero resulta conveniente
sustituirla, en un determinado intervalo, por una funcién mas sencilla de
evaluar u operar.
Durante la asignatura estudiaremos métodos numeéricos de interpolacion
que permiten construir estas aproximaciones y analizar la calidad de las
estimaciones obtenidas.

- Integracion numérica. La integral definida

b
J fx)dx

permite determinar una cantidad acumulada en un intervalo y aparece en
numerosos problemas cientificos y de ingenieria.

En algunos casos, su valor puede obtenerse de manera analitica. En otros,
este calculo puede resultar dificil o impracticable, o puede ocurrir que la
funcidn no se conozca mediante una expresion matematica y solo se
disponga de un conjunto de datos.

Los métodos de integracion numérica permiten aproximar el valor de una
integral definida a partir de evaluaciones de la funcion o de los datos
disponibles.

Durante la asignatura estudiaremos métodos numéricos para realizar estas
aproximaciones y analizar la calidad de los resultados obtenidos.

- Derivacidon numérica. La derivada de una funcién permite estudiar su tasa
de variacion y constituye una herramienta fundamental para describir el
comportamiento de numerosos fendmenos. Cuando se conoce una
expresién analitica de lafuncion, su derivada puede obtenerse aplicando las
reglas conocidas del calculo diferencial.

Sin embargo, puede ocurrir que obtener analiticamente la derivada resulte
dificil o poco conveniente o, especialmente, que no se disponga de una
expresion matematica de la funcidn, sino solamente de valores conocidos
en determinados puntos.

Los métodos de derivacion numérica permiten aproximar el valor de una
derivada utilizando valores de la funcién o datos disponibles en puntos
proximos.

Durante la asignatura estudiaremos procedimientos para obtener estas
aproximaciones y analizar la calidad de los resultados obtenidos.
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- Ecuaciones diferenciales ordinarias. Numerosos fenédmenos cientificos y
de ingenieria se describen mediante relaciones entre una magnitud y una o
mas de sus derivadas. Estas relaciones pueden expresarse mediante
ecuaciones diferenciales ordinarias. Por ejemplo, un problema de primer
orden puede escribirse como:

% =f(ty)
Si ademas se conoce el valor de la variable en un instante inicial,

y(to) = yo
el problema consiste en determinar como evoluciona y a partir de esa
condicion.
En algunos casos es posible obtener una solucidn analitica de la ecuacion
diferencial. En otros, su obtencidon puede resultar dificil o impracticable. Los
métodos numéricos permiten aproximar la solucién a partir de la condicién
inicial, obteniendo valores de la variable para distintos valores de t.
Durante la asignatura estudiaremos métodos numéricos para aproximar
soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias y analizar la calidad de

los resultados obtenidos.

Los problemas presentados son diferentes, pero comparten una caracteristica: su
resolucion mediante métodos numéricos conduce, en general, a resultados cuya
calidad debe ser evaluada. Por ello, no basta con obtener una solucién numérica;
también necesitamos establecer qué tan confiable es y si resulta adecuada para el
problema considerado.

De obtener una solucion a evaluar su calidad

Al presentar los distintos problemas que abordaremos durante la asignatura hemos
sefalado reiteradamente que no solo interesa obtener una solucién numérica, sino
también analizar la calidad del resultado obtenido.

Pero
Jqué significa realmente que una solucion numeérica tenga una determinada calidad?
Consideremos nuevamente la ecuacién
cos(x) —x=0
Supongamos que mediante un método numeérico obtenemos como resultado:
x =~ 0,7391

Hemos obtenido una solucién numérica, pero todavia queda una pregunta
fundamental:

JEs suficientemente buena esta aproximacion?
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Podriamos haber obtenido, por ejemplo:

0,7 0,74 0,739 0,7391 0,739085

Todos estos valores pueden considerarse aproximaciones de la misma solucion,
pero evidentemente no proporcionan el mismo grado de aproximacion.

Por lo tanto, obtener una solucién numeérica no es suficiente. También necesitamos
establecer qué tan proxima se encuentra a la solucién buscada y si resulta
suficientemente adecuada para el problema que estamos resolviendo.

Esto nos conduce a una pregunta fundamental del Calculo Numérico:

¢ Como evaluamos la calidad de una aproximacion?

Para comenzar a responder esta pregunta necesitamos estudiar el concepto de
error.

En el lenguaje cotidiano, la palabra error suele asociarse con una equivocacion. En
Calculo Numérico tiene un significado diferente.

Cuando utilizamos una aproximacion, aceptamos que el valor empleado puede
diferir del valor que consideramos verdadero. Esa diferencia no implica
necesariamente que el procedimiento sea incorrecto: forma parte del trabajo con
cantidades aproximadas.

Por ejemplo, sabemos que:

V2 =1,41421356 ...

Si para un determinado calculo utilizamos

V2 ~ 1,41

estamos utilizando deliberadamente una aproximacion. No estamos afirmando

que 1,41 sea exactamente igual a V2. Estamos aceptando que la aproximacioén
puede resultar suficiente para un determinado propdsito.

Por lo tanto, inicialmente podemos entender el error como la diferencia existente
entre un valor y su aproximacion.

Estaidea serda fundamental durante toda la asignatura. Los métodos numéricos nos
permitiran obtener soluciones, pero necesitaremos establecer criterios que
permitan determinar si esas soluciones poseen la calidad requerida para el
problema que estamos resolviendo.

A partir de aqui sera necesario responder una nueva pregunta:
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¢, Como podemos medir que tan proxima se encuentra una aproximacion del valor
verdadero?

Y esa pregunta da paso al estudio del error verdadero, error absoluto y error
relativo.

Error verdadero

Si conocemos un valor verdadero x, y disponemos de una aproximacion x,,
podemos definir el error verdadero como la diferencia entre ambos:

€y = Xy — Xg

El signo del error permite establecer si la aproximacion se encuentra por encima o
por debajo del valor verdadero. Sin embargo, cuando interesa conocer solamente
la magnitud de esa diferencia, utilizamos su valor absoluto:

E, = |x, — x4l

denominado error absoluto verdadero.
Para el ejemplo anterior, el valor verdadero es:

x, =V2
Mientras que una de las posibles aproximaciones consideradas fue:

x, = 1,41
Por lo tanto, el error absoluto verdadero es:

E, = |x, — x4 = |[V2 — 1,41|

Observe que, para obtener un valor numérico de este error, necesitamos a su vez,

representar V2 numéricamente. Si utilizamos:

V2 ~ 1,41421356

Este valor también es una aproximacion, pero posee una precision
considerablemente mayor que 1,41. En este ejemplo lo utilizaremos
deliberadamente como valor de referencia para poder cuantificar el error de la
aproximacién que queremos analizar.

Asi:
E, ~ [1,41421356 — 1,41
E, = 0,00421

Ahora sabemos cuanto se diferencia nuestra aproximacion del valor tomado como
referencia.
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Esto nos permite afirmar, antes de continuar nuestro desarrollo, algo muy
importante:

valor exacto # valor numérico de referencia

Pero aparece una nueva pregunta: ;Un error absoluto de 0,00421 es grande o
pequefio?

La respuesta depende de la magnitud con la que estamos trabajando.
La magnitud del error también importa
Consideremos dos mediciones que presentan el mismo error absoluto de 1 cm.

Si estamos midiendo una longitud de varios kildmetros, esa diferencia puede
resultar practicamente despreciable. En cambio, si estamos midiendo una pieza de
pocos centimetros, el mismo error puede ser considerable.

Por lo tanto, el error absoluto nos indica cuanto difieren dos valores, pero no
permite por si solo determinar qué tan importante es esa diferencia respecto de la
magnitud considerada.

Para poder realizar esta comparacion utilizamos el error relativo verdadero:

Este error también puede expresarse porcentualmente:

Xy — Xg

£,(%) = x 100

(4

De esta manera disponemos de dos medidas complementarias:

Medida Nos permite responder
Error ¢Cuanto difiere la aproximacion del valor verdadero?
absoluto

Errorrelativo ;Qué tan importante es esa diferencia respecto de la magnitud del valor
verdadero?

Cuando no conocemos el valor verdadero

Hasta ahora hemos podido calcular el error porque conociamos el valor verdadero
o disponiamos deliberadamente de un valor de referencia con una precision mucho
mayor que la aproximacién que gueriamos analizar.
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Sin embargo, esta situacién no es la habitual cuando utilizamos Calculo Numeérico
para resolver un problema. En muchos casos, la solucion verdadera es
precisamente el valor que estamos intentando determinar.

Supongamos, por ejemplo, que queremos encontrar una raiz de:

f(x)=0

Consideremos, a modo ilustrativo, la siguiente sucesion de aproximaciones a una
solucion para esta funcion:

x, =15 x, = 1,42 x3; = 1,414 xq = 1,4142
Si quisiéramos calcular el error verdadero de x,, hecesitariamos conocer:
E, = |x, — x4| =[x, — 1,4142]
Pero x,, es justamente la solucion que estamos buscando.

Por lo tanto, aparece una dificultad:

¢ Como podemos evaluar la calidad de una aproximacion si no conocemos el valor
verdadero?

No existe una unica forma universal de responder esta pregunta. Los mecanismos
utilizados para estimar, acotar o controlar el error dependen del problema y del
método numérico empleado.

Algunos métodos permiten estudiar el error a partir de sus propias caracteristicas
matematicas; otros proporcionan informacién que puede utilizarse durante el
proceso de calculo. Estas formas particulares de evaluar el error seran estudiadas
junto con los métodos correspondientes.

Un caso especialmente importante es el de los métodos iterativos, que generan
una sucesidon de aproximaciones a la solucidon. En ellos podemos utilizar la
informacién proporcionada por las propias iteraciones para observar cémo
evoluciona el proceso. Esto nos conduce al concepto de error absoluto
aproximado.

Error absoluto aproximado
Algunos métodos numeéricos generan una sucesion de aproximaciones:
X0y X1y X2y weey Xy wuv

Cada aplicacion del procedimiento definido por el método se denomina iteracion
y produce una nueva aproximacion a la solucién buscada. Asi x;, representa la
aproximacion obtenida en la iteracién i.
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En estos casos disponemos de una informacién que si podemos observar: co6mo
cambian las aproximaciones a medida que avanza el proceso.

Consideremos, por ejemplo, la siguiente sucesion:

Iteracion Aproximacion

1 1,50000
2 1,42000
3 1,41400
4 1,41420
5 1,41421

En la tabla se observa que se han realizado cinco iteraciones y, por lo tanto, se han
obtenido cinco aproximaciones sucesivas. A medida que avanza el proceso, los
valores parecen acercarse y estabilizarse alrededor de un determinado valor.

Este comportamiento permite introducir una idea fundamental para comprender el
funcionamiento de muchos métodos numéricos: la convergencia.

Convergencia

Cuando las aproximaciones generadas por un método se acercan progresivamente
a la solucién buscada, decimos que el método converge hacia esa solucion.

Sirepresentamos la solucién mediante x*, podemos expresar esta idea como:
x; = x* cuandoi - o

Si un método converge hacia x*, a medida que avanzan las iteraciones sus
aproximaciones se acercan a la solucién. Como consecuencia, también tienden a
encontrarse cada vez mas proximas entre si, es decir:

lx; — x;_1]1 = 0

Esta relacion nos proporciona una informacién que podemos utilizar cuando
desconocemos el valor verdadero. Aunque no podemos medir directamente la
distancia entre x; y la solucién x*, si podemos medir cuanto cambié la
aproximacion respecto de la iteracién anterior.

Esta diferencia se denomina error absoluto aproximado:

Eq = Ix; — x;_4]
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Convergencia en métodos iterativos

Muchos métodos numéricos generan una sucesion de aproximaciones que se acercan
progresivamente a la solucion buscada.

Idea principal Ejemplo gréfico de convergencia
5%
g La sucesién de aproximaciones f( )
X1,X2,X3,...,X;,... tiende a

o A Aproximacion x;
un valor x* (solucion) a medida 9 pen oAl
= (iteracion i)
que aumenta el nimero de
iteraciones. @ Solucién x*
---» Paso del método
(iteracién siguiente)
Notacién
x; : aproximacion obtenida en la
iteracion i.
x* : solucién (valor al que tiende
la sucesion).

e; = |x; — x*| : error absoluto de
la iteracion i.

Iteracion 1 2 3 4 i

ﬁ Importante Aproximacién X1 Xz X3 X4 X;
Que las aproximaciones se acerquen
no garantiza por si sola que el método Distanciaalasolucion e; = |x;—x*| e;=|x,—x*| e3=|x;—x"| e;=|x,—x*| =[x —x*
converja. Es necesario analizar otras
condiciones del método.

e >iiey.>ie5 > ey > i e v 0

./@ Decimos que el método geax*silas imaciones se acercan i i El objetivo del método es hacer que el error ¢;
‘ ) a ese valor, es decir, sea tan pequefio como se requiera.

lim x; = 2*
i=00

Por ejemplo, para las aproximaciones anteriores:

Iteracion (i) Aproximacion (x;) Error Absoluto Aproximado
E, = |x; — x;_4|

1 1,50000 -

2 1,42000 0,08000
3 1,41400 0.00600
4 1,41420 0,00020
5 1,41421 0,00001

Ahora podemos observar no solo que las aproximaciones parecen estabilizarse,

sino que también podemos cuantificar cuanto cambia una aproximacion

respecto de la anterior.

A diferencia del error verdadero (E,, = |x, — x4|), el error aproximado no compara la

aproximacién con elvalorverdadero —que en este caso desconocemos—, sino con

la aproximacion obtenida en la iteracion anterior.

Precaucion
Que el error aproximado disminuya,

lx; — x;—4] = 0

no demuestra, por si solo, que el método esté convergiendo hacia la solucién

buscada.
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Las condiciones que permiten establecer la convergencia no son universales:
dependen del método numérico utilizado y de las caracteristicas del problema al
que se aplica. Estas condiciones seran estudiadas al abordar cada método en
particular.

Por lo tanto, la disminucién del error aproximado debe interpretarse como una
informacioén util para seguir la evolucion de un proceso con comportamiento
convergente, y no como una demostracion de convergencia por si misma.

Error relativo aproximado

El error absoluto aproximado permite conocer cuanto cambid una aproximacion
respecto de la obtenida en la iteracion anterior. Sin embargo, al igual que ocurria
con el error absoluto verdadero, esta diferencia por si sola no permite establecer
qué tan importante resulta el cambio respecto de la magnitud de la aproximacion
considerada.

Por esta razén, podemos expresar el cambio entre dos aproximaciones sucesivas
de manera relativa. El error relativo aproximado se define como:

Xi — Xi—1

&, =
@ | X

Observe que utilizamos como referencia x;, es decir, la aproximaciéon mas
reciente disponible, ya que el valor verdadero es desconocido.

El error relativo aproximado también puede expresarse porcentualmente:

Xi — Xj-1

£a(%) = x 100

L

Consideremos nuevamente las aproximaciones utilizadas anteriormente. Para la
quinta iteracion:

x, = 1,41420
x5 = 1,41421
El error absoluto aproximado en la quinta iteracién es:
E, = |xs — x4] =11,41421 — 1,41420| = 0,00001
Mientras que el error relativo aproximado porcentual resulta:

1,41421 — 1,41420
£a(%) = 141421 * 100

£,(%) ~ 0,000707%
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De esta manera, mientras el error absoluto aproximado indica cuanto cambid la
aproximacioén entre dos iteraciones, el error relativo aproximado permite
interpretar ese cambio en relaciéon con la magnitud de la aproximacion mas
reciente.

Relacioén entre las medidas de error

Hasta aqui hemos utilizado distintas formas de expresar el error. Estas medidas no
representan conceptos independientes, sino que responden a dos cuestiones
diferentes.

Por una parte, podemos distinguir los errores segun los valores que estamos

comparando: si conocemos el valor verdadero, podemos comparar la
aproximacion con ese valor; si trabajamos con aproximaciones sucesivas,

podemos comparar la aproximacion actual con la obtenida en la iteracion anterior.

Por otra parte, la diferencia puede expresarse de manera absoluta, indicando
directamente cuanto difieren los valores, o de manera relativa, considerando esa
diferencia respecto de la magnitud del valor utilizado como referencia.

Estas relaciones pueden sintetizarse de la siguiente manera:

Error absoluto Error relativo

Verdadero Mide cuanto difiere la Expresa esa diferencia en relacién con la
aproximacion del valor verdadero. magnitud del valor verdadero.

Aproximado Mide cuanto cambia una Expresa ese cambio en relacion con la
aproximacion respecto de la magnitud de la aproximacion mas reciente.

anterior.

Tipos de errores en Calculo Numérico

Para evaluar la calidad de una solucién numérica necesitamos comparar valores. Esto da lugar a dos preguntas

fundamentales: ;qué comparamos? y ;cémo medimos la diferencia?

¢{QUE COMPARAMOS?

1. Error verdadero

(cuando conocemos el valor verdadero)
O Comparamos la aproximacién con el
valor verdadero o un valor de referencia.
2. Error aproximado
@ (cuando el valor verdadero es desconocido)

N
Comp. es

p
para estimar el error.

Ejemplo: error verdadero

¢COMO MEDIMOS LA DIFERENCIA?

A. Error absoluto B. Error relativo

Mide la diferencia en unidades Mide la diferencia en relacion

originales. con la magnitud del valor.
%6 — "
B, =ilg=x¥ ,,:l_ - !
[x*]
donde x es la aproximacion A menudo se expresa en porcentaje:
y x* el valor verdadero. E (%) = 100 E,

A. Error absoluto aproximado B. Error relativo aproximado
Dif ia entre dos imaci Dif ia relativa entre dos
sucesivas. aproximaciones sucesivas.

) |xi — xial
Eai = |x = Xi1] B =
) i

Indica cuanto cambié el valor
entre iteraciones.

A menudo se expresa en porcentaje:

Eyi(%) = 100 E;;

Ejemplo: error aproximado (método iterativo)

@ Valor verdadero: x* = 2,718281828 @ @ X1 = 1,414213 x; = 1,414214
o 2 N -
Aproximacion:  x = 2,718 Eqy = |1,414214 - 1,414213| = 0,000001
Error absoluto:  E, = (2,718 — 2,718281828| = 0,000281828 4 SSho0l
< ~ _ 0,000281828 _ E.i = ———— = 7,07 x 10=7 = 0,0000707%
Error relativo: By = 5o eog = 0,0001037 = 0,01037% ni = 1414214
Idea clave . el
@ Cuando el valor (0 uno de ia), podemos evaluar directamente el error. ‘ x‘ i lslison b ,
Cuando no lo conocemos, debemos recurrir a estimaciones basadas en el comportamiento del método, x" : valor verdadero (o de referencia)

por ejemplo, comparando aproximaciones sucesivas en métodos iterativos,

X; : aproximacion en la iteracion i
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Asi, la eleccidon de una medida de error depende tanto de qué informacién se
encuentra disponible como de qué aspecto de la diferencia necesitamos analizar.

Del error aproximado al criterio de parada

En los métodos iterativos, cada nueva iteraciéon genera una nueva aproximacion y
permite calcular el error aproximado respecto de la iteracidon anterior. Cuando el
proceso presenta un comportamiento convergente, esperamos que estas
diferencias tiendan a disminuir a medida que avanzan las iteraciones.

Supongamos, por ejemplo, que obtenemos sucesivamente:
&q = 2,4%, 0,8%, 0,15%, 0,02%
Podemos observar que el error aproximado esta disminuyendo. Sin embargo, esta

informacién todavia no nos indica en qué momento debemos dejar de realizar
nuevas iteraciones.

¢;Debemos detenernos cuando el error sea menor que 1%? ;Menor que 0,1%7?
¢Deberiamos continuar hasta alcanzar 0,01%7?

Esto conduce a una nueva pregunta:

¢ Cuanto debe disminuir el error aproximado para considerar que la aproximacion
obtenida es suficientemente adecuada?

Para responderla necesitamos establecer previamente qué nivel de error estamos
dispuestos a aceptar. Esta idea da lugar al concepto de tolerancia.

Tolerancia y criterio de parada

En un método iterativo podemos continuar generando nuevas aproximaciones
mientras el proceso lo permita. Sin embargo, en la practica no tiene sentido realizar
iteraciones indefinidamente. Necesitamos establecer cuando la aproximacioén
obtenida resulta suficientemente adecuada para el problema que estamos
resolviendo.

Para ello se define una tolerancia, es decir, un valor que representa el maximo error
aproximado que estamos dispuestos a aceptar.

Si utilizamos el error relativo aproximado porcentual, podemos representar la
tolerancia mediante ¢ y establecer como condicion:

(%) <¢

Mientras
£q(%) > ¢

el proceso continua generando nuevas aproximaciones.
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Cuando:
eq(%) <&

se satisface el criterio de parada establecido y el proceso puede finalizar. Por
ejemplo, si se establece:

E=0,1%
Y durante las iteraciones se obtienen los siguientes errores aproximados;

Iteracion Error relativo aproximado

2 2,4%
3 0,8 %
4 0,15 %
5 0,02 %

En las primeras iteraciones el error aproximado supera la tolerancia establecida. En
la quinta iteracion:

0,02% < 0,1%
por lo que se satisface el criterio de parada.
Tolerancia y error no significan lo mismo

Es importante distinguir ambos conceptos. El error aproximado es un valor que
calculamos a partir de las aproximaciones obtenidas y nos proporciona
informacién sobre la evolucion del proceso.

La tolerancia, en cambio, es un valor establecido previamente que expresa el nivel
de error que estamos dispuestos a aceptar.

Podemos sintetizar esta diferencia de la siguiente manera:

Error aproximado| - valor que obtenemos

olerancia — limite que establecemos

El criterio de parada surge precisamente de comparar ambos

£a(%) <€

;Como se establece la tolerancia?

Llegados a este punto aparece una nueva cuestion. En el ejemplo anterior
establecimos:

§=0,1%
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Pero podriamos haber elegido:

1% 0,01% 0,001%

Entonces, ¢cOmo decidimos qué tolerancia utilizar?

La respuesta depende de la precisidon requerida por el problema. No todas las
situaciones necesitan resultados con el mismo grado de precision y, en general,
exigir una tolerancia menor implica realizar mas iteracionesy, por lo tanto, un mayor
esfuerzo computacional.

Por esta razén, al aplicar un método numérico debemos buscar un equilibrio entre
la precision requeriday el esfuerzo necesario para alcanzarla.

Tolerancia y criterio de parada en métodos iterativos

En los métodos iterativos se genera una sucesion de aproximaciones que se acercan a la solucién buscada.
Para decidir cuadndo detener el proceso necesitamos establecer un criterio objetivo.

1. ¢Por qué necesitamos detener? 2. Tolerancia (tol) 3. Criterio de parada

Cacialteraciéi tiene:un costo (empo de * Es un valor pequefio positivo que fija * Es la condicién que, basada en la tolerancia,
célculo). No siempre es necesario continuar ( ) €l maximo error (o variacién) que permite decidir si el proceso iterativo puede
estamos dispuestos a aceptar. detenerse.

indefinidamente para obtener la precisién
Sirve como referencia para decidir

que el problema requiere.
cuéndo detener las iteraciones.

P! y criterio de parada > s Criterios de parada comunes
i En la iteracién k la aproximacién
falor "
entra (por primera vez) en la A. Por variacion entre iteraciones
o
@  Aproximacién x; (iteracion i) N Zona/aceptable.
°. Se detiene el proceso. |x; = x4-4| < tol
--~ Tolerancia (tol) x* + tol

Si el cambio entre dos aproximaciones sucesivas

Zona aceptable: es menor que la tolerancia.

|2 — x*| < tol x*
B. Por cercania a la solucién (si se conoce x*)

@ Solucién x* (desconocida)

x* = tol & |x; — x*| < tol
: : : : ; : ; ; Si la aproximacion esta suficientemente cerca
1 2 3 4 5 7. 7 k Iteracién del valor verdadero (poco frecuente en la préctica).
¢Cémo elegir la tolerancia? Iteracién i Aproximacién x 12— x44| iCumple |x; - x;| < tol?
. i (tol = 0,0001) En la iteracién 5 se cumple el
a « Depende deI‘ problema y de la precision requerida. 2 1500000 = = criterio de parada. A partir de aqui
+ Una tolerancia muy grande puede dar resultados las mejoras serdn menores que la
O poco confiables. 2 1,416667 0,083333 No tolerancia definida.
*+ Una tolerancia muy pequefia aumenta el nimero 3 1414216 0,002451 No
de iteraciones y el costo computacional. Se detiene el método y se acepta
. :)eb?frse( c.oh:en:.e con los datos disponibles y 4 182142 0,0000018 No x5 como solucién aproximada.
I e SR 5 1,4142136 0,0000006 Si — parar

Idea clave
_ - . Un buen método no es el que siempre da mas decimales,
La tolerancia expresa la precisién que necesitamos. - = i : ”
[ I sino el que alcanza la precision requerida con el menor costo posible.

El criterio de parada nos permite decidir cuando es suficiente.

Precision y representacion de los valores numéricos

Al establecer una tolerancia hemos introducido una idea importante: no todos los
problemas requieren el mismo nivel de precision.

En términos generales, hablar de la precisidon de un resultado supone considerar
con qué grado de detalle numérico podemos expresar de manera confiable la
cantidad que estamos representando.

La precisidn no interviene Unicamente al decidir cuando detener un método
iterativo. También esta presente en la forma en que representamos, comunicamos
y utilizamos los valores numéricos.

Consideremos nuevamente:
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V2 = 1,41421356 ...

Podemos representar este valor mediante distintas aproximaciones:

1,4 1,41 1,414 1,4142

Todas representan el mismo valor, pero no expresan el mismo grado de precision.
En este caso, al conservar progresivamente mas digitos obtenemos
aproximaciones cadavez mas préximas alvalorverdadero. Podria parecer entonces
razonable concluir:

Cuantos mas digitos tenga un nimero, mayor sera su precision.

Sin embargo, esta conclusidon no es valida en general. Supongamos que una
longitud ha sido determinada como:

L=123cm

Si la informacidn disponible solamente permite conocer la longitud hasta las
décimas de centimetro, escribir posteriormente:

L =12,30000 cm

no hace que conozcamos mejor la longitud. Los nuevos digitos no proceden de una
medicién mas precisa ni aportan nueva informacion sobre la cantidad. Los nuevos
ceros no surgieron de una medicién mas precisa ni de nueva informacioén sobre la
cantidad: simplemente fueron agregados a su representacion.

Del mismo modo, si mediante un determinado procedimiento obtenemos:
x = 1,41
Escribir simplemente:
x =~ 1,410000
no hace que la aproximacién esté mas cerca del valor verdadero.

Por lo tanto

mas digitos escritos # mayor precision

La precisidon de unvalordepende de qué informacidn sobre la cantidad representan
realmente esos digitos, y no simplemente de cuantos aparecen escritos.

Podemos verlo todavia con mayor claridad si conocemos informacién sobre el
error. Supongamos que una longitud se informa como:

L = 4325,3528 m

pero sabemos que su error es aproximadamente:
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E=08m

Si existe una incertidumbre cercana a un metro, informar milésimas o
diezmilésimas de metro transmite una precision que los datos realmente no
poseen. Esos ultimos digitos estan escritos, pero no aportan informacion confiable
sobre la cantidad.

Esto muestra que, al trabajar con valores aproximados, no interesa solamente
cuantos digitos escribimos, sino cuales de ellos contienen informacion significativa
sobre el valor que estamos representando.

Surge entonces una nueva pregunta:

¢ Como podemos identificar los digitos que realmente aportan informacion sobre la
precision de un valor aproximado?

Para responderla introducimos el concepto de cifras significativas.
Cifras significativas

Las cifras significativas son los digitos de un nidmero que aportan informacion
relevante acerca de la precision con la que se conoce o representa una cantidad.

Por ejemplo 23,4 posee tres cifras significativas. Los tres digitos expresan
informacion sobre el valor representado.

Sin embargo, determinar las cifras significativas de un nidmero no siempre consiste
simplemente en contar sus digitos.

- Consideremos el siguiente valor: 0,0023
Aunque aparecen varios ceros en su escritura, estos indican unicamente la
posicién decimal del numero. Los digitos que aportan informacidn sobre su
precision son: 2y 3. Por lo tanto, posee dos cifras significativas.

- Encambio, en: 0,00230
El ultimo cero puede aportar informacién adicional: indica que el valor ha
sido expresado hasta una posicidon decimal mas precisa. En este caso se
consideran tres cifras significativas:

Estas situaciones hacen necesario establecer algunos criterios para reconocer
correctamente las cifras significativas de un numero.

Criterios para identificar cifras significativas

Como hemos visto, no todos los digitos que aparecen escritos en un numero
cumplen necesariamente la misma funcién. Algunos aportan informacién sobre el
valor y la precisidn con que se expresa una cantidad, mientras que otros son
necesarios Unicamente para indicar su posicion decimal.
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A partir de esta idea podemos establecer algunos criterios para identificar cuales

son las cifras significativas de un namero.

Digitos distintos de cero. Los digitos distintos de cero se consideran

siempre significativos, ya que forman parte de la informacidén con la que se

expresa el valor.

Por ejemplo: 347posee tres cifras significativas, el 3, 4el4yel 7.

Del mismo modo: 3,47 también posee tres cifras significativas. La posicion

de la coma modifica la magnitud del numero, pero no hace que estos digitos

dejen de aportar informacion sobre el valor representado.

Ceros situados entre cifras significativas. Los ceros que se encuentran

entre digitos significativos también son significativos.

Consideremos: 405. El cero ocupa una posicién que forma parte del valor

representado. Si lo eliminaramos estariamos representando diferentes

valores, en nuestro ejemplo: 405 # 45. Por lo tanto, 405 posee tres cifras

significativas.

Lo mismo ocurre con 3,007 que posee cuatro cifras significativas. Los dos

ceros interiores forman parte de la informacidn con la que se expresa el

nuamero.

Ceros situados a la izquierda del primer digito distinto de cero. Los ceros

que aparecen antes del primer digito distinto de cero no son significativos.

Su funcidén es indicar la posicion decimal del numero, pero no aportan

informacién adicional sobre la precisidon con la que se expresa.

Por ejemplo: 0,0023 puede escribirse en notacion cientifica como:
2,3%x1073

Los ceros iniciales han desaparecido, mientras que los digitos que

contienen la informacidn significativa continuan siendo 2 y 3. Por lo tanto,

posee dos cifras significativas.

Algo similar ocurre con 0,000507 que posee tres cifras significativas: 5,0y 7.

Observe que los ceros iniciales no son significativos, pero el cero situado

entre 5y 7 siloes.

Ceros finales en niumeros decimales. Los ceros situados al final de un

numeroy a la derecha de la coma decimal pueden ser significativos, porque

pueden comunicar informacion sobre la precision con la que se expresa la

cantidad.

Consideremos 2,3y 2,30. Desde el punto de vista de su valor numérico:
2,3=2,30

Sin embargo, ambas escrituras no necesariamente comunican la misma

informacién. Al escribir 2,30, se esta expresando el valor hasta las

centésimas, por lo que el cero final forma parte de la informacion

P&g. 20



Capitulo 1: Introducciéon al Calculo Numérico y | Ing. Informatica, Lic. de
Errores — Catedra de Calculo Numérico Sistemas. Ing. Minas

proporcionada. Por esta razén 2,3 posee dos cifras significativas, mientras
que 2,30 posee tres cifras significativas.
Es importante recordar que esto no significa que agregar ceros
arbitrariamente aumente la precision real de una cantidad. Escribir:
2,3 — 2,30000

no produce nueva informacién. Los ceros finales expresan mayor precision
solamente cuando esa precision esta respaldada por la medicidn, el calculo
o lainformacién disponible.

- Ceros finales en numeros enteros. En niumeros enteros que terminan en
cero puede aparecer una dificultad adicional.
Consideremos 1500. A partir de esta escritura, no siempre podemos
determinar si los ceros finales representan informacion sobre la precisién
del valor o simplemente indican su magnitud.
Por ejemplo, el mismo valor puede expresarse como:
1,5 x 103,
1,50 x 103,
o}
1,500 x 103.
Estas expresiones representan el mismo valor numérico, pero comunican
diferente cantidad de cifras significativas:

Expresién Cifras significativas
1,5x 103 2

1,50 x 103 3

1,500 x 103 4

La notacidn cientifica permite, por lo tanto, eliminar la ambigledad y
expresar claramente cuantas cifras significativas posee un valor.

De identificar cifras a determinar cuales son correctas

Hasta aqui hemos aprendido a determinar cuantas cifras significativas se expresan
en un numero. Sin embargo, esto no nos permite todavia establecer si esas cifras
representan correctamente el valor que intentamos aproximar.

Por ejemplo, los numeros 1,41421 y 1,99999 poseen ambos seis cifras
significativas. Pero si pretendemos utilizarlos como aproximaciones de:

V2 = 1,414213562 ...

resulta evidente que no poseen la misma calidad como aproximaciones.

Por lo tanto, tener n cifras significativas‘ no significa necesariamente tener n cifras

significativas correctas|.
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Esto nos conduce nuevamente al problema que dio origen al estudio del error:

¢/ Como podemos establecer cudntas cifras significativas de una aproximacion pueden
considerarse correctas?

Para responder esta pregunta debemos volver a relacionar las cifras significativas
con el error.

Reglas generales

b Ejempl
Todos los digitos distintos de cero 455 e °’3 o
o - 3cifras
" . son significativos.
Observemos el nimero:  0,0045600 20,0317 - 3cifras
Ceros a la izquierda Digitos distintos de cero Ceros finales a la derecha e Los ceros entre digitos distintos 20,305 -  5cifras
(no significativos) ignificati ignificativos en este caso) de cero son significativos. 4
1,007 - A4cifras

o Los ceros a la izquierda del primer 0,00456 - Biiies

0 . 0 0 4 5 6 0 0 digito distinto de cero NO son 0,000120; > 3icliras

significativos.

L J
Y

\ o Los ceros finales a la derecha pueden | gignificativos (medidos) | No significativos (contados)
Cifras significativas: 4 5 6 0 0 (5cifras) | ser significativos o no, dependiendo
del contexto. 12,300 - S5cifras 1200 - 2cifras

(necesarias solo

0,5000 - 4cifras para indicar el orden)

o La cantidad de cifras significativas depende del origen del dato y de cémo fue obtenido.
Cuando hay duda, es preferible conservar los ceros finales hasta tener mas
informacién sobre el dato o el problema.

Ejemplos variados

| Orden de magnitud Ceros finales Ceros a la izquierda Cero entre digitos Entero sin punto decimal Decimal con
ignificativos ificati ificati " ?) i
con dos cifras i significativos no significativos significativos (¢cuantas cifras?) ceros finales
4
3,2 x 10 15,200 0,000789 1,05 250 7,300
et oy ot 1% o
1 N i Al menos 2 cif Tt
2 cifras significativas _ e e R menos 2 cifras O
5 cifras significativas 3 cifras significativas 3 cifras 4 cifras significativas
Los ceros de 10" solo e
Tnhoadlal acaen i Sragiituh El cero final fue obtenido Los ceros iniciales solo Elceroentre 1y 5 fuieds taner2 03 Depanda El cero final es significativo
5 por medicién (resolucion ubican el punto decimal. si s significativo. de como se haya obtenido porque esta después del
(no cuentan como cifras 3 el dato. 3
del instrumento). ; punto decimal.

significativas).

¢Para qué sirven?
Ejemplo

) Las cifras significativas permiten: & inpogtante R . :
o HCominicar laifrociaioh dsiun ekltado: Reportar iadan cifras de ser Si medimos una longitud como 12,3 cm (precisién de 0,1 cm),

. i isi no tiene sentido reportarla como 12,3456789 cm.
« Evitar dar una falsa impresién de exactitud. engafioso: suglers una precision que : i i

st 4 realmente no tenemos. Las cifras adicionales no son confiables.
+ Tomar decisiones coherentes en los célculos.

Cifras significativas correctas y error

Saber que un numero esta expresado con determinada cantidad de cifras
significativas no nos informa, por si solo, cuantas de ellas representan
correctamente el valor que estamos aproximando.

Para establecerlo necesitamos recuperar una idea estudiada anteriormente: el
error.

Consideremos nuevamente:
x, = V2 ~ 1,41421356
Y dos posibles aproximaciones:

Xq1 = 1,41 | X4y = 1,414
Ambas se encuentran préximas al valor verdadero, pero la segunda conserva
correctamente una mayor cantidad de informacioén sobre él.

Podemos comprobarlo mediante sus errores relativos:
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A medida que el error relativo disminuye, podemos exigir que una mayor cantidad
de cifras de la aproximacion represente correctamente al valor verdadero.

Surge entonces una relacién fundamental:

/Qué tan pequeiio debe ser el error relativo para poder afirmar que una aproximacion
posee al menos n cifras significativas correctas?

. De dénde surge el limite?

Pensemos primero en una sola cifra significativa.

Si queremos conservar correctamente un digito mediante redondeo, el maximo
error admisible debe ser menor que la mitad de una unidad de la posicion que
queremos conservar.

Por ejemplo, si trabajamos con unidades 7,0 y vamos incrementando los digitos a
7,499... se redondea a 7. Pero al alcanzar 7,5 el redondeo cambia a la siguiente
unidad, es decir 8,0.

Por eso aparece la idea de media unidad: 0,5. Si queremos conservar una porcion
decimal, esa media unidad se desplaza una posicién: 0,05.

De manera similar, para agregar otra posicion, desplazamos a 0,005.

Por lo tanto, exigir mas cifras significativas significa admitir errores progresivamente
menores: 0,5; 0,05; 0,005; 0,0005; ...

Observe que estos valores expresan limites absolutos asociados a posiciones
determinadas del numero. Sin embargo, como vimos anteriormente, un mismo
error absoluto no tiene la misma importancia para numeros de diferente magnitud.

Por ejemplo, un error de 0,05 no representa lo mismo respecto de un valor cercano
a 1 que respecto de un valor cercano a 1000.

Por esta razéon, si queremos establecer un criterio que pueda utilizarse
independientemente de la magnitud del nimero, necesitamos expresar esta
condicién en términos relativos.

Cifras significativas y error relativo

La idea de admitir como maximo media unidad en la posicién correspondiente a la
ultima cifra significativa puede expresarse mediante un limite para el error relativo.

Si deseamos trabajar con al menos n cifras significativas correctas, se utiliza como
criterio general:

£(%) = 0,5 x 102"
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donde:

- n representa la cantidad de cifras significativas que se desea considerar
correctas

- & representa el limite de error relativo porcentual asociado a ese nivel de
precision

Por ejemplo, si deseamos trabajar con tres cifras significativas: n = 3, entonces
§(%) =0,5%x10273=0,5x10"1 =0,05%

De manera similar:

Cifras significativas (n) Limite de error relativo porcentual

1 (5%)

2 (0,5%)

3 (0,05%)
4 (0,005%)
5 (0,0005%)

La tabla permite observar una relacion importante: cada cifra significativa adicional
exige reducir diez veces el limite de error admitido.

5% — 0,5% — 0,05% — 0,005% — ---

Esto permite relacionar cuantitativamente dos ideas que hasta ahora habiamos
tratado por separado:

\Cantidad de cifras significativas requeridas\ © \ll’mite de error admitido

;Qué error debemos comparar con este limite?

En este punto debemos recuperar una distincion realizada anteriormente. Si
conocemos el valor verdadero, podemos calcular el error relativo verdadero:

Xy — Xg

£,(%) = x 100

v

En ese caso podemos evaluar directamente la calidad de la aproximacion respecto
del valor verdadero.

Sin embargo, en muchos problemas numéricos el valor verdadero es desconocido.
Siestamos utilizando un método iterativo, disponemos en cambio del error relativo
aproximado:

Xi — Xj-1

£a(%) = %X 100

L
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Podemos entonces utilizar el limite £ como criterio de parada:
€a=§

De esta manera, si hemos establecido previamente la cantidad de cifras
significativas con la que deseamos trabajar, podemos determinar una tolerancia
asociaday utilizarla para decidir cuando detener el proceso iterativo.

Importante. El error relativo aproximado mide el cambio entre dos aproximaciones
consecutivas y no la distancia entre la aproximacién y el valor verdadero. Por esta
razon, satisfacer el criterio debe interpretarse dentro de las condiciones de
convergencia y caracteristicas del método utilizado.

Precision, exactitud y calidad de una aproximacion

Alolargo de estaunidad hemos utilizado los conceptos de error, toleranciay cifras
significativas para analizar diferentes aspectos de una aproximacion. Esto nos
permite ahora precisar dos términos que suelen utilizarse de manera cotidiana
como si fueran equivalentes: precision y exactitud.

- Exactitud. La exactitud se refiere a qué tan préximo se encuentra un valor
aproximado respecto del valor verdadero o de un valor de referencia
aceptado.

Por ejemplo, si

x, = V2 = 1,41421356 ...
y tenemos dos aproximaciones que son comparadas con elvalor verdadero:
x; =141y x, = 1,4142; entonces la segunda aproximacidon se encuentra
mas proxima al valor verdaderoy, por lo tanto, es mas exacta.
Elconcepto de exactitud se encuentra directamente relacionado con el error
verdadero. En términos generales, cuanto menor sea el error respecto del
valor verdadero, mayor sera la exactitud de la aproximacion.

- Precision. La precision, en cambio, se refiere al grado de detalle o
resolucién con el que un valor puede expresarse de manera confiable.

Por ejemplo, 1,410000 contiene mas digitos escritos que 1,41 pero si esos
ceros fueron agregados arbitrariamente, no hemos obtenido nueva
informacién ni aumentado la precision real de la aproximacion.

Precisidon y exactitud no son lo mismo

Una aproximacion puede expresarse con muchas cifrasy, sin embargo, encontrarse
alejada del valor verdadero.

Consideremos nuevamente:

x, = V2 ~ 1,41421356
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Las aproximaciones x; = 1,41y x, = 1,99999 permiten observar esta diferencia. x,
esta expresado con mayor cantidad de cifras significativas, pero se encuentra
mucho mas alejado del valor verdadero. Expresar un resultado con mayor
precision no garantiza que sea mas exacto. Por lo tanto, la calidad de una
aproximacién no debe evaluarse simplemente por la cantidad de digitos que

Exactitud y precision: ideas diferentes Y N N \
I Leyenda |
. N Exactitud se refiere a cuén cerca esta un resultado del valor verdadero. | @ Valor verdadero (ideal) |
{ @ Precisién se refiere a qué tan consistentes (reproducibles) son los resultados entre si. | X Resultados obtenidos |
I |
Un resultado puede ser preciso y no exacto, exacto y no preciso, o ambas cosas a la vez. t &G ) Dispersion de los resultados )
1. Alta exactitud y alta precision 2. Alta precisién 3. Baja precisién : 8 » 2arz
2 y B ,P 5 ia p 4 4. Baja exactitud y baja precision
(ideal) pero baja exactitud pero alta exactitud
F XN Y e e ¥
7 (XWX / \\ // S
/ NExX /% \ 7 b
N\ fi ‘/ % \\ ! x x \‘
(x@x) | | ° i ° 1 ° |
\ |\ \ W I | x /
\ \ \ x / \ /
e < _ N X s
Los resultados estan muy cerca del Los son muy i Los Itados, en pi io, estan Los resultados estan alejados del valor
valor verdadero y entre si. entre si, pero estan alejados del valor cerca del valor verdadero, pero verdadero y ademés muy dispersos.
verdadero. presentan gran variacion.
2 Ejemp.lo: medila Ion‘gn(ud gonaipiera Ej lo: instrumento i Ejemplo: mediciones afectadas por il : mal i y
con un instrumento calibrado y estable. : . + . et A x
que siempre se desvia de la referencia. ruido o condiciones variables. variables.
* Error pequefio. « Error grande (sesgo).  Error promedio pequefio (sin sesgo). « Error grande (sesgo + dispersion).
* Muy confiable. * Reproducible, pero incorrecto. * Poco consistentes. * Poco confiable.
Relacién con el error &Por qué es importante distinguirlas?
Situacién Error (respecto al valor ) ispersién (entre /
O La exactitud nos garantiza que estamos midiendo (o calculando) el valor correcto.
Alta exactitud y alta precisién Pequefio Pequeiia
Alta precisién y baja exactitud Grande (sesgo) Pequeiia « A » La 36450 nos que los son: i y
Baja precisin y alta exactitud Pequefio (en promedio) Grande
i X _‘ 5 5 Para tomar isi i i i o métodos
Bije cxactiudy bujs prechicn Grarice, (s04g0) Qranan que ofrezcan tanto exactitud como precisién.

Idea clave: Ejemplo:
& Un nimero con muchas cifras no es necesariamente més exacto ni més preciso. 12:3456 puede o sec mbs mxactoique/12:3
Lo importante es qué tan cerca esté del valor ¥ Qué tan consi son los

si ambos provienen de mediciones con la misma precision.

.Y como intervienen las cifras significativas?

Las cifras significativas permiten comunicar el nivel de precisién con el que se
expresa un valor, indicando qué digitos aportan informacién relevante sobre la
cantidad representada.

Pero debemos recuperar aqui la distincién que realizamos anteriormente:

\cifras significativas expresadas\ #* \cifras significativas correctas.

Un numero puede estar escrito con muchas cifras significativas y no ser una buena
aproximacion del valor verdadero.

Para hablar de cifras significativas correctas necesitamos incorporar informacion
sobre el error. Es precisamente la relacién entre cifras significativas y error relativo
la que nos permite establecer un criterio cuantitativo de calidad.

De esta manera, los conceptos estudiados pueden relacionarse:
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Precision Nivel del detalle confiable con que
expresamos el resultado
Exactitud Proximidad del resultado al valor verdadero
Cifras significativas Forma de expresar informaciéon sobre la
precision
Error Permite cuantificar la diferencia entre valores

Calidad de una aproximacién

Por lo tanto, hablar de la calidad de una aproximacién numérica implica considerar
mas de un aspecto. No basta con obtener un resultado con muchos digitos.
Debemos preguntarnos:

- ¢Qué tan proximo se encuentra de la solucion buscada?

- ¢Con qué nivel de precision puede expresarse de manera confiable?

- ¢Qué error estamos dispuestos a aceptar para el problema que estamos
resolviendo?

Estas preguntas relacionan los conceptos de exactitud, precisién, error, tolerancia
y cifras significativas, y permiten interpretar adecuadamente los resultados
producidos por los métodos numéricos.

Hasta aqui hemos visto que un resultado numérico puede contener mas digitos de
los que necesitamos o podemos considerar significativos para el problema que
estamos resolviendo.

Esto plantea una situacion frecuente en Calculo Numeérico:

¢ Qué hacemos cuando debemos representar o utilizar un valor con una cantidad menor
de cifras que las disponibles?

Existen dos procedimientos habituales para reducir la cantidad de digitos con los
que representamos un numero: el truncamiento y el redondeo.

Ambos producen una aproximacion del valor original, pero lo hacen de manera
diferente.

- Truncamiento. El truncamiento consiste en conservar los digitos hasta una
determinada posicion y eliminar los restantes, sin modificar el dltimo digito
conservado.

Por ejemplo, consideremos: x = 3,14159265 ... . Si queremos expresarlo
con cuatro cifras significativas mediante truncamiento: x = 3,141

Los digitos posteriores simplemente se eliminan.

Como consecuencia, el valor obtenido ya no coincide exactamente con el
original. Se ha introducido un error:
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E; = |3,141559265 — 3,141|
E; = 0,00059265
Este ejemplo permite observar algo importante: reducir la cantidad de cifras
con las que representamos un numero puede introducir un nuevo error en el
calculo.
Redondeo. El redondeo también reduce la cantidad de digitos utilizados,
pero antes de eliminar los restantes considera su valor para decidir si debe
modificarse la ultima cifra conservada.
Consideremos nuevamente: x = 3,14159265.. y supongamos que
queremos conservar cuatro cifras significativas. La cuarta cifra significativa
es 1y la siguiente cifra es 5. Por lo tanto, aplicando el criterio usual del
redondeo:
E,. = 3,142
El errorintroducido es:
E; = |3,141559265 — 3,142
E; = 0,00040735
En este caso particular, el valor redondeado se encuentra mas proximo al
original que el valor obtenido mediante truncamiento.

Comparacién

Podemos observar ambos procedimientos sobre el mismo valor:

Procedimiento Resultado Error absoluto
Valor considerado (3,14159265) —
Truncamiento a 4 cifras significativas (3,141) (0,00059265)
Redondeo a 4 cifras significativas (3,142) (0,00040735)

La diferencia fundamental es que el truncamiento elimina directamente los digitos
posteriores a la posicidn elegida, mientras que el redondeo utiliza el primer digito

descartado para decidir el valor de la dltima cifra conservada.

Los métodos numéricos suelen requerir numerosas operaciones. Si durante ellas
utilizamos representaciones con una cantidad limitada de cifras, los pequefios
errores introducidos al truncar o redondear pueden incorporarse a operaciones

posteriores.

Por ejemplo, supongamos que durante un calculo utilizamos:

= 3,14
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En lugar de
m =~ 3,14159265

La diferencia puede parecer pequena. Sin embargo, si ese valor interviene
repetidamente en otras operaciones, el error introducido puede afectar los
resultados posteriores.

Esto conduce a unaidea importante:

Los errores introducidos durante un calculo no necesariamente permanecen
aislados; pueden propagarse a través de las operaciones posteriores.

Por esta razén, en Calculo Numérico no solo interesa conocer el error del resultado
final, sino también comprender cdmo se originan y cémo pueden evolucionar los
errores durante el proceso de calculo.

El término truncamiento también aparecera posteriormente al estudiar diferentes
métodos numéricos. Sin embargo, no siempre tendra exactamente el significado de
“eliminar cifras de un numero”.

Cuando truncamos, estamos reduciendo la cantidad de cifras utilizadas para
representar un valor.

En cambio, algunos métodos numeéricos aproximan un procedimiento matematico
que, en su formulacidon completa, involucraria una cantidad mayor —o incluso
infinita— de términos, intervalos o informacién. Al limitar ese procedimiento se
introduce lo que denominaremos error de truncamiento del método.

No necesitamos desarrollar todavia cémo se calcula ese error. Lo estudiaremos
cuando aparezca en los métodos correspondientes.

Los valores aproximados que utilizamos durante un calculo pueden contener
errores provenientes de mediciones, aproximaciones previas, redondeos o de los
propios métodos numéricos.

Cuando uno de estos valores interviene en nuevas operaciones, su error también
puede afectar los resultados obtenidos a partir de él. A este fenémeno lo
denominamos propagacion del error.

Consideremos un ejemplo sencillo. Supongamos que conocemos x = 10 pero
durante un calculo utilizamos la aproximacion x, = 10,1. El error absoluto inicial
es:

E,=[10-10,1| =0,1
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Ahora utilicemos ese valor para calcular:
y = 2x
Con el valor verdadero obtendriamos:
y =2(10) = 20
Mientras que utilizando la aproximacion:
y = 2(10,1) = 20,2
El error del nuevo resultado es:
E, =120 -20,2| = 0,2

El error absoluto, que inicialmente era 0,1 paso a ser 0,2. El error inicial se ha
propagado a través de la operacion.

¢ Los errores siempre aumentan?

No. Propagacién no significa necesariamente amplificacion. Dependiendo de las
operaciones realizadas podria interpretarse intuitivamente como que “el error se
hace cada vez mayor”. Consideremos ahora:

X

y=ﬁ

Utilizando nuevamente x = 10y x, = 10,1, obtenemos:

y=1

Ve = 1,01
Por lo tanto:
Ey =|1-1,01] = 0,01

El error absoluto ahora es menor que el error inicial. Esto muestra que propagar un
error no significa necesariamente amplificarlo. Dependiendo de las operaciones
realizadas y del problema considerado, un error puede aumentar, disminuir o
manifestarse de diferente manera en el resultado.

Error absoluto y error relativo durante la propagacion
En el primer ejemplo, x = 10y x, = 10,1. Con estos valores teniamos:
E, =01

Su error relativo es:
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01 0,01 = 1%
£, = =0, =
* 710 °
Al multiplicar por 2:

y =20,y, = 20,2
Elerror absoluto paso a E,, = 0,2, pero el error relativo resulta:

0,2 0
E:‘y:%:0,0l:l/o

Por lo tanto, aunque el error absoluto se duplicé, el error relativo permanecio igual.
Esto refuerza una idea estudiada anteriormente: para analizar el efecto de un error

no siempre basta con observar Unicamente su magnitud absoluta; también
debemos considerar su relacion con la magnitud del valor involucrado.

Cuando intervienen varios valores aproximados

La situacion puede resultar mas interesante cuando una operacion utiliza mas de
un valor que contiene error.

Supongamos: x = 10 e y = 5 pero utilizamos x, = 10,1 e y, = 4,9. Si calculamos:
z=x+y

El valor verdaderoes z = 15

Con las aproximaciones obtendremos: z, = 10,1 + 4,9 = 15

Enestecaso E, =0

Los errores de ambas aproximaciones se compensaron. Pero si hubiéramos
utilizado x, = 10,1 e y, = 5,1 obtendriamos: z, = 10,1 + 5,1 = 15,2. Por lo tanto:

E,=0,2
Ahora los errores se reforzaron. Esto permite introducir una idea importante:

El efecto de los errores sobre un resultado depende tanto de su magnitud como de las
operaciones mediante las cuales los valores se combinan.

Por esta razén, no podemos asumir simplemente que todos los errores se sumaran,
ni tampoco que se compensaran.

Un caso especialmente problematico: restar valores muy préximos
Consideremos:
x = 1,234567

y =1,234123
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Su diferencia es:
x —y = 0,000444
Supongamos ahora que, por trabajar con una representacion limitada, utilizamos:
xq = 1,235
Ve = 1,234
Entonces:
Xq— YVq = 0,001

Cadavalorindividual parece una aproximacion razonablemente préxima al original.
Sin embargo, al restarlos, el resultado obtenido 0,001 difiere considerablemente de
0,000444

¢;Qué ocurrid?
Gran parte de los primeros digitos de ambos numeros eran iguales: 1,234...

Al realizar la resta, esos digitos se cancelan y el resultado depende precisamente
de los digitos posteriores, que eran los que conociamos con menor detalle.

Por eso, al restar cantidades muy préximas, los errores que parecian pequefos
respecto de los valores originales pueden resultar grandes respecto del
resultado de la resta.

Este fendmeno se conoce como cancelacidén o pérdida de cifras significativas.

Esto significa que:

’valores individualmente precisos| no necesariamente \producen resultado

igualmente precisd.

La operacién realizada también importa.

¢Por qué es importante en Calculo Numérico?

Los métodos numéricos pueden requerir muchas operaciones sucesivas. Cadauna
puede trabajar con valores que ya contienen errores provenientes de etapas
anteriores.

Por lo tanto, durante este proceso, los errores pueden propagarse, combinarse,
compensarse o amplificarse.

Esto explica por qué dos procedimientos matematicamente equivalentes pueden
no producir resultados numéricos de igual calidad cuando se realizan utilizando
una cantidad limitada de cifras.
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Propagacion del error en operaciones elementales

Los ejemplos anteriores muestran que el error presente en los datos puede
trasladarse al resultado de una operacién. Sin embargo, este efecto no se
manifiesta de la misma manera en todas las operaciones.

Analicemos algunos casos sencillos.

- Sumayresta. Supongamos que trabajamos con dos valores aproximados:

Xg = x + Ax

Ya =Yt Ay
Donde Ax y Ay representan los errores presentes en cada valor.
Sirealizamos una suma:

z=x+y
utilizando los valores aproximados obtenemos
Zg = (x + Ax) + (y + Ay)
y reorganizando
zZg = (x+y)+ (Ax + Ay)

El error del resultado depende entonces de los errores que acompafaban a
los valores originales. Estos errores pueden reforzarse o compensarse
parcialmente dependiendo de sus signos. Por esta razén, si Uunicamente
conocemos sus magnitudes, una forma conservadora de estimar el maximo
error absoluto posible es:

E, <E.+E,
Una idea similar se aplica a la resta. Esto permite establecer una primera
observacion:
En sumas y restas, los errores absolutos de los valores involucrados
resultan especialmente relevantes para analizar el error del resultado.

- Multiplicacidn y division. Consideremos ahora:
zZ=Xxy

Si x e y contienen pequefios errores, ambos afectan al producto obtenido.
Pero en este caso resulta especialmente util analizar qué proporcion
representa cada error respecto de la magnitud de su propio valor.

Es decir, adquieren importancia los errores relativos:
Ex Ey

= — E,, = —
Y & T

Para errores suficientemente pequenos, el error relativo del producto puede
estimarse aproximadamente a partir de los errores relativos de los factores:

€x

& =& T¢
si buscamos considerar una situacion desfavorable en la que sus efectos se
acumulen. Una relacion semejante puede utilizarse para la division.
Por lo tanto, en productos y cocientes, resulta especialmente util analizar
coémo se combinan los errores relativos de los valores involucrados.
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Una sintesis

Podemos resumir estas ideas de manera general:

Operacién Error especialmente util para analizar su propagacion

Sumay resta Error absoluto

Multiplicacion y divisién Error relativo

Estas relaciones no significan que el error resultante siempre sea exactamente la
suma de los errores individuales. Los errores pueden tener diferentes signos y, en
determinadas situaciones, compensarse parcialmente. Las expresiones anteriores
permiten principalmente estimar o acotar su posible efecto sobre el resultado.

Cuando el problema no esta solamente en los datos

Hasta ahora hemos considerado errores que ya estaban presentes en los valores
utilizados o que fueron introducidos al reducir la cantidad de cifras mediante
redondeo o truncamiento.

Sin embargo, cuando los métodos numéricos se ejecutan mediante una
computadora aparece otra cuestion fundamental:

¢ Puede una computadora representar exactamente cualquier numero real?
La respuesta es no.

Representacion finita de los numeros

Una computadora dispone de una cantidad finita de memoria para representar
cada numero. Por esta razén, muchos numeros reales no pueden almacenarse
exactamente y deben ser representados mediante una aproximacion.

Por ejemplo, numeros como:

1
3= 0,333333 ...

V2 =1,41421356 ...

poseen una expansion decimal que no puede almacenarse completamente
utilizando una cantidad finita de digitos.

Pero hay algo todavia mas interesante: la computadora no representa
internamente los numeros reales utilizando el sistema decimal, sino
normalmente mediante una representacion binaria de punto flotante.

Pag. 34



Capitulo 1: Introducciéon al Calculo Numérico y | Ing. Informatica, Lic. de
Errores — Catedra de Calculo Numérico Sistemas. Ing. Minas

Esto provoca que incluso algunos numeros que parecen sencillos en decimal
tampoco puedan representarse exactamente.

Un ejemplo conocido es 0,1. Aunque en nuestro sistema decimal posee una
representacion finita, en binario requiere una expansién que no termina. Por lo
tanto, la computadora almacena un valor muy préximo a 0,1, pero no
necesariamente de manera exacta.

La diferencia es extremadamente pequenfa, pero existe.

Error de redondeo computacional

Cuando un numero no puede representarse exactamente con la cantidad de digitos
disponibles, el sistema debe almacenar una aproximacién.

La diferencia entre el valor que se desea representar y el valor efectivamente
almacenado constituye una fuente de error de redondeo.

En la mayoria de los calculos cotidianos este error es tan pequefo que resulta
irrelevante. Sin embargo, los métodos numéricos pueden realizar una gran cantidad
de operaciones, y los errores introducidos en unas operaciones pueden propagarse
hacia las siguientes.

Por esta razon:

mas operaciones no implica necesariamente un resultado mas exacto

Un procedimiento numérico debe considerar no solamente la aproximacién
introducida por el propio método, sino también los efectos derivados de trabajar
con aritmética finita.

Supongamos que una computadora pudiera almacenar solamente una cantidad
muy limitada de cifras y necesitaramos representar:

1

3

Podriamos almacenar, por ejemplo 0,3333
El numero almacenado ya contiene un pequefo error: % —0,3333.

Si posteriormente ese valor interviene en muchas operaciones, ese error puede
propagarse. Es decir, reaparece exactamente el fendmeno que acabamos de
estudiar:

\Representacién\ - \Error\ - \Operaciones\ - \Propagacién\
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Esto permite comprender por qué el estudio del error es particularmente
importante en Calculo Numérico: los métodos se aplican habitualmente
mediante computadoras, pero las computadoras también trabajan con
aproximaciones.

A lo largo de esta unidad hemos visto que los errores presentes en un resultado
numérico pueden tener distintos origenes. Identificarlos resulta importante porque
no todos se producen por la misma causa ni pueden controlarse de la misma
manera.

Podemos reconocer tres fuentes principales.

- Errores asociados a los datos. Los datos utilizados para resolver un
problema no siempre son exactos. Pueden provenir de mediciones,
observaciones experimentales o valores previamente aproximados.

Por ejemplo, si una longitud se informa como: L = 12,3 cm, el valor utilizado
ya posee una precision limitada antes de comenzar cualquier calculo.

Por lo tanto, un método numérico no puede recuperar informacién que no
estaba presente en los datos originales. Los errores o incertidumbres
presentes en ellos pueden propagarse hacia los resultados posteriores.

- Errores de redondeo. Las computadoras representan los numeros

utilizando una cantidad finita de informacion. Como consecuencia, algunos
valores no pueden almacenarse exactamente y deben reemplazarse por
representaciones aproximadas. Estas diferencias producen errores de
redondeo.
Ademas, durante una secuencia de operaciones, los resultados intermedios
también pueden requerir redondeos. Los pequenos errores introducidos de
esta manera pueden propagarse Yy, en determinadas situaciones,
amplificarse.

- Errores de truncamiento del método. Otra fuente de error surge de los
propios métodos numeéricos.

En muchas situaciones, un método reemplaza un procedimiento
matematico exacto por otro que puede realizarse mediante una cantidad
finita de operaciones.

Por ejemplo, una expresiéon que requeriria infinitos términos puede
aproximarse utilizando solamente una cantidad limitada de ellos. De
manera semejante, una derivada, una integral o la solucidon de una ecuacién
diferencial pueden aproximarse mediante procedimientos numéricos que
sustituyen el problema original por uno computacionalmente realizable.

P4g. 36



Capitulo 1: Introduccién al Calculo Numérico y
Errores — Catedra de Calculo Numérico

Ing. Informatica, Lic. de
Sistemas. Ing. Minas

La diferencia introducida por esta aproximacién se denomina error de
truncamiento del método.

Es importante distinguirlo del truncamiento de cifras estudiado

anteriormente: ‘truncar cifras‘ significa limitar los digitos utilizados para

representar un numero, mientras que ]Error de truncamiento del método

surge al reemplazar un procedimiento matematico por una aproximacion
numeérica finita.

Las caracteristicas y formas de estimar estos errores dependen del método
utilizado y seran estudiadas en las unidades correspondientes.

Una mirada conjunta

Podemos sintetizar las principales fuentes de error de la siguiente manera:

Fuente ¢Donde se origina? Ejemplo

Datos En la informacidon utilizada para Una magnitud obtenida mediante
plantear el problema medicidén

Redondeo En la representacion finita y las Representar (1/3) mediante una

operaciones realizadas con los cantidad limitada de cifras

numeros

Truncamiento del En la aproximaciéon matematica Sustituir un proceso infinito por

método realizada por el método numérico una cantidad finita de

operaciones

Un resultado numérico puede estar afectado simultaneamente por mas de una de
estas fuentes, y los errores introducidos pueden propagarse durante el proceso de
calculo.

Al comenzar esta unidad planteamos que el Calculo Numérico permite obtener
soluciones aproximadas para problemas que no siempre pueden resolverse de
manera analitica o cuya resolucion exacta puede resultar impracticable.

Pero también planteamos una segunda cuestion:
¢/ Queé tan buena es la solucion obtenida?

A lo largo de la unidad hemos construido diferentes herramientas para comenzar a
responder esta pregunta.

Cuando conocemos un valor verdadero o de referencia, podemos evaluar
directamente la diferencia mediante el error verdadero, expresandolo de manera
absoluta o relativa.
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Cuando el valor verdadero es desconocido, no existe una Unica forma universal de
evaluar la calidad de una aproximacién. Los mecanismos utilizados dependen del
problemay del método numérico aplicado.

En los métodos iterativos podemos observar la evoluciéon de las aproximaciones
sucesivas mediante el error aproximado. Una tolerancia permite establecer qué
nivel de error estamos dispuestos a aceptar y utilizar esa condiciéon como criterio
de parada.

Las cifras significativas permiten expresar informacion acerca de la precisién con
la que representamos un valor y, mediante su relacion con el error relativo, pueden
utilizarse para establecer determinados requisitos de precision.

También hemos visto que obtener y representar una aproximacioén implica
considerar los efectos del redondeo, el truncamiento y la propagacion de errores
durante las operaciones.

Por lo tanto, el proceso general que presentamos al comienzo de la unidad puede
ahora completarse:

Problema‘ - \Método numérico‘ - lAproximacién\ - ‘Evaluacién de su calidad

Y esta ultima etapa no constituye un paso accesorio. Forma parte del propio
proceso de resolucién numérica.

Podemos expresar entonces una de las ideas centrales de la asignatura:

Un resultado numérico no esta completo solamente porque hemos obtenido
un numero. También necesitamos comprender qué representa, con qué
precision podemos utilizarlo y qué informaciéon tenemos acerca de su error.

Los conceptos estudiados en esta unidad constituyen una base general para
analizar resultados numéricos, pero no agotan el estudio del error.

Cada familia de métodos posee caracteristicas particulares que permitiran analizar
su comportamientoy la calidad de las aproximaciones obtenidas. Al estudiar raices
de ecuaciones, sistemas de ecuaciones lineales, interpolacidn, integracion,
derivaciéon y ecuaciones diferenciales, retomaremos estas ideas y estudiaremos
cémo se manifiestan y controlan los errores en cada caso.
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Del problema al resultado: evaluar la calidad de una solucién numérica

El Célculo Numérico no termina cuando obtenemos un numero. También debemos analizar qué tan bueno es ese resultado.

2. METODO NUMERICO 3. APROXIMACION (RESULTADO)

Obtenemos una solucién

4. EVALUACION DE SU CALIDAD

1. PROBLEMA ‘
Analizamos la calidad del

Planteamos el problema Elegimos y aplicamos un 3 - il
matematico a resolver. método adecuado. — aproximada. resultnd‘o para decidir si
* * Es el mejor valor que o d es suficiente para el
‘0 Ej.: encontrar una raiz Puede ser directo 3l el método puede dar problema.
de una funcion. o iterativo. ! B i 3 i stipaes ports
realizadas. esencial del proceso.

¢Qué factores intervienen en la calidad de la solucién?

ERROR

©

TOLERANCIA
Y CRITERIO DE PARADA

PRECISION REQUERIDA CIFRAS SIGNIFICATIVAS

Y CIFRAS CORRECTAS

PROPAGACION DE ERRORES FUENTES DE ERROR

+ Diferencia entre el valor
obtenido y el valor verdadero
(o de referencia).

* Puede medirse de forma
absoluta o relativa.

« Si el valor verdadero es
desconocido, usamos el
error aproximado en
métodos iterativos u otros
criterios propios del método.

&

« La tolerancia (tol) fija el
méximo error aceptable.

« El criterio de parada decide
cuéndo detener el proceso
iterativo.

« Permite equilibrar precision
requerida y costo
computacional.

+ Es el nivel de detalle que
necesitamos segun el
problema y el contexto.

+ Depende de datos, unidades

123,4

+ Las cifras significativas indican
qué digitos comunican
informacién.

+ No alcanza con tener cifras
deben ser

y decisi¢ que
con el resultado.

correctas segun el error
relativo.

* Los errores de los datos, del
redondeo y del método pueden
propagarse en los calculos.

* Pueden amplificarse, atenuarse
© mantenerse.

* Datos (mediciones, valores
previos).

* Redondeo (representacién finita
y operaciones).

* Truncamiento del método
(aproximaciones matemdticas
finitas).

£Cémo se relacionan estos factores?

®— @ —

Preguntas clave

/’7—‘\ ‘ * ¢Qué tan lejos estd el resuitado del valor verdadero?
— —_— ; ;
Kn.(lny o ¢Es suficientemente preciso para el problema?

* ¢Qué nivel de error estoy dispuesto a aceptar?

o an Al aplicar el método Se generan errores Debemos evaluar i el Solo entences podemos
incertidumbre. se realizan i resultado cumple con la aceptar el resultado o 25¢p8ba, CoNOUAN e o detenef 17
y sproximaciones. que pueden propagarse. precision requerida. continuar el célculo.
‘ e Idea clave ’ / Objetivo del Calculo Numérico
Un resultado numérico no esté completo solamente porque hemos obtenido un ndmero. # @ Obtener soluciones aproximadas y ANALIZAR SU CALIDAD para que podamos
También if qué con qué precisién podemos utilizarlo usarlas con confianza en la toma de decisiones y en la resolucién de problemas
¥ qué informacién tenemos acerca de su error. reales.

ﬁ Recordatoro fial No existe un método “mejor” en todas las situaciones. El mejor métendo es el que, para un problema dado, alcanza la precisién requerida
" con el menor costo y con la mayor posible.
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