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Capitulo 3. Interpolacion polinémica avanzada

Hasta ahora hemos construido polinomios interpolantes utilizando informacion de
la forma:

(xi' f(xl))

Es decir, conocemos el valor que toma una funcion en determinadas posiciones y
buscamos un polinomio que reproduzca exactamente esos valores.

Por ejemplo, si conocemos:
f(x0) = yo, f(x1) = ¥4,
podemos imponer:
P(x¢) = f(xp), P(x1) = f(xq).

Estas condiciones nos indican por qué puntos debe pasar el polinomio
interpolante. Pero en algunos problemas podemos disponer de informacién
adicional sobre la funcidn.

Supongamos que, ademas de conocer:

f(x0), f(x1),
conocemos también:

f'(xo), f1(xq).
Surge entonces una pregunta:

JPodemos utilizar también esa informacion para construir el polinomio
interpolante?

La respuesta conduce a la interpolacién de Hermite.
¢Qué informacion adicional proporciona una derivada?

Aqui conviene observar simultaneamente el problema desde dos perspectivas.

Desde el algebra Desde la geometria

Conocer f(x;) permite imponer Conocemos un punto por el que debe

H(x;) = f(x). pasar la curva.

Conocer ademas f'(x;) permite Conocemos también la pendiente que

imponer H'(x;) = f'(x;). debe tener la curva al pasar por ese
punto.
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Cada nueva condicién aporta Ya no conocemos solamente ddénde

informacién que debe satisfacer el estalafuncidn, sinotambién como se

polinomio. - comporta localmente en ese punto.
Esta diferencia es fundamental. Si conocemos Unicamente dos valores:

f(x0), fxq),
la interpolacion lineal puede construir una recta que pase por ambos puntos.

Pero esos dos valores, por si solos, no nos indican las pendientes que posee la
funcioén original en los extremos.

En cambio, si conocemos también:
f,(xO)l f,(xl)l
disponemos de informacién sobre la direccidn local de la funcién en esos puntos.

Por lo tanto, Hermite no busca solamente que el polinomio pase por los datos
conocidos. Busca que reproduzca también la informacidon disponible sobre sus
derivadas.

¢Qué cambia algebraicamente?

Consideremos nuevamente dos puntos x, Y x4. Si conocemos solamente sus
valores funcionales tenemos dos condiciones:

P(xo) = f(xo),
P(x1) = f(xy).

Dos condiciones permiten determinar, en el caso mas sencillo, los dos coeficientes
de un polinomio lineal:

Pi(x) = ag + a,x.
Ahora supongamos que conocemos también las derivadas.

Queremos que el nuevo polinomio H(x) satisfaga:

H(xo) = f(x0),
H(x1) = f(x1);

pero, ademas:

H'(xo) = f'(x0),
H'(x1) = f'(xy).

Tenemos ahora cuatro condiciones independientes que debe satisfacer el
polinomio interpolante.

La pregunta entonces deberia ser:
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/Cudl es el polinomio de menor grado que dispone de suficientes
coeficientes para satisfacer estas cuatro condiciones?

Razonemos la respuesta de manera progresiva. Un polinomio de grado 1:
Hy(x) =ay +a;x
tiene 2 coeficientes. En general, no alcanza para imponer cuatro condiciones.
Uno de grado 2:
Hy,(x) = ay + a;x + a,x?
tiene 3 coeficientes. Tampoco alcanza, en general.
El siguiente es:
Hs(x) = ag + aix + a,x% + asx3,
que posee 4 coeficientes.

Ahora si tenemos cuatro parametros que pueden quedar determinados por las
cuatro condiciones:

H3(x) = f(xo)
H3(xy) = f(x1)
H3(x0) = f'(xo)
H3(x;) = f'(xq)

Por lo tanto, las cuatro condiciones anteriores permiten determinar, en general, un
Unico polinomio de grado a lo sumo 3. El grado 3 no se elige arbitrariamente: surge
de la cantidad de informacion que queremos reproducir.

¢Y sitenemos mas nodos?
El razonamiento anterior puede extenderse a cualquier cantidad de nodos.

En el caso de Hermite que estamos estudiando, en cada nodo x; conocemos dos
datos:

flx)y f'(x),
cada nodo aporta dos condiciones que debe satisfacer el polinomio interpolante:

- unaasociada alvalor de la funcion H(x;) = f(x;);
- otraasociada al valor de su primera derivada H' (x;) = f'(x;).

A medida que incorporamos nodos, aumenta la cantidad de condiciones que debe
satisfacer el polinomio. Esas condiciones permiten determinar los coeficientes
necesarios para construirlo.

Pag. 3



Capitulo 3: Interpolacién polindmica avanzada Ing. Informatica, Lic. de
Sistemas. Ing. Minas

Podemos seguir entonces esta relacion:

nodos — condiciones disponibles — coeficientes — formay grado del polinomio

Por ejemplo:

Cantidad Condiciones Coeficientes Forma del polinomio en el caso Grado
de nodos disponibles necesarios general maximo
2 4 4 ap + a;x + azx? + azx? 3
3 6 6 ap + a;x + ax? + azx® + a;x* + agx® 5
4 8 8 ap + a;x + -+ a;x’ 7

Por ejemplo, con tres nodos conocemos:

f(x0), f'(x0),
fQa), f'(xy),
fx2), f'(xz).

Disponemos entonces de seis condiciones.
Para poder satisfacerlas necesitamos, en el caso general, seis coeficientes:
Qg, a4, Ay, A3, Ay, As.

Estos coeficientes corresponden a un polinomio de la forma:

Hs(x) = ag + a;x + azx? + azx® + azx* + asx®.

Por lo tanto, el grado méaximo que puede ser necesario es 5.
La tabla permite reconocer el siguiente patrén:

2 nodos — 4 condiciones — 4 coeficientes — grado maximo 3,
3 nodos — 6 condiciones — 6 coeficientes — grado maximo 5,
4 nodos — 8 condiciones — 8 coeficientes — grado maximo 7.

Para expresar esta relacion de manera general, llamemos:

[N = cantidad de nodos|

Como cada nodo aporta dos condiciones, con N nodos disponemos de:

|2N condiciones|

En el caso general, esas condiciones permiten determinar 2N coeficientes.
Un polinomio con 2N coeficientes tiene la forma:

H(x) = ag + a;x + azx? + -+ ayy_1x*N 71,
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por lo que su grado maximo puede ser:
2N -1
Por ejemplo, si:
N =3,
tenemos tres nodos, seis condiciones y seis coeficientes. Por lo tanto:
2N —1=5,
que coincide con el polinomio de grado maximo 5 obtenido anteriormente.
En la notacién habitual, los nodos suelen escribirse como:
X0y X1,y eery X
En ese caso, la cantidad de nodos es:
N=n+1.
Por esta razén:
2N—-1=2(n+1)—1=2n+1.

Asi, la relacion anterior también puede expresarse de manera compacta como:

|degH <2n+ 1|

Esta ultima expresion no introduce una idea nueva: simplemente resume,
utilizando la notacion habitual xy, ..., X,,, la relacion entre la cantidad de nodos, las
condiciones disponibles, los coeficientes necesarios y el grado del polinomio de
Hermite.

cComo construimos el polinomio de Hermite?

Hasta aqui hemos establecido qué condiciones debe satisfacer el polinomio de
Hermite. Pero todavia queda una pregunta fundamental:

¢ Como utilizamos esos valores de las derivadas para construir
efectivamente el polinomio?

Si partimos nuevamente del caso del polinomio cubico, podriamos plantear el
polinomio de esta manera:

H(x) = ag + a;x + a,x? + azx3

y utilizar las cuatro condiciones anteriores para obtener sus coeficientes. Sin
embargo, esto nos llevaria nuevamente a plantear y resolver un sistema de
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ecuaciones, algo que ya buscamos evitar cuando estudiamos otras formas de
construccioén del polinomio interpolante.

Hermite puede construirse de una manera particularmente conveniente utilizando
la forma de Newton por diferencias divididas, que ya conocemos.

La pregunta pasa a ser entonces:

¢/ Como podemos modificar la tabla de diferencias divididas para
incorporar también la informacion de las derivadas?

El problema de incorporar una derivada a la tabla

Recordemos que una diferencia dividida de primer orden entre dos nodos
diferentes se calcula como:

fx) = f(x)
flxi 2] = (ZT
Por ejemplo:
Flxo, %] = f(xq) — f(xo).

X1 — Xo
Pero en Hermite disponemos de una informacion que antes no teniamos:
!
f(xp).

Necesitamos encontrar una manera de introducir esa informacién dentro de la
misma estructura de diferencias divididas.

Aqui aparece la idea fundamental del método de Hermite:

repetiremos cada nodo para poder incorporar en la tabla tanto el valor de la
funcién como el valor de su derivada.

Por ejemplo, si originalmente tenemos x,, x;, para construir la tabla de Hermite
trabajaremos con una nueva sucesion de nodos:

Zo = Xg, Z1 = X, Zy = X1, Z3 = Xq.
Es decir:
A primera vista esto parece generar un problema.

Si intentaramos calcular la diferencia dividida correspondiente a dos nodos
repetidos utilizando la expresion habitual:
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flx,x] = f(x;) — f(xi)’

Xi — X

obtendriamos:

olo

que es una indeterminacion.

Pero precisamente aqui aparece la relacion con la derivada. Consideremos la
diferencia dividida:

=f(x) - f(x)

X — X

f[xin]

Si hacemos que x se aproxime a x;:

Y fx) = f(x)
im ————,

X-X; X —X;
reconocemos la definicién de derivada:
1A
f'xp).

Por lo tanto, cuando un nodo aparece repetido, definimos:

|f[xi»xi] = f'(xi)|

Esta igualdad es la que permite incorporar la informacién de la derivada dentro de
la tabla de diferencias divididas.

Mientras que en Newton establecemos que

f[xi,x] X —x;

(x; # x;5)

en Hermite, conservamos la misma estructura, pero cuando el nodo esté repetido:

flxnx] = f'(x)

Por eso Hermite no abandona las diferencias divididas de Newton. Las amplia para
poder trabajar con informacién adicional sobre la funcién.

Ejemplo: construccion del polinomio de Hermite mediante diferencias
divididas

Consideremos la funcion:

1
f(x)=m
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de la cual conocemos, en los nodos xo = 0y x; = 1, tanto el valor de la funcion
como el de su primera derivada:

xi fl) f'(x)
0

-1

1

1

N[ = =

Nuestro objetivo es construir un polinomio H(x) que no solamente pase por los dos
puntos conocidos, sino que ademas tenga en ellos la misma pendiente que la
funcion:

H() =1, H'(0) = -1,
1

HQ) = % H'Q1) = 7

1. Repetimos los nodos
Para incorporar la informacién de las derivadas a la tabla de diferencias
divididas, repetimos cada nodo:

Z0:x0:0,

Z1=x0=0,
Zzlezl,
Z3=x1=1.

Por lo tanto, la sucesidn con la que construiremos la tabla seré:

y los valores correspondientes de la funcién son:

1 1
flzol =1, flz1] = 1, flz,] = 2’ flzs] = 2
La repeticion de los valores de fno significa que hayamos obtenido nuevos
datos. Estamos preparando la estructura de la tabla para poder incorporar
también las derivadas.

2. Calculamos las diferencias divididas de primer orden
Aqui aparece la particularidad de Hermite. Cuando encontramos un nodo
repetido, no utilizamos:
f(xi) - f(xi)

Xi — X
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porque produciria la indeterminaciéon 0/0. Utilizamos directamente la
informacion de la derivada:

flx,xi] = f'(xp).

Por lo tanto:

flzo,z:] = £'(0) = —1.

Entre los dos nodos diferentes podemos aplicar la expresién habitual:

flzz] = flzi]

f[Z1»Zz] = ﬁ
Reemplazando:
i Tk

Finalmente, como z, = z3 = 1:

flzzz) = /) =~

Ya podemos observar algo importante:

1 1

!
no surgieron todos de la misma manera. Los valores extremos provienen de

las derivadas conocidas, mientras que el central se obtuvo mediante la
diferencia dividida ordinaria.

Esta es precisamente la adaptacion que realiza Hermite sobre la tabla de
Newton.

. Continuamos con las diferencias divididas de orden superior
A partir de aqui, el procedimiento vuelve a ser el habitual.

Calculamos:
_ f[le ZZ] - f[ZOr Zl]
fl20,21,2,] = 7y — 74 .
Entonces:
| | —% -=D 1
f ZO’Zl’ZZ - 1 _ 0 - 2'
Para la siguiente:
Flz1, 25, 25] = flzy, 23] — flzy, 2,]
1, 42,431 — )

Z3 — 21
por lo que:
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Z1,29,23| = ——————— = —
flz1, 25, 23] 1-0 )
Finalmente:
flz1, 25,231 — £z, 21, 2,]
flz0, 21,25, 23] = )
Z3 — Zg
y obtenemos:
1.1
4 2
Zg,Z1, %9, 23] =57—— = ——.
flzo, 21, 75, 23] 1-0 )
La tabla completa queda:
z; flz] 1.2 diferencia 2.2 diferencia 3.2 diferencia
0 1 -1 1 1
2 4
0 1 1 1
2 4
1 1 1
2 4
1 1
2

4. Construimos el polinomio
Aligual que en Newton, los coeficientes que necesitamos se encuentran en
la diagonal correspondiente de la tabla:

flzol = 1,
f[Z(),Zl] = -1,
1
f[Z();Zl, ZZ] = E’
1
f[Z(),Zl, ZZIZS] = _Z

Por lo tanto:
H(x) = flzo] + flz0, 2] (x — 20) + f 20, 21, 2] (x — 2p) (x — 21)
+flz0, 21, 22, 23] (x — 2p) (x — z;) (x — 2).

Como:
20:0,2120,22:1,
obtenemos:

1 1
Hx) =1 —x+§x2 —sz(x— 1).
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Podemos dejarlo en esta forma de Newton-Hermite porque permite
reconocer de déonde procede cada término. Si lo desarrollamos:

3 1
H(x) = 1—x+Zx2—Zx3

¢Qué logramos con el polinomio obtenido?
A partir de los datos conocidos en los dos nodos:
f@ =1, f'(0)=-1,
1 1
fW =5 W=~
construimos el polinomio cubico de Hermite.
Es interesante observar que, a partir de cuatro condiciones, hemos obtenido un

polinomio cubico capaz de satisfacerlas simultaneamente:

H(0) =1,
H'(0) = -1,
1
H(1) = >
HQ1) = —l.

4
Es decir, el polinomio no solamente pasa por los dos puntos conocidos, sino que

ademas reproduce en ellos las pendientes especificadas, tal como lo representa la
siguiente grafica

@ Polinomio de Hermite (ctbico) H(z)=1-2z+ %ﬁ - %N

O Valorenz =0 H(0) =1

O Valorenxz =1 H(1) = l;

@ Derivada del polinomio H'(x) = -1+ %J s %lz

O Derivadaenz =0 m'(0) = -1

O Derivadaen z = 1 H'(1) = —%

@ Rectatangente enx =0 (pendiente = 1) To(w)=1-z \

1 t i1
1 tangente en x = 1 (pendiente ) Tiw) =3 -1 (-1) \

Pero esta observacién conduce a una pregunta interesante.
Hasta ahora ya sabiamos construir un polinomio interpolante mediante Newton
para este ejemplo, utilizando unicamente los valores:

0.1y (13).

Con esos mismos dos nodos, Newton produciria:
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1
P(x)=1—=x.
1 (%) 5%

Ahora disponemos entonces de dos interpolantes construidos a partir de
informacién diferente. El polinomio de Newton

1
Pi(x)=1 —5X

utiliza solamente los valores de la funcién, mientras que el polinomio de Hermite

3 1
Hy(x) =1 —x +>x2 — =3
5(x) x+4x 4x

utiliza ademas las pendientes conocidas en los nodos. Por ello, Hermite esta mas
condicionado: debe reproducir tanto los valores como las pendientes
suministradas.

¢Mas informacién implica necesariamente una mejor aproximacion?

Hermite dispone de mas informacién y debe satisfacer una mayor cantidad de
condiciones.

Sin embargo, es importante distinguir dos afirmaciones:

mas informacion = mas condiciones que debe satisfacer el interpolante

pero esto no implica automaticamente:

mas informacion — menor error en todo el intervalo

La calidad de la aproximacién depende también de la funcidon, de los nodos
utilizados y de la informacién disponible.

En nuestro ejemplo podemos comprobar qué ocurre porque conocemos la funcion
que origind los datos:

1
x+1

f&) =

Podemos entonces comparar las tres expresiones:

1
1
Pl(x)zl_le
3 1
—1_ 2.2 _ 2.3
H;(x) =1 x+4x 25

Comparacion grafica
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Observa el grafico que representa las tres curvas:

- funcionreal f(x);
- interpolante lineal de Newton P; (x);
- interpolante cubico de Hermite H;(x);

— Pi(z)=1- %:L‘

G 3.2 1.3
Hi(z) =1 T+ 1

<

En el grafico también se observan los nodos

©.1, (Lg).

Ambos polinomios interpolantes coinciden con lafuncidon en los nodos, pero siguen
trayectorias diferentes entre ellos.

En este caso particular, el polinomio de Hermite permanece mucho mas préximo a
la funcidn original dentro del intervalo.

Comparacion en un punto interior
Tomemos, por ejemplo x = 0.5.

El valor verdadero de la funcién es:

~ (0.666667.

Wi N

1
f(0.5) = 15~
- Interpolacion de Newton
1
P, (05) =1 _E(O'S) = 0.75.

Por lo tanto, el error absoluto es:

Ey =1 £(0.5) — P;(0.5) |=1 0.666667 — 0.75 |
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Ey = 0.083333|

Interpolacion de Hermite

3 1
Hy(0.5) = 105+ (0.5)? = 2 (0.5)°.

Calculando:
H;(0.5) = 0.65625.

Entonces:
Ey =1 £(0.5) — H5(0.5) |
=| 0.666667 — 0.65625 |
|EH ~ 0.010417|

Podemos resumir:

Método Aproximacion en x = 0.5 Error absoluto
Newton 0.750000 0.083333
Hermite 0.656250 0.010417

y, por lo tanto, Hermite produce una aproximacién considerablemente
mas cercana al valor verdadero.

Pero la conclusion correcta no es que Hermite sea siempre mejor.

Lo que podemos afirmar es:

En este ejemplo, la informacidn adicional proporcionada por las derivadas
permite construir un interpolante que se aproxima mejor a la funcién original
dentro del intervalo.

La diferencia es importante. Hermite reproduce necesariamente mas
condiciones en los nodos, pero eso no constituye por si solo una garantia
universal de menor error.

En este caso particular, Hermite no solamente gana en x = 0.5; dentro de
0 <x <1, su error es menor que el de la recta de Newton. Incluso los
errores maximos aproximados en el intervalo son:

En max = 0.0858,

mientras que:

Ey max = 0.0106.
Esto describe el comportamiento de este caso, no una propiedad general
que garantice que Hermite siempre sera superior.
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Generalizacion de la interpolacion de Hermite

La interpolacién de Hermite no se limita necesariamente al conocimiento de f(x;)
y f'(x;). Si se dispone de informacion adicional, como derivadas de orden superior,
estas también pueden incorporarse como nuevas condiciones del polinomio
interpolante.

La idea de los nodos repetidos se generaliza de modo que las diferencias divididas
correspondientes permiten incorporar derivadas sucesivas. Por ejemplo:

flxnx] = f'(x)
y, para drdenes superiores,
f(k)(xi)
f Xiy ey Xj| = ——.
—_— k!
k+1 veces

De esta manera, Hermite permite construirinterpolantes que reproduzcan distintos
niveles de informacién disponible sobre la funcién en los nodos.

Importante: disponer de mas informaciéon impone mas condiciones al
interpolante, pero no garantiza por si mismo una mejor aproximacion de la
funcioén en todo el intervalo. La calidad de la aproximacién depende también de
la funcién, de los nodos utilizados y de la informacidén disponible.

Sintesis: Interpolacion de Hermite

Lainterpolacion de Hermite extiende el problema de interpolacion cuando, ademas
de conocer los valores de una funciéon en determinados nodos, se dispone de
informacién sobre sus derivadas.

Mientras que en la interpolacién polindmica estudiada anteriormente se exige que
P(xp) = f(x),
en Hermite podemos imponer simultdneamente
H(x) = f(x) yH' (x;) = f'(x).

Geométricamente, esto significa que el interpolante no solo debe pasar por los
puntos conocidos, sino que también debe reproducir en ellos las pendientes
especificadas.

Cuando se conocen el valory la primera derivada en N nodos, se tienen:
N condiciones de valor + N condiciones de derivada = 2N condiciones.

Por lo tanto, en general puede ser necesario un polinomio de grado a lo sumo

2N — 1|
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La construccién mediante diferencias divididas permite conservar la estructura
que ya conocemos del método de Newton. La diferencia fundamental es que los
nodos se repiten para poder incorporar la informaciéon proporcionada por las
derivadas:

i) = £ G

De esta forma, lainterpolacion de Hermite puede interpretarse como una extension
de la interpolacién polindmica que incorpora informaciéon adicional sobre el
comportamiento local de la funcién en los nodos.

En el ejemplo desarrollado observamos ademads que la incorporacion de las
pendientes produjo una aproximacion considerablemente mejor que la obtenida
utilizando solamente los valores de la funcién. Sin embargo, esto no constituye una
garantia general:

mas informacion = mas condiciones para elinterpolante

pero no necesariamente

mas informacion = menor error en todo el intervalo.

La calidad de la aproximacién continua dependiendo de la funcidn considerada, de
los nodos utilizados y de la informacion disponible.

Ideas principales

Idea Interpolacion de Hermite

¢ Qué informacion puede utilizar? Valores de la funcion y sus derivadas

¢ Qué debe reproducir? Valores y pendientes especificadas en los
nodos

¢Como incorporamos f'(x;) en diferencias Mediante nodos repetidos
divididas?

Relacién fundamental flenx] = f'(x)
Con N nodos y f, f'conocidos 2N condiciones

Grado maximo que puede ser necesario 2N —1

¢ Mas informacién garantiza menor error? No necesariamente
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Hasta ahora hemos construido polinomios interpolantes que reproducen
exactamente los valores conocidos de una funcién. Esto podria llevarnos
intuitivamente a pensar que, si aumentamos la cantidad de puntos utilizados para
construir el polinomio, obtendremos una aproximacién cada vez mejor. Sin
embargo, esto no siempre ocurre.

El fendmeno de Runge constituye un ejemplo clasico que muestra que la
interpolacién mediante un Unico polinomio global puede presentar dificultades
cuando se aumenta progresivamente su grado utilizando nodos equidistantes.

Consideremos la funcion

(x) = 1 1<x<1
FX) = 1252 =X=

Esta funcién es continua y suave en todo el intervalo. Su representacion gréfica
tampoco parece anticipar ninguna dificultad particular.

Observemos qué sucede al aumentar los nodos

Tomemos inicialmente una pequena cantidad de nodos equidistantes en el
intervalo [—1, 1] y construyamos el correspondiente polinomio interpolante. Luego
repetiremos el procedimiento aumentando progresivamente la cantidad de nodos.

En las siguientes graficas se compara la funcién de Runge

1

f&) =17752

con los polinomios interpolantes obtenidos en tres situaciones diferentes:

Caso Nodos equidistantes Grado del polinomio obtenido

1 6 4
2 11 9
3 21 19

Recordemos que disponer de N nodos permite construir un polinomio interpolante
de grado a lo sumo N — 1. El grado efectivo puede ser menor si, al obtener el
polinomio, algunos de sus coeficientes de mayor grado resultan nulos.

Antes de buscar una explicaciéon matematica para lo que sucede, observemos las
graficas.
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Entodos los casos, el polinomio interpolante reproduce los valores de la funcién en
los nodos utilizados para construirlo. Sin embargo, aumentar la cantidad de nodos
no produce necesariamente una mejor aproximacion en todo el intervalo.

En particular, las graficas permiten observar que las diferencias entre la funciény
el polinomio se hacen especialmente importantes hacia los extremos del intervalo.
Al aumentar la cantidad de nodos equidistantes aparecen oscilaciones cada vez
mas evidentes en esas regiones.

Esta situacidon resulta inicialmente llamativa:

’ ’

incorporamos mas puntos pero la aproximacion no necesariamente mejora

¢Como puede ocurrir esto?

Para interpretar lo que estamos observando, resulta Util recuperar una expresion
que presentamos con anterioridad al estudiar el error de interpolacion:

) L)
Ea0) = f() = Pa) = o ]_[(

En agquel momento nuestro objetivo era conocer una expresion que permitiera
caracterizar el error. Ahora podemos utilizarla para comprender qué factores
intervienen en su comportamiento.

Podemos reconocer dos partes importantes:

AR .
E,(x) = ICrS L_OI(X - x;)

depende de la funcion depende de la ubicacion de los nodos

El primer factor contiene una derivada de ordenn + 1:
£
(n+ 1)

Esto nos recuerda que el comportamiento del error depende también de la
funcion que estamos intentando aproximar.

Al aumentar el nimero de nodos generalmente podemos construir polinomios de
mayor grado y, en la expresion del error, intervienen derivadas de 6rdenes cada vez
mayores. Por lo tanto, no podemos afirmar Unicamente a partir de la cantidad de
nodos que el error necesariamente disminuira.

En otras palabras:

|mas nodos » necesariamente menor error
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La ubicacidon de los nodos también importa

Consideremos ahora el otro factor:

ﬁ(x — xp).
i=0

A diferencia del anterior, este término depende directamente de la ubicacién de
los nodos Xx;.

Por lo tanto, no solamente importa cuantos nodos utilizamos. También importa
como se encuentran distribuidos dentro del intervalo.

Esto es particularmente relevante en el ejemplo que estamos observando, ya que
en las tres experiencias utilizamos nodos equidistantes.

Pero si existe error, ¢por qué el polinomio sigue pasando por todos los puntos?
La misma expresion nos permite responder una pregunta interesante.

Supongamos que evaluamos el error exactamente en uno de los nodos, por
ejemplo x = x;:

FEE
En(xj) ( + 1), 1_[( Xj — i .

Dentro del producto necesariamente aparece:

(% —x) = 0.
Por lo tanto,
n
n(xj — xl-) =0
i=0
y entonces

Eq(x;) = 0|

Esto explica matematicamente algo que también podemos reconocer en las
graficas: el polinomio pasa exactamente por los nodos utilizados para construirlo.

Sin embargo, entre esos nodos el producto ya no tiene por qué ser cero y el
polinomio puede alejarse de la funcién.

Por eso debemos distinguir dos ideas que pueden parecer similares, pero no lo son:

interpolar exactamente los datos # aproximar bien la funcion en todo el intervalo
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¢Qué nos ensena entonces el fenédmeno de Runge?

El fendmeno de Runge no significa que utilizar polinomios de grado elevado sea
siempre incorrecto, ni que agregar nodos necesariamente empeore una
interpolacion.

Lo que este ejemplo pone en evidencia es que, para determinadas funciones,
aumentar progresivamente la cantidad de nodos equidistantesy construir con ellos
un unico polinomio interpolante global no garantiza que la aproximacion mejore en
todo el intervalo.

En el ejemplo analizado, las dificultades se hacen especialmente visibles hacia los
extremos.

Por lo tanto, debemos abandonar una idea aparentemente intuitiva:

mas nodos equidistantes » necesariamente una mejor aproximacion

Pero la expresidon del error nos dejé ademas una pista importante: uno de sus
factores depende de la ubicacién de los nodos.

Esto nos lleva a formular una nueva pregunta:

/;Qué ocurriria, si en lugar de utilizar nodos equidistantes, eligiéramos de
manera mas conveniente su ubicacion?

Esta pregunta nos conduce al estudio de los nodos de Chebyshev.

SEs necesario que los nodos sean equidistantes?

En los ejemplos anteriores hemos utilizado frecuentemente nodos equidistantes.
Esta eleccioén resulta natural: si debemos seleccionar varios puntos dentro de un
intervalo, distribuirlos uniformemente parece una decisién razonable.

Sin embargo, el fendmeno de Runge nos mostrd que, para determinadas funciones,
aumentar la cantidad de nodos equidistantes no garantiza una mejor aproximacion
mediante un polinomio interpolante global.

Al analizar la expresion del error observamos ademas que uno de sus factores
depende directamente de la posicién de los nodos:

AR .
E,(x) = T D L_()[(x —x;)

depende de la ubicacion de los hodos
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Esto plantea una posibilidad diferente: en lugar de aumentar simplemente la
cantidad de nodos

Jpodemos elegir mejor donde ubicarlos?
Una respuesta a este problema se obtiene mediante los nodos de Chebyshev.
Laidea detras de los nodos de Chebyshev
Los nodos de Chebyshev no se distribuyen uniformemente dentro del intervalo.

Los nodos de Chebyshev no se distribuyen uniformemente dentro del intervalo. A
diferencia de los nodos equidistantes, presentan una mayor concentracion hacia
los extremos y una mayor separacion hacia la zona central, como puede observarse
en la siguiente figura.

nodos 21

flel L1 o 2

i ik

o 8] L] MNowtbos Wetid g

— 0.5
0 - *‘—T
—
12z 1 12
secrelers X1
Ffler= L1+ 25
C:l C:l O ,-'h'.' L'|I.' ..\;" |',l.l.'||lln.|'_u i
1 ] = Fag[#)
= ] o o]
- 05 - /: \\
o] o
H'\_:-'-'l:"--,{d L-\Q"\-\_a-\.
o lvos-ans mns = o T o)
1 | 1 1 | I 1 | | 1 1
-1.2 -1 -08 06 -0.4 0.2 [u] 0.2 o4 [NN=] 0= 1 1.2

La diferencia es importante: no hemos aumentado necesariamente la cantidad de
nodos; hemos cambiado su ubicacién. En lugar de repartirlos a distancias iguales,
los nodos de Chebyshev redistribuyen los puntos, concentrandolos
progresivamente hacia ambos extremos del intervalo.
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Esta distribucién no es arbitraria. Esta relacionada precisamente con el término del
error que depende de la posicién de los nodos:

wona 00 =[x =
i=0

Si podemos elegir libremente los x;, podemos buscar una distribucién que controle
mejor el maximo valor que alcanza este producto dentro del intervalo.

Es decir, buscamos que

max
xe[—,11]

ﬁ(x —x;)
i=0

sea lo mas pequeno posible.

Esta es la conexion fundamental entre el fenédmeno de Runge y los nodos de
Chebyshev.

No cambiamos la funciéon que queremos aproximar ni dejamos de utilizar
interpolacién polindmica. Lo que modificamos es la ubicacion de los puntos
utilizados para construir el polinomio.

cDe donde surgen los nodos de Chebyshev?

Hasta aqui hemos establecido que la ubicacién de los nodos influye en el
comportamiento del error de interpolacién. Los nodos de Chebyshev proponen una
distribucion particular de estos puntos: mas concentrados hacia los extremos
delintervalo y mas separados en su zona central.

Pero ;de dénde surge esta distribucion?

Los nodos que utilizaremos se obtienen a partir de las raices de los polinomios de
Chebyshev.

Los polinomios de Chebyshev de primera especie constituyen una familia de
polinomios que puede definirse, en el intervalo [—1, 1], mediante:

T,(x) = cos(n arccos(x)) —1<x<1.

Aunque la expresion contiene funciones trigonométricas, T, (x) es efectivamente
un polinomio de grado n.

Por ejemplo, los primeros polinomios de esta familia son:

To(x) =1
T,(x) =x
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T,(x) = 2x*> -1

T3(x) = 4x3 — 3x.

Para nuestro propésito no necesitamos estudiar en profundidad toda la familia de
polinomios de Chebyshev. Lo que nos interesa particularmente son los puntos
donde estos polinomios se anulan, es decir, sus raices.

Obtencion de las raices de los polinomios de Chebyshev

Los nodos de Chebyshev se obtienen a partir de las raices de los polinomios de

Chebyshev de primera especie. Estos polinomios se definen en el intervalo [—1, 1]

mediante:

T,(x) = cos(n arccos(x)).

Para determinar sus raices se buscan aquellos valores de x para los cuales:

T, (x) = 0.

Utilizando la definicidon anterior:

cos(n arccos(x)) =0.

La funcidon coseno toma el valor cero para los angulos

w 3w 5w

2, 7, 7,

que pueden expresarse de manera general como:

2k + Dm
2

,k=012,..

Por lo tanto, para obtener las raices de T, (x) se plantea:

Rk + rm
n arccos(x;) = —
Despejando:
Rk + Dm
arccos(xy) = —————
2n

y aplicando la funcién coseno en ambos miembros:

2n

X) = COS (M) k =

De esta manera se obtienen las n raices del polinomio T,,(x), que utilizaremos

como nodos de Chebyshev para realizar la interpolacion.
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Adiferencia de los nodos equidistantes, estos puntos no mantienen una separacion
constante: se encuentran mas concentrados hacia los extremos del intervalo
[—1,1] y mas separados en su zona central.

Ejemplo: obtencion de cinco nodos de Chebyshev

Supongamos que se desean obtener cinco nodos de Chebyshev en el intervalo
[—1,1].

En este caso:

y la expresién anterior resulta:

Qk+ rm
X = COS 0 ) k=01,234.

Evaluando para cada valor de k:

Xo = COS (l) ~ 0.9511
10
= (3”) 0.5878
X, = cos|75) = 0.
_ <5n) —0
X = cos\75) =
7T
X3 = COS <—> ~ —0.5878

—_
S o

9
= — ) =~ —0.9511.
=)

Por lo tanto, ordenando los nodos de izquierda a derecha:

[—0.9511, —0.5878, 0, 0.5878, 0.9511|

Puede observarse que estos puntos no estan igualmente separados. Las
distancias entre nodos disminuyen al aproximarnos a los extremos del intervalo.

Esta distribucidon constituye una diferencia fundamental respecto de los nodos
equidistantes estudiados anteriormente.

Relacidn con el error de interpolacion

La eleccioén de esta distribuciéon no es arbitraria. Recordemos que en la expresion
del error de interpolacién aparece el producto:

w00 = | [cx =20,
i=0
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cuyo comportamiento depende directamente de la ubicacidon de los nodos.

La eleccién de las raices de Chebyshev permite minimizar, entre los polinomios
monicos de grado n, el maximo valor absoluto de este producto en el intervalo
[—1,1]. En términos del error de interpolacion, esto permite controlar de manera
favorable el factor asociado con la distribucién de los nodos.

Por estarazén, los nodos de Chebyshev constituyen una alternativa a la distribucion
equidistante cuando se trabaja con interpolacion polinédmica global.

Es importante observar que no se esta introduciendo un nuevo método para
construir el polinomio interpolante. Una vez determinados los nodos de
Chebyshev x; y calculados los correspondientes valores f(x;), el polinomio puede
construirse utilizando alguno de los métodos ya estudiados, como Lagrange o
Newton. Lo que cambia es la eleccidn de los datos utilizados para interpolar:

nodos equidistantes — nodos seleccionados segun Chebyshev

Nodos de Chebyshev en un intervalo [a, b]
La expresion obtenida anteriormente genera nodos en el intervalo estandar:
[—1,1].

Sin embargo, los problemas de interpolacidon pueden estar definidos sobre un
intervalo cualquiera:

[a, b].
Para trasladar un punto x € [—1,1] al intervalo [a, b] se utiliza la transformacion
lineal:
_a+b + b—a
z=— o X

Sustituyendo en ella la expresion de los nodos de Chebyshev:

B Qk+ m
X = COS o )

se obtiene:

_a+b+b—a Qk+ rm
=3 2 S\ T

con
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Esta expresion permite obtener directamente n nodos de Chebyshev distribuidos
en cualquier intervalo [a, b].

La transformacién conserva la caracteristica principal de la distribucién: los nodos
permanecen mas concentrados hacia los extremos del intervalo y mas
separados hacia su zona central.

Aplicacién: nodos de Chebyshev para la funcion de Runge

Consideremos nuevamente la funcién utilizada para estudiar el fendmeno de
Runge:

Anteriormente observamos el comportamiento de su interpolaciéon utilizando
nodos equidistantes. Utilicemos ahora, a modo de ejemplo, cinco nodos de
Chebyshev.

Paran = 5, los nodos estan dados por:

Qk+ m
X} = COS —70 ) k=0,1,2,3,4

Como obtuvimos anteriormente, ordenados de menor a mayor resultan:
xo = —0.9511, x; = —0.5878, x, = 0, x3 = 0.5878, x, = 0.9511.

El siguiente paso consiste en evaluar la funciéon de Runge en cada uno de estos
nodos:

1

f&J:1+2mf

Por ejemplo, para el primer nodo:

1
—0.9511) = ~ 0.0424.
f(=09511) 1+ 25(—0.9511)2 0.0

Debido a que la funcidén es simétrica respecto del eje y,
f(=x) = f(x),
los valores correspondientes a nodos opuestos seran iguales.
De esta manera se obtiene la siguiente tabla:
i X; fx)
0 —-0.9511 0.0424
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-

—0.5878 0.1038

2 0 1

3 0.5878 0.1038

4 009511 0.0424
Por lo tanto, ya disponemos de los cinco parés de datos:
(i, £ (x2))
necesarios para construir el polinomio interpolante.
Construccion del polinomio

Unavez obtenidos los nodos de Chebyshey, el procedimiento de interpolacion no
cambia. Podemos utilizar cualquiera de los métodos estudiados anteriormente.

Por ejemplo, mediante la forma de Lagrange:

P = ) f )L,
i=0

donde
4

X —Xj
Li(X) = " _x..
3 ]

j=0
Jj#i

Al sustituir los cinco pares de datos anteriores y simplificar, se obtiene
aproximadamente:

Py(x) =~ 1 —4.8780x2 + 4.4037x*

Los términos de grado impar desaparecen como consecuencia de la simetria de los
datos, por lo que el polinomio resultante también es una funcion par:

Py(—x) = Py(x).
Evaluacion del interpolante

Una vez construido el polinomio podemos utilizarlo para estimar valores de la
funcion dentro del intervalo.

Por ejemplo, para

el valor exacto de la funcion es:
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f(0.5) =

Utilizando el polinomio obtenido:

1+25(05)2  7.25

~ 0.13793.

P,(0.5) = 1 —4.8780(0.5) + 4.4037(0.5)*

P,(0.5) ~ 0.0557.

Por lo tanto, el error absoluto en este punto es aproximadamente:

| EC0.5) I=] £(0.5) — P,(0.5) |~ 0.0822.

Este resultado también permite realizar una observacion importante: utilizar
nodos de Chebyshev no implica que el error sea pequeino en cualquier punto
cuando se utiliza un nimero reducido de nodos. Su ventaja esta relacionada con

una distribucidon mas favorable de los nodos y con el control del comportamiento

global del error, no con la obtencidon automatica de una aproximacion exacta entre

ellos.
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   (    x  i ,  f  (   x  i ) )


  f  (   x 0 ) =   y 0 ,   f  (   x 1 ) =   y 1 ,


  P  (   x 0 ) = f  (   x 0 ) ,   P  (   x 1 ) = f  (   x 1 ) .


  f  (   x 0 ) ,   f  (   x 1 ) ,


    f ′  (   x 0 ) ,     f ′  (   x 1 ) .


  f  (   x  i )


  H  (   x  i ) = f  (   x  i )


    f ′  (   x  i )


    H ′  (   x  i ) =   f ′  (   x  i )


  f  (   x 0 ) ,   f  (   x 1 ) ,


    f ′  (   x 0 ) ,     f ′  (   x 1 ) ,


    x 0


    x 1


  P  (   x 0 ) = f  (   x 0 ) ,


  P  (   x 1 ) = f  (   x 1 ) .


    P 1  ( x ) =   a 0 +   a 1 x .


  H  ( x )


  H  (   x 0 ) = f  (   x 0 ) ,


  H  (   x 1 ) = f  (   x 1 ) ,


    H ′  (   x 0 ) =   f ′  (   x 0 ) ,


    H ′  (   x 1 ) =   f ′  (   x 1 ) .


    H 1  ( x ) =   a 0 +   a 1 x


    H 2  ( x ) =   a 0 +   a 1 x +   a 2   x 2


    H 3  ( x ) =   a 0 +   a 1 x +   a 2   x 2 +   a 3   x 3 ,


   {      H 3  (   x 0 ) = f  (   x 0 )     H 3  (   x 1 ) = f  (   x 1 )     H 3 ′  (   x 0 ) =   f ′  (   x 0 )     H 3 ′  (   x 1 ) =   f ′  (   x 1 )


    x  i


  f  (   x  i )   y     f ′  (   x  i ) ,


  H  (   x  i ) = f  (   x  i )


    H ′  (   x  i ) =   f ′  (   x  i )


  →


  →


  →


    a 0 +   a 1 x +   a 2   x 2 +   a 3   x 3


    a 0 +   a 1 x +   a 2   x 2 +   a 3   x 3 +   a 4   x 4 +   a 5   x 5


    a 0 +   a 1 x + ⋯ +   a 7   x 7


  f  (   x 0 ) ,     f ′  (   x 0 ) ,


  f  (   x 1 ) ,     f ′  (   x 1 ) ,


  f  (   x 2 ) ,     f ′  (   x 2 ) .


    a 0 ,     a 1 ,     a 2 ,     a 3 ,     a 4 ,     a 5 .


    H 5  ( x ) =   a 0 +   a 1 x +   a 2   x 2 +   a 3   x 3 +   a 4   x 4 +   a 5   x 5 .


  2  nodos → 4  condiciones → 4  coeficientes → grado m á ximo  3 ,


  3  nodos → 6  condiciones → 6  coeficientes → grado máximo  5 ,


  4  nodos → 8  condiciones → 8  coeficientes → grado máximo  7 .


   N = cantidad de nodos


  N


   2 N  condiciones


  2 N


  2 N


  H  ( x ) =   a 0 +   a 1 x +   a 2   x 2 + ⋯ +   a  2 N − 1   x  2 N − 1 ,


   2 N − 1


  N = 3 ,


  2 N − 1 = 5 ,


    x 0 ,   x 1 , … ,   x  n .


  N = n + 1 .


  2 N − 1 = 2  ( n + 1 ) − 1 = 2 n + 1 .


    deg ⁡  H ≤ 2 n + 1


    x 0 , … ,   x  n


  H  ( x ) =   a 0 +   a 1 x +   a 2   x 2 +   a 3   x 3


  f  [    x  i ,    x  j ] =   f  (   x  j ) − f  (   x  i )    x  j −   x  i .


  f  [    x 0 ,    x 1 ] =   f  (   x 1 ) − f  (   x 0 )    x 1 −   x 0 .


    f ′  (   x  i ) .


    x 0 ,     x 1 ,


    z 0 =   x 0 ,     z 1 =   x 0 ,     z 2 =   x 1 ,     z 3 =   x 1 .


     x 0 ,   x 0 ,   x 1 ,   x 1


  f  [    x  i ,    x  i ] =   f  (   x  i ) − f  (   x  i )    x  i −   x  i ,


   0 0


  f  [    x  i ,  x ] =   f  ( x ) − f  (   x  i )  x −   x  i .


  x


    x  i


   lim  x →   x  i   f  ( x ) − f  (   x  i )  x −   x  i ,


    f ′  (   x  i ) .


   f  [    x  i ,    x  i ] =   f ′  (   x  i )


  f  [    x  i ,  x ] =   f  ( x ) − f  (   x  i )  x −   x  i           (   x  i ≠   x  j )


  f  [    x  i ,  x ] =   f ′  (   x  i )


  f  ( x ) =  1  x + 1


    x 0 = 0


    x 1 = 1


    x  i


  f  (   x  i )


    f ′  (   x  i )


  0


  1


  − 1


  1


   1 2


  −  1 4


  H  ( x )


  H  ( 0 ) = 1 ,     H ′  ( 0 ) = − 1 ,


  H  ( 1 ) =  1 2 ,     H ′  ( 1 ) = −  1 4 .


    z 0 =   x 0 = 0 ,


    z 1 =   x 0 = 0 ,


    z 2 =   x 1 = 1 ,


    z 3 =   x 1 = 1 .


   0 ,    0 ,    1 ,    1


  f  [   z 0 ] = 1 ,   f  [   z 1 ] = 1 ,   f  [   z 2 ] =  1 2 ,   f  [   z 3 ] =  1 2 .


  f


    f  (   x  i ) − f  (   x  i )    x  i −   x  i ,


  0 / 0


  f  [    x  i ,    x  i ] =   f ′  (   x  i ) .


  f  [    z 0 ,    z 1 ] =   f ′  ( 0 ) = − 1 .


  f  [    z 1 ,    z 2 ] =   f  [   z 2 ] − f  [   z 1 ]    z 2 −   z 1 .


  f  [    z 1 ,    z 2 ] =    1 2 − 1  1 − 0 = −  1 2 .


    z 2 =   z 3 = 1


  f  [    z 2 ,    z 3 ] =   f ′  ( 1 ) = −  1 4 .


   − 1 ,   −  1 2 ,   −  1 4


  f  [    z 0 ,    z 1 ,    z 2 ] =   f  [    z 1 ,    z 2 ] − f  [    z 0 ,    z 1 ]    z 2 −   z 0 .


  f  [    z 0 ,    z 1 ,    z 2 ] =   −  1 2 −  ( − 1 )  1 − 0 =  1 2 .


  f  [    z 1 ,    z 2 ,    z 3 ] =   f  [    z 2 ,    z 3 ] − f  [    z 1 ,    z 2 ]    z 3 −   z 1 ,


  f  [    z 1 ,    z 2 ,    z 3 ] =   −  1 4 −  ( −  1 2 )  1 − 0 =  1 4 .


  f  [    z 0 ,    z 1 ,    z 2 ,    z 3 ] =   f  [    z 1 ,    z 2 ,    z 3 ] − f  [    z 0 ,    z 1 ,    z 2 ]    z 3 −   z 0 ,


  f  [    z 0 ,    z 1 ,    z 2 ,    z 3 ] =    1 4 −  1 2  1 − 0 = −  1 4 .


    𝒛  𝒊


  𝒇  [   𝒛  𝒊 ]


  𝟎


  𝟏


  − 𝟏


    𝟏  𝟐


  −   𝟏  𝟒


  𝟎


  𝟏


  −   𝟏  𝟐


    𝟏  𝟒


  𝟏


    𝟏  𝟐


  −   𝟏  𝟒


  𝟏


    𝟏  𝟐


  f  [   z 0 ] = 1 ,


  f  [    z 0 ,    z 1 ] = − 1 ,


  f  [    z 0 ,    z 1 ,    z 2 ] =  1 2 ,


  f  [    z 0 ,    z 1 ,    z 2 ,    z 3 ] = −  1 4 .


  H  ( x ) = f  [   z 0 ] + f  [    z 0 ,    z 1 ]  ( x −   z 0 ) + f  [    z 0 ,    z 1 ,    z 2 ]  ( x −   z 0 )  ( x −   z 1 )


  + f  [    z 0 ,    z 1 ,    z 2 ,    z 3 ]  ( x −   z 0 )  ( x −   z 1 )  ( x −   z 2 ) .


    z 0 = 0 ,     z 1 = 0 ,     z 2 = 1 ,


  H  ( x ) = 1 − x +  1 2   x 2 −  1 4   x 2  ( x − 1 ) .


   H  ( x ) = 1 − x +  3 4   x 2 −  1 4   x 3


  f  ( 0 ) = 1 ,     f ′  ( 0 ) = − 1 ,


  f  ( 1 ) =  1 2 ,     f ′  ( 1 ) = −  1 4 ,


  H  ( 0 ) = 1 ,


    H ′  ( 0 ) = − 1 ,


  H  ( 1 ) =  1 2 ,


    H ′  ( 1 ) = −  1 4 .


   ( 0 , 1 )   y    ( 1 ,   1 2 ) .


    P 1  ( x ) = 1 −  1 2 x .


     P 1  ( x ) = 1 −  1 2 x


     H 3  ( x ) = 1 − x +  3 4   x 2 −  1 4   x 3


   m  a ˊ s informaci  o ˊ n → m  a ˊ s condiciones que debe satisfacer el interpolante


   m  a ˊ s informaci  o ˊ n → menor error en todo el intervalo


   f  ( x ) =  1  x + 1


  f  ( x ) =  1  x + 1 ,


    P 1  ( x ) = 1 −  1 2 x ,


    H 3  ( x ) = 1 − x +  3 4   x 2 −  1 4   x 3 .


  f  ( x )


    P 1  ( x )


    H 3  ( x )


   ( 0 , 1 ) ,    ( 1 ,   1 2 ) .


  x = 0 . 5 .


  f  ( 0 . 5 ) =  1  1 . 5 =  2 3 ≈ 0 . 666667 .


    P 1  ( 0 . 5 ) = 1 −  1 2  ( 0 . 5 ) = 0 . 75 .


    E  N = ∣ f  ( 0 . 5 ) −   P 1  ( 0 . 5 ) ∣ = ∣ 0 . 666667 − 0 . 75 ∣


     E  N ≈ 0 . 083333


    H 3  ( 0 . 5 ) = 1 − 0 . 5 +  3 4    ( 0 . 5 ) 2 −  1 4    ( 0 . 5 ) 3 .


    H 3  ( 0 . 5 ) = 0 . 65625 .


    E  H = ∣ f  ( 0 . 5 ) −   H 3  ( 0 . 5 ) ∣


  = ∣ 0 . 666667 − 0 . 65625 ∣


     E  H ≈ 0 . 010417


  x = 0 . 5


  0 . 750000


  0 . 083333


  0 . 656250


  0 . 010417


  x = 0 . 5


  0 < x < 1


    E  N , max ≈ 0 . 0858 ,


    E  H , max ≈ 0 . 0106 .


  f  (   x  i )


    f ′  (   x  i )


  f  [    x  i ,    x  i ] =   f ′  (   x  i )


  f  [       x  i , … ,   x  i ⏟  k + 1  veces ] =     f   ( k )  (   x  i )  k ! .


  P  (   x  i ) = f  (   x  i ) ,


  H  (   x  i ) = f  (   x  i )   y     H ′  (   x  i ) =   f ′  (   x  i ) .


  N


  N  condiciones de valor + N  condiciones de derivada = 2 N  condiciones .


   2 N − 1 .


   f  [    x  i ,    x  i ] =   f ′  (   x  i ) .


   m  a ˊ s informaci  o ˊ n   ⟹   m  a ˊ s condiciones para el interpolante


   m  a ˊ s informaci  o ˊ n   ⟹   menor error en todo el intervalo .


    f ′  (   x  i )


  f  [    x  i ,    x  i ] =   f ′  (   x  i )


  N


  f ,   f ′


  2 N


  2 N − 1


   f  ( x ) =  1  1 + 25   x 2   − 1 ≤ x ≤ 1


   [  − 1 , 1 ]


  f  ( x ) =  1  1 + 25   x 2


  N


  N − 1


   incorporamos m  a ˊ s puntos   pero   la aproximaci  o ˊ n no necesariamente mejora


    E  n  ( x ) = f  ( x ) −   P  n  ( x ) =     f   ( n + 1 )  ( 𝜉 )   ( n + 1 ) !   ∏  i = 0  n (  x −   x  i ) .


    E  n  ( x ) =         f   ( n + 1 )  ( 𝜉 )   ( n + 1 ) ! ⏟  depende de la funci  o ˊ n          ∏  i = 0  n (  x −   x  i ) ⏟  depende de la ubicaci  o ˊ n de los nodos .


  n + 1


      f   ( n + 1 )  ( 𝜉 )   ( n + 1 ) ! .


   m á s nodos ↛ necesariamente menor error


    ∏  i = 0  n (  x −   x  i ) .


    x  i


  x =   x  j


    E  n  (   x  j ) =     f   ( n + 1 )  ( 𝜉 )   ( n + 1 ) !   ∏  i = 0  n (    x  j −   x  i ) .


   (   x  j −   x  j ) = 0 .


    ∏  i = 0  n (    x  j −   x  i ) = 0


     E  n  (   x  j ) = 0 .


   interpolar exactamente los datos ≠ aproximar bien la funci  o ˊ n en todo el intervalo


   m á s nodos equidistantes ↛   necesariamente una mejor aproximación


    E  n  ( x ) =     f   ( n + 1 )  ( 𝜉 )   ( n + 1 ) !       ∏  i = 0  n (  x −   x  i ) ⏟  depende de la ubicaci  o ˊ n de los nodos .


    𝜔  n + 1  ( x ) =   ∏  i = 0  n (  x −   x  i ) .


    x  i


   max  x ∈  [ − , 11 ]  ∣   ∏  i = 0  n (  x −   x  i ) ∣


   [  − 1 , 1 ]


     T  n  ( x ) =  cos ⁡   ( n   arccos ⁡  ( x ) )   − 1 ≤ x ≤ 1 .


    T  n  ( x )


  n


    T 0  ( x ) = 1


    T 1  ( x ) = x


    T 2  ( x ) = 2   x 2 − 1


    T 3  ( x ) = 4   x 3 − 3 x .


   [  − 1 , 1 ]


    T  n  ( x ) =  cos ⁡   ( n   arccos ⁡  ( x ) ) .


  x


    T  n  ( x ) = 0 .


   cos ⁡   ( n   arccos ⁡  ( x ) ) = 0 .


    𝜋 2 ,      3 𝜋 2 ,      5 𝜋 2 , …


     ( 2 k + 1 ) 𝜋 2 ,   k = 0 , 1 , 2 , …


    T  n  ( x )


  n   arccos ⁡  (   x  k ) =    ( 2 k + 1 ) 𝜋 2 .


  arccos ⁡  (   x  k ) =    ( 2 k + 1 ) 𝜋  2 n ,


     x  k =  cos ⁡   (    ( 2 k + 1 ) 𝜋  2 n )   k = 0 , 1 , … , n − 1 .


  n


    T  n  ( x )


   [  − 1 , 1 ]


   [  − 1 , 1 ]


  n = 5


    x  k =  cos ⁡   (    ( 2 k + 1 ) 𝜋 10 ) ,   k = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 .


  k


    x 0 =  cos ⁡   (   𝜋 10 ) ≈ 0 . 9511


    x 1 =  cos ⁡   (   3 𝜋 10 ) ≈ 0 . 5878


    x 2 =  cos ⁡   (   5 𝜋 10 ) = 0


    x 3 =  cos ⁡   (   7 𝜋 10 ) ≈ − 0 . 5878


    x 4 =  cos ⁡   (   9 𝜋 10 ) ≈ − 0 . 9511 .


   − 0 . 9511 ,    − 0 . 5878 ,    0 ,    0 . 5878 ,    0 . 9511


    𝜔  n  ( x ) =   ∏  i = 0  n − 1 (  x −   x  i ) ,


  n


   [  − 1 , 1 ]


    x  i


  f  (   x  i )


   nodos equidistantes   ⟶   nodos seleccionados seg  u ˊ n Chebyshev


   [  𝒂 ,  𝒃 ]


   [  − 1 , 1 ] .


   [  a ,  b ] .


  x ∈  [  − 1 , 1 ]


   [  a ,  b ]


  z =   a + b 2 +   b − a 2 x .


    x  k =  cos ⁡   (    ( 2 k + 1 ) 𝜋  2 n ) ,


     z  k =   a + b 2 +   b − a 2  cos ⁡   (    ( 2 k + 1 ) 𝜋  2 n )


  k = 0 , 1 , … , n − 1 .


  n


   [  a ,  b ]


  f  ( x ) =  1  1 + 25   x 2 ,   − 1 ≤ x ≤ 1 .


  n = 5


    x  k =  cos ⁡   (    ( 2 k + 1 ) 𝜋 10 ) ,   k = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 .


    x 0 ≈ − 0 . 9511 ,     x 1 ≈ − 0 . 5878 ,     x 2 = 0 ,     x 3 ≈ 0 . 5878 ,     x 4 ≈ 0 . 9511 .


  f  (   x  i ) =  1  1 + 25   x  i 2 .


  f  ( − 0 . 9511 ) =  1  1 + 25    ( − 0 . 9511 ) 2 ≈ 0 . 0424 .


  y


  f  ( − x ) = f  ( x ) ,


  i


    x  i


  f  (   x  i )


  − 0 . 9511


  0 . 0424


  − 0 . 5878


  0 . 1038


  0


  1


  0 . 5878


  0 . 1038


  0 . 9511


  0 . 0424


   (    x  i ,  f  (   x  i ) )


    P 4  ( x ) =   ∑  i = 0 4  f  (   x  i )   L  i  ( x ) ,


    L  i  ( x ) =   ∏     j = 0   j ≠ i 4    x −   x  j    x  i −   x  j .


     P 4  ( x ) ≈ 1 − 4 . 8780   x 2 + 4 . 4037   x 4


    P 4  ( − x ) =   P 4  ( x ) .


  x = 0 . 5 ,


  f  ( 0 . 5 ) =  1  1 + 25    ( 0 . 5 ) 2 =  1  7 . 25 ≈ 0 . 13793 .


    P 4  ( 0 . 5 ) = 1 − 4 . 8780    ( 0 . 5 ) 2 + 4 . 4037    ( 0 . 5 ) 4


    P 4  ( 0 . 5 ) ≈ 0 . 0557 .


  ∣ E  ( 0 . 5 ) ∣ = ∣ f  ( 0 . 5 ) −   P 4  ( 0 . 5 ) ∣ ≈ 0 . 0822 .

