Interpolacion Polinomial de Lagrange

Construccion geomeétrica y algebraica directa sin resolucion de sistemas.
Calculo Numeérico - Ingenieria y Licenciatura en Sistemas.
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El problema de interpolacion

Disponemos de informacidn discreta y buscamos una funcién polinomial

gue pase exactamente por todos los datos conocidos.

N
Datos conocidos: Y et P.(2)
(IE(), y())a (3317 yl)a o (iUn, y'n.) 7, o I | __ ______ i___'"-_,_._: ______ '
Condicion de interpolacion: ‘ ; ;
Pn(xi) — Y i ; :
Ty T T2
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¢ Por qué necesitamos otra forma?

Para tres puntos, partimos de la forma candnica e imponemos las condiciones.
Esto conduce a un engorroso sistema de ecuaciones para determinar ag, a1, as.

Py(z) = ag + a1z + azx?

P2(SC0) =%Yo = Qo T a1Xp T (1233% = Y0
Py(z1) =y1 = ag+ ai1x1 + ax? = 1
Py(z2) = y2 = ag+ ai1xa + Ao = Yo

¢Podemos construir directamente el polinomio interpolante sin resolver
previamente este sistema?
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La idea de Lagrange: Disenar pilares matematicos

En lugar de buscar todo el polinomio a la vez, construimos polinomios
auxiliares aislados para cada nodo.

Para tres nodos g, 1, Z2,
queremos un primer polinomio
Lo(z) que cumpla:

Lo(zo) =1
L()(Cljl) = O
Lo(iEg) =0

&
v
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Construccion de Ly(x): Producir los ceros

Usamos factores lineales para garantizar que el polinomio se anule en los
nodos restantes.

Si X = X», este
téermino es 0.

ﬁ :c—a:l .’13-5132

Si X = X1, este

término es 0. \ /

L) CL‘\_/:EQ
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Construccion de Ly(x): Normalizar a 1
Dividimos por el valor que toma el numerador al evaluarlo en zy.

Produce los cjeios en 1y xo
H (z — z1)(x — x9)
¥($0 — 1) (0 — iBz)J

)
Normaliza para obtener 1 en el nodo x

Lo(x)

Verificacion

Lo(xo) = (Zo — 21)(o — 2 —

(o — z1) (20 — Z2) 1
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’ <— Los tres polinomios fundamentales

Cada polinomio vale 1 en su propio nodo y O en los restantes.

e ) (e 2s)
Lo(z) = B To | T1 | X2 :
S (gz: - :;:o;g —_a:;)) Lo(z) |8 | O | O
seiite il i Liz)| 0 |2 | 0
e rolle—-o1)
ol = (22 — Zo)(z2 — 1) Lao(z) | O 0 1
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Construccion del polinomio completo

Multiplicamos cada polinomio fundamental por su valor asociado y; y
sumamos las contribuciones.

P>(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y2 L2(x)

Comprobacion

Evaluando en el nodo xy:

P;(x0) = yo(1) + v1(0) + v2(0) = vy

Analogamente, P,(x1) = y1 Y P2(x3) = y». El polinomio interpola todos los datos
perfectamente sin necesidad de resolver sistemas de ecuaciones.
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Generalizacion de la forma de Lagrange

Para n+1 puntos, la Iégica se extiende utilizando productoras para los ceros y sumatorias para el ensamblaje.

Polinomio Final

n
contrit?:cr:?oangi ------- iR an(m) = Z y”LLZ (x)
7=0

Polinomios Fundamentales

n
L — Lq
| i H J
muItipIi?:(;Ec(i)\;gz ------- - L'l ('/L’) T T ="
j=04# """ T
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Ejemplo Completo: Datos y Polinomios Fundamentales
Buscamos P»(z) para los puntos (0,1), (1,3), (2,9).

Nodos z: [0, 1, 2] | Valores : |1, 3, 9]

(e — 1)z —2) (z—D(z—2)

Lol@) =0 —)0=2) T 2

IREE &, 8200 01 0 Ao/ § BEINE b JCRY) EEE
ELE it e i d e e il ot 2GSt
Lolz) = (o)1) (e

(2—-0)(2-1) | 2
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Ejemplo Completo: Ensamblaje v Simplificacion
Sustituimos los valores en P, (x) = yo Lo(x) + y1 L1(x) + y, Lo (x)

x% —3x+ 2 X% —x
Pz(x)zl[ ]+3[—x2+2x]+9[ ]
| 2 2 |
I Buscando comun denominador 2: |
x%—3x+2—6x%+12x + 9x% — 9x
P,(x) = >
| |
|Agrupando términos: 4x2 19 |

P,(x) =

Resultado Flnul
Pz(X) =1+ 2x
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Verificacion e Interpretacion

Comprobamos el polinomio construido evaluandolo en cada nodo original.

Verificacion Matematica Verificacion Visual (Grafica)
10
9
8
P,(0)=1+2(0)?=1+0=1 [V] -1
6
P,(1)=1+4+2(1)2=1+2=3 [V] 5
y=3
P,(2)=1+2(2)?2=1+8=9 [V] )
y=1
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5
x=0 x=1 X =2
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Ventajas v Limitaciones de Lagrange

Ventajas Estructurales

La Limitacion Arquitectonica

e Construccion directa sin resolver
sistemas de ecuaciones.

e Interpretacion visual e intuitiva
mediante la propiedad 1/0.

e Formulacion general aplicable a
cualquier cantidad de nodos (n).

* No requiere que los nodos estén
equidistantes.

¢Podemos construir el polinomio de una forma
que permita incorporar progresivamente

nuevos datos sin reconstruir lo anterior?

Si incorporamos un nuevo dato
(x3,v3), TODOS los polinomios
fundamentales L;(x) deben ser
reconstruidos desde cero,

porque sus denominadores y
numeradores cambian al alterar la
estructura global.
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