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NOTACION

la,b] = {z € R:a <z < b}, intervalo cerrado.

Ja,b[= {z € R : a < z < b}, intervalo abierto. También es usual denotar
el intervalo abierto por (a,b) pero puede confundirse con la pareja ordenada

(a,b).
[i,j] ={n € Z :i < n < j}, intervalo de enteros (i y j son enteros).

Si A es un conjunto de niimeros reales acotado superiormente, el supremo de
A es el minimo del conjunto de cotas superiores de A:

sup A = min{M : M es cota superior de A}.

Cla, b] es el conjunto de funciones continuas que van del intervalo [a, b] en los
reales.

Clla, b] es el conjunto de funciones definidas sobre [a, b] cuya primera derivada
existe y es continua.

C™[a,b] es el conjunto de funciones con n derivadas continuas sobre [a, b].
Con esta notacién Cla,b] = C°[a,b]. Algunas veces, por brevedad, se dice
que f es de clase C™.

C*la, b] es el conjunto de funciones que se pueden derivar tantas veces como
se desee. Por ejemplo: f(z) =e”, g(x) = 3z° — 8x? + 12, h(x) = sen(2x).

P,, es el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a n.

I(c,d) es el intervalo cerrado més pequenio contiene a ¢ y a d. Por ejemplo

1(3,5) = [3,5], I(2,1.8)=[L8, 2].
R" = {(x1,22,...,2,) : z; € R,Vj}.

VII



R™*™ = conjunto de matrices reales de tamano m xn. Si A € R™*" entonces

a1 a2 ... Qipn

921 Ao29 ... QA9pn
A=

Am1 Am2 ... Qmnp

a;; es la entrada (“elemento” o componente) de A en la fila i y en la columna
J

R™*! = conjunto de matrices columna de n componentes.

R*" = conjunto de matrices fila de n componentes.

R =R.

AT = la transpuesta de la matriz A.

R™ := R™! es decir,

T
)
r=(x1,T9,...,2,) = | .
T
T
T = [.171 Ty ... il?n]
A = [aﬂ Ao ... am], fila 7-ésima de la matriz A.
ayj
(2 . .
A= | .7 |, columna j-ésima de la matriz A.
CLmj

n

lzlh =)l
i=1
n

lzflo = (3 22)"?

=1

[#]loo = max |z;]
1<i<n

f'(z) = Vf(z) = grad;(Z) = gradiente de f calculado en Z
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(7)
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f"(z) = V*f(z) = H;(z) = H(z) = Hessiano o matriz hessiana de f en &

e @ e
o3 Ox901, 0,01
2 2 2
) (z a—‘é(f) ) T
0x10 0 0,0
f’/(f) _ r10T9 5 LpOT2
0*f (z o*f - 0% f (2)
| 0210, 0x201,, 022

R = {(21, %2, ...,x,) : x; > 0,Vi}, el ortante no negativo de R".

¢/ = j-ésima columna de la matriz identidad

p(A) = max{|\;|c: A; es valor propio de A}, radio espectral de A.

¢ : fin del ejemplo.

|z] = max{n € Z: n < z}, parte entera o parte entera inferior o piso de z.
[x] = min{n € Z: n > x}, parte entera superior o techo de z.

espec(A) = espectro de A = conjunto de valores propios de A.
sssi = si y solamente si

Minimo o valor minimo y argumento que minimiza. Sea f : R® — R una
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funcion. Cuando existen,
min f(z) = min{f(z) : x € R"}
argmin f(z) =2 si f(Z) = min f(z)
Por ejemplo, si f(x1,22) = (z1 — 2)* + (22 — 3)? + 4,

min f(z) =4
argmin f(z) = (2, 3).

En la escritura de numeros decimales, los enteros estan separados de los
decimales por medio de un punto. No se usa la notacién espanola (los enteros
estan separados de los decimales por una coma). No se utiliza un simbolo para
separar las unidades de mil de las centenas.



Capitulo 1

Preliminares

El siguiente resultado sobre polinomios se usara en la secciéon de polinomios
de Lagrange.

Teorema 1.1. Sea p € P,, es decir, p es un polinomio de grado menor o
tgual a n. Si existen n + 1 wvalores diferentes xy,xs, ..., Tn, Tni1 tales que
p(z;) = 0 Vi, entonces p(x) = 0 Yz, es decir, p es el polinomio nulo.

1.1. Repaso de algunos conceptos de calculo

En lo que sigue, mientras no se diga lo contrario, se considera una funcion
f R — R y un ntmero real c.

Se dice que el nimero real L es el limite de f cuando x tiende a ¢, denotado

por,
lim f(z) = L,

Tr—cC

si dado € > 0, existe 0 > 0 tal que

si0 < |z —¢| <6, entonces |f(z)—L|<e.

La funcién f es continua en c, si lim f(z) existe y
Tr—rC

lim f(z) = f(c).

r—C



2 1.1. REPASO DE ALGUNOS CONCEPTOS DE CALCULO

!
\
\
\
\
\
\
!
\
|
1
a z x b
Figura 1.1: Teorema de valores extremos

Se dice que f es continua en el intervalo [a,b], si es continua en todos los
puntos de [a, b].

Se dice que f es derivable en ¢, si existe el limite

o Fet ) = 1) L FO = f0)

h—0 h Eoe E—c

En este caso, el limite es la derivada de f en ¢ y se denota por f'(c).

Teorema 1.2. Teorema de valores extremos. Sea f continua en el in-
tervalo [a,b] (recordemos que se puede denotar f € Cla,b] ), entonces eziste
por lo menos un T € |a,b] tal que

f(z) < f(x) para todo = € [a,b].

Ver Figura 1.1.

Este punto Z se llama minimizador absoluto o global o punto de minimo
global de f en [a,b]. De manera andloga, existe por lo menos un punto Z,
maximizador global o punto de maximo global, tal que

f(&) > f(x) para todo x € [a,b].

Teorema 1.3. Teorema del valor intermedio. Sea f continua en [a, ],
m = min{f(a), f(b)}, M = max{f(a), f(b)}. Sit es un valor intermedio,

m <t < M, entonces existe por lo menos un c € |a,b] tal que

fle) =t.
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Figura 1.3: Teorema de Rolle

Ver Figura 1.2.

Teorema 1.4. Teorema de Rolle. Si f es una funcion continua en [a, b],
derivable en la,b] y f(a) = f(b), entonces existe ¢ €]a, b tal que

f'(e)=0.

Ver Figura 1.3.

Teorema 1.5. Teorema del valor medio. Si f es una funcion continua
en [a,b] y derivable en |a,b[, entonces existe ¢ €la,b] tal que

f(b) = f(a)

7o) = 20—

Ver Figura 1.4.
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Figura 1.4: Teorema del valor medio
1.2. Sucesiones

Una sucesién es simplemente una funcién que va del conjunto de los niimeros
naturales en los reales:

u:N—R

n > Uy,

Algunas veces las sucesiones estéan definidas para los naturales positivos (no
para el 0). Como se observa, habitualmente se escribe u,, en lugar de u(n). Es
frecuente denotar la sucesién ast: {u, }nen 0 {un}52, 0, si no hay confusion,
de manera ain mas simple, {u,} o wu,.

(=)™ m3 —2m

Ejemplo 1.1. u, = 1/n2, v, =5 oy, =
Jemplo tn = 1/n% v T YT 100m2 - 20m

Una sucesion se puede definir de manera recurrente a partir del primer térmi-
no o de los primeros términos. Por ejemplo, la sucesiéon de ntmeros de Fi-
bonacci (Leonardo de Pisa) se define por:

U[):O
u1:1

Up = Up_9 + Up_1, paran > 2.

Astug=0,uy =1, ups =1, u3 =2, us =3, us =5, ug =8, uy = 13, , ...

Se dice que la sucesion x,, converge al nimero L, o que L es el limite de la
sucesion, si dado cualquier € > 0 (generalmente pequeno), existe un natural
N tal que
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|z, — L| <& paran > N.
Es usual escribir

lim x, =L
n—oo

T, — L

n—o00
o simplemente, si no hay confusién,

T, — L
Ejemplo 1.2. Sea

1

Veamos que el limite es 5. Si € = 0.01, se requiere que

1
‘5+—2—5'§0.01
n

IN

0.01

:I\J| —_

2

=
—
o o =
IN AN A
3 303

0
10 2
1

Es decir, para ¢ = 0.01 basta con tomar N > 10. En general, para un ¢

1
cualquiera, basta con tomar N > /— . <
€

Se dice que la sucesién x,, tiende a +0o y se escribe
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lim z,, = +oc0
n—oo

o simplemente

Ty — +00

si dado cualquier real M > 0 (generalmente grande), existe un natural N tal
que

T, > M paran > N.

En este caso, la sucesién no es convergente, pero, como se observa, se utiliza
la misma notacién. De manera analoga se define y denota cuando la sucesion
tiende a —oo.

Ejemplo 1.3. La sucesion geométrica a™ converge o diverge dependiendo de
a:

Ji)rroloa” =0, si Ja| < 1,

le a" =1, si a=1,

n—oo

li_>m a" = 400, si a>1,

n—oo

le a” no existe, sioa<—1. O
n—oo

1.3. Polinomio de Taylor

Sea la funcién f : R — R continua y derivable cuantas veces sea necesario y
sea Z un valor fijo.

Se desea encontrar p € P; tal que
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Este polinomio es

p(x) = f(z) + f(z)(z — 2).

Ahora se desea encontar p € P tal que

p(z) = f(2),
p'(z) = f'(2),
Y@) = (@)
Entonces o
p(e) = £&) + F @ —5) + L a2y
De manera general, sea p € P,, tal que
p(z) = f(2),
p'(z) = f'(2),
(@) = (@),
p™(z) = f")(z)
Este polinomio es
"z () (%
p@) = f@) + @5+ D ap e s gy
n f(k) T o
= 2 k'( )(:c — ) (1.1)

llamado polinomio de Taylor de orden n alrededor de x.

Teorema 1.6. Sea f € C"[a,b], tal que f"V) existe en [a,b] y T € [a,b].
Entonces, para todo x € |a, b

f(x) = pn(x) + Ru(),

donde py(x) es el polinomio de Taylor de orden n y
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_ [ (E(a))

Bu(@) = =220

(z —z)"H! (1.2)

es el residuo, con §(x) entre T y x (es decir, £(x) € 1(Z,z) ). Si f es de clase
C*°, entonces

£ (5
fw) =3 T ay
k=0 ’

La anterior expresion es el desarrollo en serie de Taylor de f alrededor de .

El teorema anterior no permite evaluar exactamente el residuo, pero si per-
mite acotarlo:

n+1

‘l’—f‘ n
R S S e, 1 09

Ejemplo 1.4. Obtener la serie de Taylor de f(z) = e alrededor de & = 0.

ZEQ I3 ZL’4
T _ 1 T T
e +x+2—|—3!+4!+

o n
xXr
e’ = E —
n!
n=0

Ejemplo 1.5. Obtener la serie de Taylor de f(x) = sen(z) alrededor de
z=0.
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cos(x)

f'(x)

f"(x) = —sen(x)

f///(x)
fO(x)

— cos(x)

sen(x)

= cos(x)

fO(a)

cos(x) alrededor de

Ejemplo 1.6. Obtener la serie de Taylor de f(z)

z=0.
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f'(x) = —sen(z)
f'(x) = = cos(x)
f"(x) = sen(x)
F9(z) = cos(z)
f(x) = —sen(x)

f(0)=1

f(0)=0

f'(z) =—1
£"() =0
700 =1
fP0)=0
cos(:p)zl—%Jr%—%Jr--- &

Ejemplo 1.7. Obtener el polinomio de Taylor de orden 2 de cos(z) alrededor
de 7, acotar el error para x = 3 y calcular el error.

po(x) = cos(m) — sen(n)(z — ) —

pa(x) = —1+ %(x —7)?

3 — x|’

lerror| < max |sen(t)|

6 te[3,7]

lerror| < 0.0004731 X sen(3)

lerror| < 0.0004731 x 0.1411 = 0.0000668
lerror| < 0.0000668

En este caso sencillo, se puede evaluar explicitamente el error:
lerror| = | cos(3) — p2(3)]
= | —0.9899925 — —0.9899758|
= (0.0000167 &

10
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Algunas veces se expresa x = T + h, entonces el polinomio de Taylor, el
residuo y la serie de Taylor quedan:

Po(Z + ) = iwh’“ (1.4)

—~ k!
_ JODE))
R, (% + h) CESY R €(h) € 10, R), (1.5)
> £ (z
f(x+h):z_:f kf )h’“ (1.6)

1.4. Derivadas parciales

Sea f : R" - R y =z € R" Si se dejan fijas todas las variables salvo
la primera, se obtiene una funcién de una sola variable. Se puede entonces
pensar en buscar (puede existir o no existir) la derivada de esta nueva funcién.
Se obtiene asi la derivada parcial de f con respecto a x;. De manera mas
precisa, si el siguiente limite existe, éste es la derivada parcial de f con
respecto a x1 evaluada en Z, denotada como aparece a continuacién:
ﬁ(j) — tim f(@1+h,Toy oy Tn) — f(Z1, T2y .oy T)

0x; h—0 h ’

De manera analoga

of _ .
lim
0

— () =
81‘2 h—

f(Z1,Zo + h, T3, ..., %) — f(Z1,%2, T3, ..., Tp)
- )

Con frecuencia se utilizan las derivadas parciales, no en un punto especifi-
co como T = (2,—2,4,1/3), sino en un punto variable. Para obtener las
derivadas paraciales se utilizan las mismas reglas de la derivacién en una
variable, considerando las otras variables como constantes.
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12 1.5. TEOREMA ESPECTRAL PARA MATRICES SIMETRICAS

Por ejemplo, si f(x1, T2, 73, 14) = (423 + 624)° + 52129 + 874,

g_i = 9(4z} + 614)*(1227) + 5,
L s,
g_gi = 54(4a} + 6z4)° + 8.

1.5. Teorema espectral para matrices simétri-
cas
Este teorema importantisimo algunas veces no aparece en los libros intro-

ductorios de Algebra Lineal, razén por la cual esta en este capitulo de pre-
liminares.

Teorema 1.7. Si A es una matriz real simétrica, existe una matriz QQ orto-

gonal (Q7'=Q" 0 QQ" = 1) tal que
D =Q"AQ,

donde D es una matriz diagonal. Otra manera de decirlo es: A es diagonali-
zable por medio de una matriz ortogonal.

Estas dos matrices () y D, en general, no son tnicas. Sin embargo los ele-
mentos diagonales de D son los valores propios de A, siempre reales por ser
A simétrica. Las columnas de la matriz () son vectores propios normalizados

de A.

12



13 1.6. NOTACION O GRANDE

Ejemplo 1.8.
1 2
A=y 3
p_[2-Vvp 0
L0 2445

__\/1+x/5 \/—1+x/5
2v/5 2v/5

/=1+/5 1+V5
L 2v/5 V 2v5

1.6. Notacién O grande

Algunas veces es 1til comparar aproximadamente el comportamiento de dos
funciones en las cercanias de 0.

Se dice que, cuando x — 0,
f(z) = O(g(x))
si existen dos constantes positivas C'y § (pequena) tales que
[f(z)| < Clg(z)| para |z] <.

Ejemplo 1.9. Sea f(x) = 423 +525. Recordemos que, si 0 < y < 1, entonces
y>yr >yt > A sl x| < 1

|2°| < ||
423 < 4|z
|2°] < ||
52°| < 5|z
|42 + 52| < 9|z
42° + 52° = O(x).
Aunque lo anterior es cierto, es preferible buscar el mayor exponente posible.
Mediante pasos semejante a los anteriores llegamos a

42° + 52° = O(a?).

13



14 1.7. ORDEN DE CONVERGENCIA

Obviamente no es cierto que 4z% + 525 = O(2*). <

Segun la notacién O grande, el residuo para el polinomio de Taylor (1.5) se

puede expresar
R.(z +h) = O(h™).

1.7. Orden de convergencia

Sea {1} una sucesién de nimeros reales con limite L tal que xy # L para
todo k. Se dice que la convergencia tiene convergencia lineal, si el siguiente

limite existe. | L
. Thy1 —

lim —— = (5 €0, 1[.
e

Se dice que la convergencia tiene orden de convergencia p > 1, si el siguiente
limite existe.
: |21 — L
lim —

k—o0 |I‘k — L|p

=p£>0.

En este caso se dice que 3 es la tasa de convergencia. Obsérvese que cuando
p = 1 (convergencia lineal), se exige ademas que 5 < 1.

La convergencia se llama superlineal si

. Tp1 — L
lim M —0.
La convergencia se llama sublineal si

Tk — L

lim M -1

Cuando el orden es 2, se dice que la convergencia es cuadrdtica.

Si

. |T1 — L

lim ——— =0
k—ro0 |Jj‘k — L|p

el orden de convergencia es superior a p.

Lo ideal es tener ordenes de convergencia altos con tasas pequenas. Una
convergencia sublineal es una convergencia muy lenta. Una convergencia

14



15 1.7. ORDEN DE CONVERGENCIA

cuadratica es muy buena, por ejemplo, el método de Newton que se verd en
un capitulo posterior.

. 1 .
Ejemplo 1.10. x, = 7 + T Esta sucecién converge a m. Veamos que pasa

con p = 1.

1
_ 1 |m+ —— — 7|
lim —Imkﬂ | = lim kit 1
|T+ — — 7|
k
1
~ i EEL
k—oo l
k
=1 [
kggo kE+1
=1.

Entonces podemos decir que la convergencia es sublineal. <

1
Ejemplo 1.11. z;, = ok Esta sucecién converge a 0. Directamente veamos

que pasa con p =1

1
— L
lim Tt = EL g 26
k—oo |:L‘k — L|1 k—oo 1
ok
2k:
=g
1
= lim —
k—oo 2
B 1
2

Entonces la sucesién tiene convergencia lineal con tasa 1/2. <

15



16 1.7. ORDEN DE CONVERGENCIA

Ejemplo 1.12.

69
- 10
In:6+(l’n_1—6>2, nZZ

X1

Los primeros valores son los siguientes:

T,
.900000000000000
.810000000000000
.656100000000000
.430467210000001
.185302018885185
.034336838202925
.001179018457774
.000001390084524
.000000000001933
.000000000000000

O 0O ~NOoO oD wN - S
DO O»

[y
o

Se puede mostrar que

Tn=60+vy,, n=12 ..

B 9
3/1—10
yn:yi_l, n=273,..

277,71

9
n— \ 7TA ) = ].,2,...

Como vy, — 0, entonces x,, — 6.

. e 2| E
hm —_— = hm
k—o0 |:13k, — L|p k—o00 Y

16



17 1.8. NUMEROS EN UN COMPUTADOR

Sip = 1, el limite es 0, es decir, la convergencia es superlineal. Si p = 2 el
limite es 1, luego la convergencia es cuadratica. Cuando la convergencia es
cuadratica, el nimero de digitos decimales exactos se va duplicando (aprox-
imadamente) en cada iteracién. En el ejemplo, para los valores de n = 6, 7,
8,9, el numero de digitos decimales exactos (ceros en este caso) es 1, 2, 5,
1. <

1.8. Ntumeros en un computador

Sea x un mumero real positivo. La representacion decimal normalizada de x
en un computador, con k cifras significativas es

T = Odldzdk x 10™

donde d; es un entero en el intervalo [0,9] y d; > 1. El valor k, los valores
minimo y maximo permitidos para n dependen del computador, del sistema
operativo o del lenguaje. Una manera aproximada de obtener estos valores
en Scilab es la siguiente:

format (30)
x =1/3

El resultado es
0.3333333333333333148296

Unicamente hay 16 digitos correctos, los deméas son “basura” producida por
Scilab para satisfacer el formato deseado. Esto nos indica que en Scilab, en la
representacion interna de un niimero, no hay més de 16 cifras significativas.

Relacionado con el concepto anterior, esta el épsilon de la méquina, que se
define asi:

Emaqg = min{t > 0:1+1# 1}

La anterior definicion usa los numeros utilizados en el computador. Este
conjunto de nimeros es finito y la definicién tiene sentido. Obviamente si los
valores t se tomaran en R, el valor épsilon de la maquina estaria mal definido.

17



18 1.8. NUMEROS EN UN COMPUTADOR

Una manera aproximada de obtener el épsilon de la méaquina consiste en
buscar, por ensayo y error, un valor z tal que 1+ >1 y 14+2/10=1. La
orden

x = 1.0e-10; x1 = 1+x; x2

1+x/10; (x1 > 1) & (x2 == 1)
produce F (“false”), en cambio

x = 1.0e-15; x1 = 1+x; x2 1+x/10; (x1 > 1) & (x2 == 1)

produce T (“true”). Esto nos indica que un valor aproximado es justamente
10712, Scilab tiene una valor predefinido

heps = 2.220E-16

Para averiguar si un nimero positivo y pequeno es considerado como nulo,
se puede ensayar con diferentes valores de la potencia de 10, por ejemplo:

x = 1.0e-20; x == 0.0
produce como resultado F, indicando que x no es nulo. Al ensayar
x = 1.0e-100; x == 0.0
el resultado de nuevo es F. Después de varios ensayos
x = 1.0e-323; x == 0.0
produce F y
x = 1.0e-324; x == 0.0

0—324

produce T, es decir, 1 es considerado como nulo.

Para evitar el ensayo y error se puede utilizar la siguiente secuencia de 6rdenes

x =1;

while x/10 > 0.0
x0 = x;
x = x/10;

end

x_final = x0

El resultado obtenido es 9.881-323 . Obsérvese que x toma los valores 1,
1/10, 1/100, ... Sin embargo el resultado obtenido no es exactamente una
potencia de 10.

18



19 1.9. TRUNCAMIENTO Y REDONDEO

Ahora queremos averiguar qué tan grandes pueden ser los niimeros en Scilab.
Asi la orden

x = 1.0e308
muestra en la pantalla 1.000+308, resultado esperado. La orden

x = 1.0e309

muestra en la pantalla Inf indicando que Scilab considera 103"

“infinito” y no lo puede manejar adecuadamente.

Ccomo

1.9. Truncamiento y redondeo

Sea x un real (supuesto positivo por facilidad de presentacion),
T = O.dldg . dk x 10™
su representacién normalizada y ¢ un entero positivo menor que k. El niimero
obtenido por truncamiento con t cifras significativas es
j, = 0.d1d2 tee dt x 10™.
Dicho de otra forma, se quitan los ultimos k£ — ¢ digitos. El redondeo con t

cifras significativas se puede presentar de varias maneras equivalentes. Una
de ellas es la siguiente,

redondeo(z, t) = truncamiento(Z 4+ 0.00---05 x 10"), t)
t—1

truncamiento(1234.56789, 2)
truncamiento(1234.56789, 6) = 1234.56
( ) =
( ) =

redondeo(1234.56789, 2) = 1200
redondeo(1234.56789, 6) = 1234.57

Una manera sencilla, que funciona cuando d; < 8, es la siguiente: los primeros
t — 1 digitos son los mismos y el digito en la posicion t es

19



20 1.10. ERROR ABSOLUTO Y RELATIVO

5 — dy st dip <4
b dt + 1 si dt+1 Z 5.

Sid; =9y di1 <4, entonces 6; = d;. Ahora bien, el caso especial se tiene si
d; =9y di 1 > 5, entonces se suma 1 a d; = 9, volviéndose 10 y se escribe
d; = 0, pero hay que agregar (“llevar”) 1 al digito d;_;, etc.

1.10. Error absoluto y relativo

Si z es un numero real y  es una aproximacion se definen el error absoluto
(siempre no negativo) y el error relativo cuando x # 0, de la siguiente forma:

error absoluto = |z — 7|,

|z — 2|

error relativo =
|z
Ejemplo 1.13. Sean z y y ntmeros reales, Z el redondeo de z con n = 5
cifras significativas, g el redondeo de y con n cifras significativas, z = = — vy,
Z el redondeo de  — g con n cifras significativas, e, el error absoluto entre z
y Z, e, el error relativo.

x y z Y z z €q er
1/7 | 2/3 0.14286 | 0.66667 | —11/21 —0.52381 | 4.8e-7 | 9.1e-7
1/7 1 0.14284 | 0.14286 | 0.14284 | 0.00001714... | 0.00002 2.9e-6 | 1.7e-1

En el segundo caso, el error relativo es grande, aproximadamente 17 %. <

Los principales casos en los que los errores pueden ser grandes o pueden
inducir errores grandes, son:

1. Suma de cantidades de tamanos muy diferentes.
2. Resta de cantidades muy parecidas.

3. Divisién por un nimero cercano a cero.

Estos casos, en cuanto sea posible, deben ser evitados y, si no es posible, los
resultados deben ser interpretados de manera muy cuidadosa.

20



21 1.11. ERRORES LINEAL Y EXPONENCIAL

1.11. Errores lineal y exponencial

En los proceso numéricos, muy frecuentemente, es necesario realizar muchas
operaciones aritméticas. Sea ey el error inicial en los datos o en la primera
operacién y e, el error después de n operaciones. El error inicial incide en
las operaciones siguientes y los errores, en la gran mayoria de los casos, van
aumentando progresivamente. Usualmente se dice que los errores se propagan
de dos maneras:

s Error lineal: e, A nceg

» Error exponencial: e, ~ c"ey, con ¢ > 1.

Es claro que un error exponencial (propagacién exponencial del error) es muy
peligroso y no es conveniente utilizar un algoritmo con esta clase de error.
Con base en el tipo de error, se habla de algoritmos estables cuando el error
es lineal y de algoritmos inestables cuando el error es exponencial.

Ejemplo 1.14. Consideremos la sucesién definida asi (ver [KiC94]):

.1'0:1
l‘1:1/3
13 4
n— 5 dn-1 7" S4n-2, Z 4.
(x) = 5T 5 Ln-2 n>2

Se puede demostrar que
1
(k%) 1z, = T n=0,1,2,..

La siguiente tabla muestra los valores de z, obtenidos en Scilab aplicando
la férmula explicita (**), Z,, obtenido por la férmula de recurrencia (*) con
todas las cifras que utiliza Scilab, #/, obtenido por la férmula de recurrencia
(*) pero trabajando con 8 cifras significativas y Z!/ obtenido por la férmula
de recurrencia (*) pero trabajando con 4 cifras significativas.
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1.12. CONDICIONAMIENTO DE UN PROBLEMA

Se observa que la férmula de recurrencia es un proceso inestable. La inesta-

n T, (*%) T, (%) Z!, 8cifras |zl 4 cifras
0] 1.00000000 | 1.00000000 | 1.00000000 | 1.00000000
1| 0.33333333 | 0.33333333 | 0.33333333 | 0.33330000
2] 0.11111111 0.11111111 0.11111110 | 0.11100000
3| 0.03703704 | 0.03703704 | 0.03703700 | 0.03670000
4| 0.01234568 | 0.01234568 | 0.01234554 | 0.01100000
5| 0.00411523 | 0.00411523 | 0.00411468 | -0.00126000
6| 0.00137174 | 0.00137174 | 0.00136954 | -0.02012000
7] 0.00045725 | 0.00045725 | 0.00044843 | -0.08550000
8| 0.00015242 | 0.00015242 | 0.00011715 | -0.34370000
91 0.00005081 | 0.00005081 | -0.00009025 | -1.37500000
10| 0.00001694 | 0.00001694 | -0.00054728 | -5.50000000
11| 0.00000565 | 0.00000564 | -0.00225123 | -22.0000000
12 | 0.00000188 | 0.00000188 | -0.00902562 | -88.0000000
13 | 0.00000063 | 0.00000063 | -0.03610937 | -352.000000
14| 0.00000021 | 0.00000021 | -0.14443977 | -1408.00000
15| 0.00000007 | 0.00000006 | -0.57775985 | -5632.00000
16 | 0.00000002 | -0.00000003 | -2.31103960 | —-22520.0000
17 | 0.00000001 | -0.00000020 | -9.24415860 | -90070.0000
18 | 0.00000000 | -0.00000085 | -36.9766340 | -360300.000
19 | 0.00000000 | -0.00000340 | -147.906540 | -1441000.00
20 | 0.00000000 | -0.00001361 | -591.626160 | -5764000.00
21| 0.00000000 | -0.00005445 | -2366.50460 | -23060000.0
25| 0.00000000 | -0.01393856 | -605825.110 | -5.904E+09

bilidad se nota més cuando hay menos cifras significativas. <

1.12.

Supongamos que un problema se puede resolver de manera exacta. Se dice
que un problema es bien condicionado, si al hacer cambios pequenos en los
datos, se obtienen cambios pequenos en la solucién. Un problema es mal
condicitonado, si al hacer cambios pequenos en los datos, puede haber cambios

Condicionamiento de un problema

grandes en la solucién.

Cuando no hay un método exacto de solucién, se dice que un problema es
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23 1.13. TEOREMA DE PUNTO FI1JO DE BANACH

mal condicionado si, para todos los métodos utilizados, al hacer cambios
pequenos en los datos, puede haber cambios grandes en la solucién.

Ejemplo 1.15. Consideremos el sistema de ecuaciones Ax = b, donde

4 [ 1001 10.00 , _ [ 20.01
— | 1000 999 |’ 1999 |

La solucion exacta de este problema es

r=[1 1],

Consideremos ahora un sistema de ecuaciones muy parecido, Az’ = b/, inica-
mente hay cambios pequenos en b,

y_ [ 2002
— | 1998 |

La solucién exacta de este problema es

o' =[—1998 2002]",

Este problema es mal condicionado, estos cambios pequenos en b produjeron
cambios grandes en la solucién. <

En un problema puede darse el siguiente caso: unos cambios pequenos en
los datos producen cambios pequenos en los resultados, pero, otros cambios
pequenos en los datos producen cambios grandes en los resultados. De todas
maneras el problema es mal condicionado.

Miés adelante se vera como determinar el buen o mal condicionamiento de
un sistema de ecuaciones.

1.13. Teorema de punto fijo de Banach

Es un resultado muy importante del analisis matematico. Se aplica en espa-
cios métricos. A continuacién estan las definiciones previas y su enunciado
para el caso particular de un espacio vectorial con norma, mas especifica-
mente para R”. En el capitulo 3 esta la definicién de norma, denotada por
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1.13. TEOREMA DE PUNTO FI1JO DE BANACH

Sea f:R"™ — R" una funciéon. Un punto € R" es un punto fijo de f si

fz) ==

Se dice que f es una contraccion si existe 0 < k < 1 tal que

1f (@) = FW)ll < Eflz —yll, VzycR"

Teorema 1.8. 5i f : R" — R" es una contraccion, entonces tiene un unico
punto fijo T.

Ver detalles y demostracion en [Apo79).

1.1

1.2
1.3
1.4
1.5

1.6

1.7

1.8

Ejercicios

xT

Obtenga py(x), el polinomio de Taylor de orden 2, para f(x) = e
alrededor de z = 0.5. Utilice 6 cifras decimales. Calcule py(0.7). Por
medio de (1.3) obtenga una cota para el error. Compare con el error
realmente cometido.

Como el ejercicio 1, para f(z) =e*, £ = 0.5y p3(0.7).
Como el ejercicio 1, para f(z) = /z, T =1y pa(1.1).
Como el ejercicio 1, para f(z) =Inz, z =1y p2(0.9).

Como el ejercicio 1, para f(x) = seng (z) (la funcién seno para el dngulo
en grados), £ = 90 y p3(80).

Sea f(z) = cos(z), T = 0. ;Cudl es el minimo valor de n para el cual
la cota del error segiin (1.3) es menor o igual a 107¢ para p,(0.1)?

Sea f(z) = cos(x), T = 0. ;Cudl es el mayor valor de ¢ para el cual la
cota del error segiin (1.3) es menor o igual a 107¢ para py(t)?

Sea x = 0.6. Obtenga su expresion binaria. Sea T la expresién truncada
a cuatro digitos binarios (después del punto). ;Cuéles son los errores
absoluto y relativo? Sea Z la expresion redondeada a cuatro digitos.
,Cuadles son los errores absoluto y relativo? Las mismas preguntas con
ocho digitos.
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Capitulo 2

Sistemas de ecuaciones lineales

Uno de los problemas numéricos mas frecuentes, o tal vez el mas frecuente,
consiste en resolver un sistema de ecuaciones de la forma

Az =10 (2.1)
donde A es una matriz cuadrada, de tamano n x n, invertible. Esto quiere
decir que el sistema tiene una tinica solucién.

Se trata de resolver un sistema de ecuaciones de orden mucho mayor que
2. En la practica se pueden encontrar sistemas de tamano 20, 100, 1000 o
mucho mas grandes. Puesto que se trata de resolver el sistema con la ayuda
de un computador, entonces las operaciones realizadas involucran errores de
redondeo o truncamiento. La solucién obtenida no es absolutamente exacta,
pero se desea que la acumulacion de los errores sea relativamente pequena o
casi despreciable.

2.1. En Scilab

Para resolver (2.1) es necesario haber definido una matriz cuadrada a y un
vector columna b. La orden es simplemente

x = a\b
Por ejemplo
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26 2.1. EN SCILAB

a=[23; 45], b =1[-5; -7], x=a\b

da como resultado

Una manera que también permite obtener la solucién es x = inv(a)x*b,
pero es ineficiente en tiempo y de menor precision.

Ejemplo 2.1. Las siguientes 6rdenes de Scilab

n = 500;

a = rand(n,n);
x = rand(n,1);
b = a*x;

tic()

x1 = a\b;

t_sol = toc();

tic()
x2 = inv(a)*b;
t_inv = toc();

errorl = norm(x1-x);
error2 = norm(x2-x);

printf (’t_sol = %f t_inv = %f\n’, t_sol, t_inv)
printf (’error_sol = Y%e error_inv = %e\n’, errorl, error2)

producen un resultado analogo a

1.737000
1.687945e-11

t_sol
error_sol

0.622000 t_inv
7.990870e-12 error_inv
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27 2.2. NOTACION PARA SUBMATRICES EN SCILAB

Estos resultados dependen del computador, del sistema operacional y atin en
el mismo computador no son siempre iguales, pero si parecidos. Las funciones
tic y toc permiten obtener una medida del tiempo de un proceso. <

2.2. Notacion para submatrices en Scilab

Sean A una matriz m x n, con elementos a;j, ¢ = 1,..m, j = 1,..,ny
x = (x1, T, ..., x,). Para denotar filas o columnas, o partes de ellas, se usara la
notacién de Matlab y Scilab.

parte de un vector: z(5 : 7) = (x5, zg, x7),

fila i-ésima: A;. = A(3,:),

columna j-ésima: A.; = A(, j),

parte de la fila i-ésima: A(i,1:4) = [an ap a3 aiy]
parte de la columna j-ésima: A(2:4,7) = [agy; as; as;]"
submatriz: A(3:6,2:5).

2.3. Meétodos ingenuos

Teéricamente, resolver el sistema Ax = b es equivalente a la expresién
r=A"'b.

Es claro que calcular la inversa de una matriz es mucho mas dispendioso
que resolver un sistema de ecuaciones; entonces, este camino sélo se utiliza
en deducciones tedricas o, en muy raros casos, cuando A~! se calcula muy
facilmente.

Otro método que podria utilizarse para resolver Az = b es la regla de Cramer.
Para un sistema de orden 3 las férmulas son:

bi aix a3 ain by a3

det bQ 922 A923 det 921 bg 23

- by aszx ass _ az; bz ass
det(A) ’ det(A) ’
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28 2.3. METODOS INGENUOS

apy ajp by
det 21 Q929 bg

asz asp b3

det(A)
Supongamos ahora que cada determinante se calcula por medio de cofactores.
Este calculo se puede hacer utilizando cualquier fila o cualquier columna; por
ejemplo, si A es 3 x 3, utilizando la primera fila,

det(A) = ayy det { 22 (123 } — app det [ a1 a2 } + ayz det { dar a2 } :

T3 =

a3z Aa33 a31 Aa33 a3z 32

En general, sea M;; la matriz (n — 1) x (n — 1) obtenida al suprimir de A la
fila ¢ y la columna j. Si se calcula det(A) utilizando la primera fila,

det(A) = a1 det(]\/[ll) — 12 det(Mlg) + -+ (—1)(1+")a1n det(]\/[ln)

Sea i, el nimero de multiplicaciones necesarias para calcular, por cofactores,
el determinante de una matriz de orden n. La férmula anterior nos indica que

Hn > Nptp—1-
Como a su vez fi,—1 > (n— Dpp—2 v fno > (n—2)p4y_3, ..., entonces
e > nn—1)n-2)p=nn-1)(n—-2)---2,
n > nl.

Para resolver un sistema de ecuaciones por la regla de Cramer, hay que calcu-
lar n+ 1 determinantes, luego el nimero total de multiplicaciones necesarias
para resolver un sistema de ecuaciones por la regla de Cramer, calculando
los determinantes por cofactores, es superior a (n + 1)!.

Tomemos un sistema, relativamente pequeno, n = 20,
21! = 5.1091 E19.

Siendo muy optimistas (sin tener en cuenta las sumas y otras operaciones
concomitantes), supongamos que un computador hace 1000 millones de mul-
tiplicaciones por segundo. Entonces, el tiempo necesario para resolver un
sistema de ecuaciones de orden 20 por la regla de Cramer y el método de
cofactores es francamente inmanejable:

tiempo > 5.1091F10 segundos = 16.2 siglos.
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29 2.4. SISTEMA DIAGONAL

2.4. Sistema diagonal

El caso mas sencillo de (2.1) corresponde a una matriz diagonal. Para ma-
trices triangulares, en particular para las diagonales, el determinante es el
producto de los n elementos diagonales. Entonces una matriz triangular es
invertible si y solamente si todos los elementos diagonales son diferentes de
cero.

La solucion de un sistema diagonal se obtiene mediante
r=—, i=1,..,n. (2.2)
Como los elementos diagonales son no nulos, no hay ningtin problema para

efectuar las divisiones.

2.5. Sistema triangular superior

Resolver un sistema triangular superior (A es triangular superior) es muy
sencillo. Antes de ver el algoritmo en el caso general, veamos, por medio de
un ejemplo, cémo se resuelve un sistema de orden 4.

Ejemplo 2.2. Resolver el siguiente sistema:

4$1+3$2—2$C3+374 = 4
—0.25x9 4+ 2.5x3 + 4.2524, = -—11
45x3 4+ 792y = —203

De la cuarta ecuacién, se deduce que x4y = —5.6/2.8 = —2. A partir de la
tercera ecuacion

45x3 = —203 — (79z4)

—203 — (79x4)
r3 = .
’ 45

Reemplazando x4 por su valor, se obtiene x3 = —1. A partir de la segunda
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30 2.5. SISTEMA TRIANGULAR SUPERIOR

ecuacion
—0.2529 = —11 — (2.523 + 4.2514)
—11 — (2.5x5 + 4.25x4)
Ty = )
2 —0.25

Reemplazando x5 y x4 por sus valores, se obtiene zo = 0. Finalmente, uti-
lizando la primera ecuacion,

4I1 = 4— (3I2 — 2ZL‘3 + 174)
4 — (3xy — 2x3 + x4)

ry = 1 .

Reemplazando xs, x3 v x4 por sus valores, se obtiene xy = 1. <

En general, para resolver un sistema triangular, primero se calcula z, =
by /Gny. Con este valor se puede calcular z,,_1, y asi sucesivamente. Conocidos
los valores x;11, Ti12, ..., Tn, la ecuacién i-ésima es

A3iT; + Qi 1Tig1 + QiipaTipe + oo + AinTy = by,
a;x; + A(l,i+1:n)z(i+1:n) = b,
b —A(i,i+1:n)x(i+1:n)

€T; = .
Qi

Como se supone que A es regular (invertible o no singular), los elementos
diagonales son no nulos y no se presentan problemas al efectuar la division.

El esquema del algoritmo es el siguiente:

SOLUCION DE SISTEMA TRIANGULAR
Tpn = bn/a'nn
para i=n—1,...,1

ri=(b; =A@, i+1:n)z(i+1:n))/ay
fin-para

Esto se puede escribir en Scilab

x(n) = b(n)/a(n,n)
for i=n-1:-1:1

x(1) = ( b(1) - a(i,i+l:n)*x(i+1:n) )/a(i,i)
end
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31 2.5. SISTEMA TRIANGULAR SUPERIOR

La funcién completa podria ser asi:

function [x, res] = solTriSup(a, b, eps)

//

// Solucion del sistema triangular superior a x = b.
//

// a es una matriz triangular superior

// b es un vector columna

// eps es una valor positivo pequeno

// (parametro opcional).

// res valdra 0 si el valor absoluto de un elemento

// diagonal de a es menor o igual a eps
// 1 si todo funciono bien.

// x sera un vector columna con la solucion, si res = 1.
//

// Esta funcion trabaja unicamente con la parte triangular
// superior de a y no verifica si realmente es triangular
// superior.

if argn(2) < 3, eps = 1.0e-10, end

x = []
res = 0
if min(abs(diag(a))) <= eps, return, end

res = 1
n = size(a,1)
x = zeros(n,1)
x(n) = b(n)/a(n,n)
for k = n-1:-1:1
x(k) = (b(k) - alk,k+1:n)*x(k+1:n) )/a(k,k)
end
endfunction

Teniendo en cuenta las buenas caracteristicas de Scilab, la funcién anterior
se puede escribir un poco mas corta. Seau = [ 2 3 5 7 11 13]’. La orden
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32 2.5. SISTEMA TRIANGULAR SUPERIOR

v = u(4:2) produce un vector “vacio”, es decir, [ ]. Ademas,

s = 3.1 - u(4:2)*u(6:5)
asignara a s el valor 3.1. Entonces el cdlculo de x(n) se puede hacer dentro
del for:

for k = n:-1:1
x(k) = (b(k) - alk,k+1:n)*x(k+1:n) )/a(k,k)
end

2.5.1. Numero de operaciones

Una de las maneras de medir la rapidez o lentitud de un método es medi-
ante el conteo del nimero de operaciones. Usualmente se tienen en cuenta las
sumas, restas, multiplicaciones y divisiones entre niimeros de punto flotante,
aunque hay més operaciones fuera de las anteriores, por ejemplo las compara-
ciones y las operaciones entre enteros. Las cuatro operaciones se conocen con
el nombre genérico de operaciones de punto flotante flops (floating point op-
erations). Algunas veces se hacen dos grupos: por un lado sumas y restas, y
por otro multiplicaciones y divisiones. Si se supone que el tiempo necesario
para efectuar una multiplicacién es bastante mayor que el tiempo de una
suma, entonces se acostumbra a dar el nimero de multiplicaciones (o divi-
siones). El diseno de los procesadores actuales muestra tendencia al hecho de
que los dos tiempos sean comparables. Entonces se acostumbra a evaluar el
nimero de flops.

Sumas y restas | Multiplicaciones

y divisiones

céalculo de z,, 0 1

céalculo de z,,_1 1 2

calculo de z,,_» 2 3

calculo de x4 n—2 n—1

calculo de x n—1 n

Total n?/2 —n/2 n?/2+n/2
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33 2.6. SISTEMA TRIANGULAR INFERIOR

Ntmero total de operaciones de punto flotante: n?.

2.6. Sistema triangular inferior

La solucién de un sistema triangular inferior Az = b, A triangular inferior,
es analoga al caso de un sistema triangular superior. Primero se calcula x1,
después o, enseguida z3 y asi sucesivamente hasta x,,.

i—1

bi— E aijxj

j=1
= . 2.3
x . (2.3)

El esquema del algoritmo es el siguiente:

para i=1,...n
r,=(b;— A, 1:i—Dax(l:1—1))/ay
fin-para

El nimero de operaciones es exactamente el mismo del caso triangular supe-
rior.

2.7. Método de Gauss

El método de Gauss para resolver el sistema Ax = b tiene dos partes; la
primera es la triangularizacion del sistema, es decir, por medio de operaciones
elementales, se construye un sistema

Ax=1, (2.4)

equivalente al primero, tal que A’ sea triangular superior. Que los sistemas
sean equivalentes quiere decir que la solucion de Az = b es exactamente la
misma solucién de A’z = b'. La segunda parte es simplemente la solucién del
sistema triangular superior.

Para una matriz, con indices entre 1 y n, el esquema de triangularizacién se
puede escribir asi:
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34 2.7. METODO DE GAUSS

para k=1,...n—1
buscar ceros en la columna k, por debajo de la diagonal.
fin-para £

Afinando un poco mas:

para k=1,...n—1
para i =k+1,...n
buscar ceros en la posicion de a;.
fin-para i
fin-para k

Ejemplo 2.3. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:

dxy + 323 — 223+ 24 = 4

3x1 + 2209 + 23+ 514 = —8
—2x1 4+ 3x9 + 13+ 224 = —T7
—571 +r3+x4 = —8

En forma matricial se puede escribir:

4 3 -2 1 7 4
3 2 1 5 x| | =8
2 3 1 2 T3 —7
-5 0 1 1 74 -8

Es usual trabajar tinicamente con los niimeros, olvidando temporalmente los
x;. Mas aun, se acostumbra trabajar con una matriz ampliada, resultado de
pegar a la derecha de A el vector b.

4 3 =2 1 4
3 2 1 5 -8
-2 3 1 2 —7
-5 0 1 1 -8

Inicialmente hay que buscar ceros en la primera columna. Para buscar cero
en la posicion (2,1), fila 2 y columna 1, se hace la siguiente operacién:

fila2,yeva < fila2yieja — (3/4)xfilal
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35 2.7. METODO DE GAUSS

Para hacer mas sencilla la escritura, la expresion anterior se escribira simple-
mente:

fila2 « fila2 — (3/4)xfilal

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
-2 3 1 2 -7
-5 0 1 1 -8

Para buscar cero en la posiciéon (3,1), se hace la siguiente operacién:

fila3 « fila3 — (—2/4)xfilal

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 4.5 0 2.5 -5
-5 0 1 1 -8

Para buscar cero en la posicién (4,1) se hace la siguiente operacion:

filad < filad — (—5/4)xfilal

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 4.5 0 2.5 -5
0 3.75 -1.5 2.25 -3

Ahora hay que buscar ceros en la segunda columna. Para buscar cero en la
posicién (3,2) se hace la siguiente operacion:

fila3 « fila3 — (4.5/(—0.25))xfila2

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 0 45 79 -203
0 3.75 -1.5 2.25 -3

Para buscar cero en la posicién (4,2) se hace siguiente operacion:

filad <+ filad — (3.75/(—0.25))xfila2
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36 2.7. METODO DE GAUSS

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 0 45 79 -203
0 0 36 66 -168

Para buscar cero en la posicién (4,3) se hace la siguiente operacion:

filad < filad — (36/45)«fila3

4 3 -2 1 4

0 -0.25 2.5 4.25 -11

0 0 45 79 -203

0 0 0 2.8 -5.6
El sistema resultante ya es triangular superior. Entonces se calcula primero
x4 = —5.6/2.8 = —2. Con este valor, utilizando la tercera ecuacién resultante,

se calcula x3, después x5 v x7.

z=(1, 0, -1, =2). <

De manera general, cuando ya hay ceros por debajo de la diagonal, en las
columnas 1, 2, ..., k — 1, para obtener cero en la posicién (i, k) se hace la
operacion
filai < filai — (a;x/agg)*filak
Lo anterior se puede reescribir asi:
lik = aik/akk
A(i,:) = A(i,:) — ik« A(k, )
Como en las columnas 1, 2, ..., k—1 hay ceros, tanto en la fila £ como en la fila
i, entonces a;1, a2, ..., a; y—1 seguirdn siendo cero. Ademads, las operaciones se
hacen de tal manera que a;;, se vuelva cero. Entonces a;; no se calcula puesto
que dard 0. Luego los cédlculos se hacen en la fila ¢ a partir de la columna
kE+1.
lik = aik/akk
Al — 0
A(i,k+1:n) =A@, k+1:n)—1ik*x A(k,k+1:n)

En resumen, el esquema de la triangularizacién es:
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37 2.7. METODO DE GAUSS

TRIANGULARIZACION DE UN SISTEMA
para k=1,..n—1
para 1 =k+1,...n
lik = aik/akk, i = 0
A(i,k+1:n)=A(i,k+1:n)-1likxA(k,k+1:n)
fin-para i
fin-para k£

Este esquema funciona, siempre y cuando no aparezca un pivote, a, nulo
o casi nulo. Cuando aparezca es necesario buscar un elemento no nulo en el
resto de la columna. Si, en el proceso de triangularizacion, toda la columna
A(k : n,k) es nula o casi nula, entonces A es singular.

para k=1,...n—1
si |agk| <e ent
buscar m, k+1 < m < n, tal que |ami| > ¢
si no fue posible ent salir
intercambiar(A(k, k : n), A(m, k : n))
intercambiar(by, b,,)
fin-si
para it =k+1,...n
lik = aik/akk, Qi = 0
A(i,k+1:n) =A@,k +1:n)—1likxA(k,k+1:n)
fin-para i
fin-para k£
si |an,| < e ent salir

Cuando en un proceso una variable toma valores enteros desde un limite
inferior hasta un limite superior, y el limite inferior es mayor que el limite
superior, el proceso no se efectiia.

Asi, en el algoritmo anterior se puede hacer variar k, en el bucle externo,
entre 1 y n, y entonces no es necesario controlar si a,, ~ 0 ya que, cuando
k = n, no es posible buscar m entre n + 1 y n.
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TRIANGULARIZACION CON CONTROL DE PIVOTE

para k=1,...n
si |agk| <e ent
buscar m, k+1 < m < n, tal que |ami| > ¢
si no fue posible ent salir
intercambiar(A(k, k : n), A(m,k : n))
intercambiar(by, by, )
fin-si
para i =k+1,...n
lik = aik/akk, Qi = 0
Ali,k+1:n) =A@, k+1:n)—likxA(k,k+1:n)
fin-para i
fin-para k£

function [a, b, indic] = triangulariza(a, b, eps)

// Triangulariza un sistema de ecuaciones
// con matriz invertible.

//

// indic valdra 1 si todo funciono bien,

// 0 si la matriz es singular o casi.
//

n = size(a,1)
if argn(2) < 3, eps = 1.0e-10, end
for k=1:n
if abs(a(k,k)) <= eps
m = posNoNulo(a, k)
if m ==
indic = 0
return
end
t = a(k,k:n)
a(k,k:n) = a(m,k:n)
a(m,k:n) t
t = b(k)
b(k) = b(m)
b(m) =t
end
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for i=k+1:n
lik = a(i,k)/a(k,k)
a(i,k) =0
a(i,k+1:n) = a(i,k+1:n) - lik*a(k,k+1:n)
b(i) = b(i) - likx*b(k)

end
end
indic = 1
endfunction

function m = posNoNulo(a, k, eps)
// Busca la posicion del primer elemento no nulo en la
// columna k, debajo de la diagonal.
//
// Si no es posible encontrarlo, m valdra O.
//
if argn(2) < 3, eps = 1.0e-10, end
n = size(a,1)
for i = k+l:n
if abs(a(i,k)) >= eps
m=1
return
end
end
m=20
endfunction

function [x, indic] = Gauss(a, b, eps)
// Solucion de un sistema de ecuaciones
// por el metodode Gauss.

//

// indic valdra 1 si todo funciono bien,

// en este caso el vector columna X
// sera la solucion.

// 0 si la matriz es singular o casi
// -1 los tamanos son incompatibles.
//

indic = -1
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40 2.7. METODO DE GAUSS

x = []
n = verifTamanoAb(a, b)
if n == 0, return, end

if argn(2) < 3, eps = 1.0e-10, end

indic = 0

x = []

[a, b, res] = triangulariza(a, b, eps)

if res == 0, return, end

indic = 1

x = solTriSup(a, b, eps)
endfunction
A it

function n = verifTamanoAb(a, b)
// Esta funcion verifica si los tamanos de a, b
// corresponden a un sistema cuadrado a x = b.
// Devuelve n (num. de filas) si todo esta bien,
// devuelve O si hay errores.

[n1, n2] = size(a)

[n3, n4] size(b)

if n1 <>n2 | n1 <>n3 | n4d <>1 | nl<1
printf (’\nTamanos inadecuados.\n\n’)

n=20
else
n = nl
end
endfunction

2.7.1. Numero de operaciones

En el método de Gauss hay que tener en cuenta el niimero de operaciones
de cada uno de los dos procesos: triangularizaciéon y solucién del sistema
triangular.
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Triangularizaciéon

Consideremos inicialmente la busqueda de cero en la posicién (2,1). Para
efectuar A(2,2:n) = A(2,2:n) — 1ik * A(1,2 : n) es necesario hacer n — 1
sumas y restas. Para by = by—1ik#b; es necesario una resta. En resumen
n sumas (o restas). Multiplicaciones y divisiones: una divisién para calcular
lik; n — 1 multiplicaciones para 1ik * A(1,2 : n) y una para likkb;. En

resumen, n + 1 multiplicaciones

Para obtener un cero en la posicién (3,1) se necesita exactamente el mis-
mo numero de operaciones. Entonces para la obtener ceros en la primera

columna:

(o divisiones).

Sumas y restas | Multiplicaciones
y divisiones
cero en la posicién de aq; n n+1
cero en la posicion de as; n n+1
cero en la posicion de a,,; n n+1
| Total para la columnal | (n—D1n | (n—1)(n+1) ]

Un conteo semejante permite ver que se requieren n — 1 sumas y n multipli-
caciones para obtener un cero en la posicion de aso. Para buscar ceros en la
columna 2 se van a necesitar (n—2)(n—1) sumas y (n—2)n multiplicaciones.

Sumas y restas | Multiplicaciones
y divisiones
ceros en la columna 1 (n—1)n (n—1)(n+1)
ceros en la columna 2 (n—2)(n—-1) (n—2)n
ceros en la columna 3 m=3)(n—2) | (n—=3)(n—1)
ceros en la columna n — 2 2(3) 2(4)
ceros en la columna n — 1 1(2) 1(3)

Es necesario utilizar el resultado

m

ZQ

i=1

m(m+1)(2m + 1)

6
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42 2.8. FACTORIZACION LU

Numero de sumas y restas:

n—1 3

n—1 3
1 2 :n—_ﬁzn_
;zz—i— Z(z +1) 773~

=1
Numero de multiplicaciones y divisiones:

n—1 n—1 3

2 3
.2 ._n n 577,Nn
2t =) (Fr2u) =gty gy

=1 =1
Ntumero de operaciones:

nd n nd 2 5n 208

o on?

6 3

J— n_
2 6 3

3 3 3

Proceso completo

n
2

El nimero de operaciones para las dos partes, triangularizacion y solucién
del sistema triangular, es
2n3 n 3n? Tn  2n3
3 2 6 3
Para valores grandes de n el niimero de operaciones de la soluciéon del sis-
tema triangular es despreciable con respecto al niimero de operaciones de la
triangularizacion.

2.8. Factorizacion LU

Si durante el proceso del método de Gauss no fue necesario intercambiar
filas, entonces se puede demostrar que se obtiene facilmente la factorizacion
A = LU, donde L es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal
y U es una matriz triangular superior. La matriz U es simplemente la matriz
triangular superior obtenida al final del proceso.

Para el ejemplo anterior:

4 3 -2 1
p_| 0 025 2.5 4.5

|l o o 45 79
0o 0 0 2.8
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43 2.8. FACTORIZACION LU

La matriz L, con unos en la diagonal, va a estar formada simplemente por
los coeficientes 1ik= ljy = a;r/ayy.

1 0 0 0

by 1 0 0

L=1|1Isn Il 1 0

B lnl ln2 ln3 1 |
Siguiendo con el ejemplo:

1 0 0 0
0.75 1 0
L= -0.5 -18 1 0
-1.25 -15 0.8 1

En este ejemplo, facilmente se comprueba que LU = A. Esta factorizacion
es 1til para resolver otro sistema Axr = b, exactamente con la misma matriz
de coeficientes, pero con diferentes términos independientes.

Az = b,
LUz = b,
Ly = b,
donde Uz = y.
En resumen:
= Resolver Ly = b para obtener y.
= Resolver Uz =y para obtener x.
Ejemplo 2.4. Resolver
4$1+3I2—25L’3+LL’4 = 8

3231 + 21’2 + x3 + 5£E4 = 30
—2r1+ 39+ 23+ 224 = 15
—55131 +x3+x4 = 2
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44 2.8. FACTORIZACION LU

Al resolver

1 0 0 0 n 8
0.75 1 0 ye || 30
-0.5 -18 1 0 ys | | 15
-1.25 -15 0.8 1 Ya 2

se obtiene y = [ 8 24 451 11.2 ]T. Al resolver

4 3 -2 1 T 8.0
0 -0.25 2.5  4.25 Ty | | 24.0
0 0 45 79 x3 | | 451.0
0 0 0 2.8 i 11.2

se obtiene la solucién final x = [ 1 2 3 4 }T. O

Resolver un sistema triangular, con unos en la diagonal, requiere n? — n ~
n? operaciones. Entonces, para resolver un sistema adicional, con la misma
matriz A, se requiere efectuar aproximadamente 2n? operaciones, en lugar de

2n3 /3 que se requerirfan si se volviera a empezar el proceso.

La factorizacién A = LU es un subproducto gratuito del método de Gauss;
gratuito en tiempo y en requerimientos de memoria. No se requiere tiempo
adicional puesto que el calculo de los 1ik se hace dentro del método de Gauss.
Tampoco se requiere memoria adicional puesto que los valores [;;. se pueden
ir almacenando en A en el sitio de a;;, que justamente vale cero.

En el algoritmo hay tnicamente un pequeno cambio:

lik = aik/akk
a;r = 1lik
A(i,k+1:n—1)=A(i,k+1:n—1)-1likxA(k,k+1:n—1)
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45 2.9. METODO DE GAUSS CON PIVOTEO PARCIAL

En la matriz final A estard la informacién indispensable de L y de U.

U1 U2 Uz -+ Uin

log  woe wos -+ Uy

L= ls1 lsa us -+ usy
L lnl ln2 lnS e Unn i

En el ejemplo anterior, la matriz final con informacién de L y de U es:

4 3 -2 1
0.75 -0.25 2.5 4.25
-0.5 -18 45 79
-1.25 -15 0.8 2.8

2.9. Método de Gauss con pivoteo parcial

En el método de Gauss clasico, inicamente se intercambian filas cuando el
pivote, ag, es nulo o casi nulo. Como el pivote (el elemento ag en la iteracién
k) va a ser divisor para el célculo de 1ik, y como el error de redondeo o de
truncamiento se hace mayor cuando el divisor es cercano a cero, entonces es
muy conveniente buscar que el pivote sea grande en valor absoluto. Es decir,
hay que evitar los pivotes que sin ser nulos son cercanos a cero.

En el método de Gauss con pivoteo parcial se busca el elemento dominante,
o sea, el de mayor valor absoluto en la columna £ de la diagonal hacia abajo,
es decir, entre los valores |agi|, |art1k|, |aktok], - |Gknl, ¥ se intercambian
la fila k y la fila del valor dominante. Esto mejora notablemente, en muchos
casos, la precision de la solucién final obtenida.

Se dice que el pivoteo es total si en la iteracién k se busca el mayor valor de
{lai;| - k <i,7 < n}. En este caso, es necesario intercambiar dos filas y dos
columnas. Asf se consigue mejorar un poco la precision con respecto al méto-
do de pivoteo parcial, pero a un costo nada despreciable. En el método de
pivoteo parcial se busca el mayor valor entre n — k + 1 valores. En el pivoteo
total se busca entre (n — k+1)? valores. Si se busca, de manera secuencial, el
maximo entre p elementos, entonces hay que hacer, ademas de operaciones
de asignacion, por lo menos p — 1 comparaciones. Estas operaciones no son
de punto flotante y son més rapidas que ellas, pero para n grande, el tiempo
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46 2.9. METODO DE GAUSS CON PIVOTEO PARCIAL

utilizado no es despreciable. En el método de pivoteo parcial hay aproxi-
madamente n?/2 comparaciones, en el pivoteo total aproximadamente n?/6.
En resumen, con el pivoteo total se gana un poco de precisién, pero se gasta
bastante mas tiempo. El balance aconseja preferir el pivoteo parcial.

TRIANGULARIZACION CON PIVOTEO PARCIAL
para k=1,...n
buscar m, tal que |amk| = max{|axkl, |@kt+1k]s - |ank|}
si |ami| < e ent salir
si m>k ent
intercambiar(A(k, k : n), A(m,k : n))
intercambiar(by, b,
fin-si
para 1 =k+1,...n
lik = aik/akk, a;r =0
A(i,k+1:n)=A(i,k+1:n)-1likxA(k,k+1:n)
fin-para i
fin-para k£

Ejemplo 2.5. Resolver por el método de Gauss con pivoteo parcial el si-
guiente sistema de ecuaciones.

41+ 319 — 2235+ 24 = 4

3x1 + 229 + 23+ 514 = —8
—2x1 4+ 319+ 13 +2x4 = —T7
—5x1 +x34+x4 = —8

La matriz aumentada es:

4 3 -2 1 4
3 2 1 5 -8
-2 3 1 2 -7
-5 0 1 1 -8

El valor dominante de A(1 : 4,1) es —5 y estd en la fila 4. Entonces se
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47 2.9. METODO DE GAUSS CON PIVOTEO PARCIAL

intercambian las filas 1 y 4.

-5 0 1 1 -8
3 2 1 5 -8
-2 3 1 2 =7
4 3 -2 1 4

Buscar ceros en las posiciones de asq, azi, a41 se hace de la manera habitual
usando los valores de 1ik= 3/(—5) = —0.6, 0.4 y —0.8. Se obtiene

-5 0 1 1 -8

0 2 1.6 5.6 -12.8
0 3 0.6 1.6 -3.8
0 3 2 1.8 -2.4

-1.
El valor dominante de A(2 : 4,2) es 3 y estd en la fila 3 (o en la fila 4).
Entonces se intercambian las filas 2 y 3.

-5 0 1 1 -8

0 3 0.6 1.6 -3.8
0 2 1.6 5.6 -12.8
0 3 -1.2 1.8 -2.4

Buscar ceros en las posiciones de ags, a4o se hace usando los valores de
lik=2/3 = 0.6666 y 1. Se obtiene

-5 0 1 1 -8
0 3 0.6 1.6 -3.8
0 0 1.2 4.5333 -10.2667
| 0 0 -1.8 0.2 1.4 |
Hay que intercambiar las filas 3 y 4.
[ -5 0 1 1 -8 1
0 3 0.6 1.6 -3.8
0 0 -1.8 0.2 1.4
| 0 0 1.2 4.5333 -10.2667 |
El valor de 1ik es 1.2/(—1.8) = —0.6667. Se obtiene
-5 0 1 1 -8
0 3 0.6 1.6 -3.8
0 0 -1.8 0.2 1.4
0 0 0 4.6667 -9.3333
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48 2.9. METODO DE GAUSS CON PIVOTEO PARCIAL

Al resolver el sistema triangular superior, se encuentra la solucion:

r=(1,0, -1, =2). &
En Scilab, la buiisqueda del valor dominante y su fila se puede hacer mediante:

[vmax, posMax] = max(abs(a(k:n,k)))
m =5k - 1 + posMax
if vmax <= eps, indic = 0, return, end

El ejemplo anterior sirve simplemente para mostrar el desarrollo del método
de Gauss con pivoteo parcial, pero no muestra sus ventajas. El ejemplo si-
guiente, tomado de [Atk78], se resuelve inicialmente por el método de Gauss
sin pivoteo y después con pivoteo parcial. Los calculos se hacen con cuatro
cifras decimales.

0.7292; + 0.81z9 + 0923 = 0.6867
T+ To + r3 = .8338
1.3312 + 1.21z9 + L1zs = 1

Tomando cuatro cifras decimales de la solucion exacta:
x = (0.2245, 0.2814, 0.3279).

Al resolver el sistema por el método de Gauss, con cuatro cifras decimales y
sin pivoteo, resultan los siguientes pasos:

0.7290 0.8100 0.9000 0.6867
1.0000 1.0000 1.0000 0.8338
1.3310 1.2100 1.1000 1.0000

Con 1lik = 1.3717 ycon lik = 1.8258 se obtiene

0.7290 0.8100 0.9000 0.6867
0.0000 -0.1111 -0.2345 -0.1081
i 0.0000 -0.2689 -0.5432 -0.2538 i
Con 1lik = 2.4203 se obtiene
0.7290 0.8100 0.9000 0.6867 |
0.0000 -0.1111 -0.2345 -0.1081
0.0000 0.0000 0.0244 0.0078
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49 2.9. METODO DE GAUSS CON PIVOTEO PARCIAL

La solucion del sistema triangular es:
x = (0.2163, 0.2979, 0.3197).

Sea z* la solucién exacta del sistema Az = b. Para comparar 2! y 22, dos
aproximaciones de la solucién, se calculan sus distancias a x*:

[ I [

Si ||zt — 2*|] < ||z* — 2*||, entonces x! aproxima mejor a z* que x?. Cuando
no se conoce z*, se utiliza la norma del vector residuo o resto, r = Ax — b.
Si = es la solucién exacta, entonces la norma de su resto vale cero. Entonces
hay que comparar

| Azt =0l ,  [|Az® —0]].
Para la solucién obtenida por el método de Gauss, sin pivoteo,

|Az — b|| = 1.0357e-004 , ||z —z"| = 0.0202 .

En seguida esta el método de Gauss con pivoteo parcial, haciendo calculos
con 4 cifras decimales.

0.7290 0.8100 0.9000 0.6867
1.0000 1.0000 1.0000 0.8338
1.3310 1.2100 1.1000 1.0000

Intercambio de las filas 1 y 3.

1.3310 1.2100 1.1000 1.0000
1.0000 1.0000 1.0000 0.8338
0.7290 0.8100 0.9000 0.6867

Con 1ik = 0.7513 ycon 1lik = 0.5477 se obtiene

1.3310 1.2100 1.1000 1.0000
0.0000 0.0909 0.1736 0.0825
| 0.0000 0.1473 0.2975 0.1390 |
Intercambio de las filas 2 y 3.
1.3310  1.2100  1.1000 1.0000 |
0.0000 0.1473 0.2975 0.1390
| 0.0000 0.0909 0.1736 0.0825 |
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50 2.10. FACTORIZACION LU=PA

Con 1lik = 0.6171 se obtiene

1.3310 1.2100 1.1000 1.0000
0.0000 0.1473 0.2975 0.1390
0.0000 0.0000 -0.0100 -0.0033

La solucion del sistema triangular da:
x = (0.2267, 0.2770, 0.3300).
El célculo del residuo y la comparacién con la solucién exacta da:
|Az — 0| = 1.5112e-004 , ||z — z*|| = 0.0053 .

Para este ejemplo se observa que la norma del residuo es del mismo orden
de magnitud que la norma del residuo correspondiente a la soluciéon obteni-
da sin pivoteo, aunque algo mayor. La comparacion directa con la solucién
exacta favorece notablemente al método de pivoteo parcial: 0.0053 y 0.0202,
relaciéon de 1 a 4 aproximadamente. Ademas, “visualmente” se observa la
mejor calidad de la soluciéon obtenida con pivoteo.

2.10. Factorizacion LU=PA

Si se aplica el método de Gauss con pivoteo parcial muy probablemente se
hace por lo menos un intercambio de filas y no se puede obtener la factor-
izacion A = LU, pero si se puede obtener la factorizacion

LU = PA.

Las matrices L y U tienen el mismo significado de la factorizacion LU. P
es una matriz de permutacién, es decir, se obtiene mediante permutacion de
filas de la matriz identidad I.

Si Py () son matrices de permutacién, entonces:

= P() es una matriz de permutacion.
» P~! = P (P es ortogonal).

= PA es una permutacion de las filas de A.
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51 2.10. FACTORIZACION LU=PA

s AP es una permutacion de las columnas de A.

Una matriz de permutacion P se puede representar de manera mas compacta
por medio de un vector p € R™ con la siguiente convencién:

P =1,

En palabras, la fila i de P es simplemente la fila p; de I. Obviamente p debe
cumplir:

pi€{1,2,3, .. n} Vi
pi # pj Vi # J.

Por ejemplo, p = (2,4, 3,1) representa la matriz

= O O O
SO O O =
O = O O
oS O~ O

De la misma forma que en la factorizacion LU, los valores [;;, se almacenan en
el sitio donde se anula el valor a;;. El vector p inicialmente es (1,2, 3, ...,n).
A medida que se intercambian las filas de la matriz, se intercambian las
componentes de p.

Ejemplo 2.6. Obtener la factorizacion LU = PA, donde

4 3 -2 1

3 2 1 5

A= -2 3 1 2
-5 0 1 1

Inicialmente p = (1,2, 3,4). Para buscar el mejor pivote, se intercambian las
filas 1 y 4.

-5 0 1 1

3 2 1 5

p: (47 27371)7 _2 3 1 2
4 3 -2 1
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52 2.10. FACTORIZACION LU=PA

Buscando ceros en la primera columna y almacenando alli los valores [;; se
obtiene:

-5 0 1 1

-0.6 2 1.6 5.6
0.4 3 0.6 1.6
-0.8 3 -1.2 1.8

Para buscar el mejor pivote, se intercambian las filas 2 y 3.

-5 0 1 1

0.4 3 0.6 1.6
= 43.2,1), -0.6 2 1.6 5.6

-0.8 3 -1.2 1.8

Buscando ceros en la segunda columna y almacenando alli los valores [;;. se
obtiene:

-5 0 1 1

0.4 3 0.6 1.6
-0.6 0.6667 1 2 4.5333
-0.8 1 1.8 0.2

Para buscar el mejor pivote, se intercambian las filas 3 y 4.

0

.4
p=(4312), | o8
0

I—‘HOI—*
S O - -

.6 6
.8 .2
.6667 .2 .5333

Buscando ceros en la tercera columna y almacenando alli los valores [, se
obtiene:

-5 0 1 1
0.4 3 0.6 1.6
-0.8 1 -1.8 0.2

-0.6 0.6667 -0.6667 4.6667

En esta tltima matriz y en el arreglo p estd toda la informacién necesaria
para obtener L, U, P. Entonces:

|
o O O -
o 00
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-5 0 1 1
0 3 0.6 1.6
U= 0 0 -1.8 0.2 ’
0 0 0 4.6667
0 0 0 1
0 0 1 0
P= 1 0 0 0 - ©
0 1 0 0

Si se desea resolver el sistema Ax = b a partir de la descomposicion PA = LU,
se obtiene P~1LUx = b, o sea, P*LUx = b. Sean z = LUx y y = Ux. La
solucién de Ax = b tiene tres pasos:

= Resolver P"z = b, o sea, z = Pb.
= Resolver Ly = z.
s Resolver Uz = y.

Ejemplo 2.7. Para la matriz A del ejemplo anterior, resolver Ax = b con
b=[4 -8 —7 —g|".

-8
-7
z=Pb= 4
-8
-8
-3.8
Ly =z , entonces y = 14
-9.3333
1
0
Ur =1y , entonces = = 1 &
-2

En Scilab, la factorizacion se puede obtener mediante la orden
(L, U, P] = 1u(A)
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54 2.11. METODO DE CHOLESKY

2.11. Meétodo de Cholesky

Este método sirve para resolver el sistema Ax = b cuando la matriz A es
definida positiva (también llamada positivamente definida). Este tipo de
matrices se presenta en problemas especificos de ingenieria y fisica, princi-
palmente.

2.11.1. Matrices definidas positivas
Una matriz simétrica es definida positiva si

r"Ar >0, VzeR" z#0. (2.5)
Para una matriz cuadrada cualquiera,

ay;pr a1 ... Qin T
Ao21 Q29 ... Q9 i)

T Ar = [:cl Ty ... :cn] "

Ap1 Ap2 ... Qpp I

1121 + aj9x9 + - + a1y,

a21T1 + a29T9 + -+ a2n,Tn
= |: r1T T ... Tp }

ap1T1 + Ap2X2 + -+ Apnn

n n
= E E Qi X525,

i=1 j=i
Si A es simétrica,
n n—1 n
T _ 2
v Ax = a;x; + 2 Qi T;T;.
i=1 i=1 j=i+1

Ejemplo 2.8. Sea I la matriz identidad de orden n. Entonces 2" [z = 2"x =
|z||?. Luego la matriz I es definida positiva. <

Ejemplo 2.9. Sea A la matriz nula de orden n. Entonces "0 x = 0. Luego
la matriz nula no es definida positiva. <
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55 2.11. METODO DE CHOLESKY

Ejemplo 2.10. Sea

1 2
A = [ L2 } |
2"Ar = 2} + baj + 4aymy
= 22+ dxwy + 42k + 22
= (Il + 21‘2)2 + ZL’%
Obviamente 2" Ax > 0. Ademéas z* Az = 0 si y solamente si los dos sumandos

son nulos, es decir, si y solamente si x9 = 0y x; = 0, o sea, cuando x = 0.
Luego A es definida positiva. <

Ejemplo 2.11. Sea

1 2
A = {2 4].
T Ar = x%+4x§+4x1x2
= ((L’l—f—QJ]Q)Q.

Obviamente x™ Az > 0. Pero si z = (6, —3), entonces 2" Az = 0. Luego A no
es definida positiva. <

Ejemplo 2.12. Sea
1 2
4 = {2 3}.
2" Ar = 2%+ 325 + dvy 7y

= (l’l + 21’2)2 - l’%

Si z = (6, —3), entonces " Az = —9. Luego A no es definida positiva. <

-2

Como A no es simétrica, entonces no es definida positiva. <

Ejemplo 2.13. Sea

Sean A1, Ag, ..., A\, los valores propios de A. Si A es simétrica, entonces todos
sus valores propios son reales.
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56 2.11. METODO DE CHOLESKY

Sea 9; el determinante de la submatriz de A, de tamano i x 7, obtenida al
quitar de A las filas i+ 1,7+ 2, ..., n y las columnas i + 1, t + 2, ..., n. O sea,

6 = det([a1]) = a,

ailr aig
52 = det s

a1 Qa22

ailz a2 Aais
03 = det | aa1 az aiz |,

azyp azz as3
0, = det(A).

La definicién 2.5 tiene relacién directa con el nombre matriz definida posi-
tiva. Sin embargo, no es una manera facil o practica de saber cuando una
matriz simétrica es definida positiva, sobre todo si A es grande. El teorema
siguiente presenta algunas de las caracterizaciones de las matrices definidas
positivas. Para matrices pequenas (n < 4) la caracterizacién por medio de
los 9; puede ser la de aplicacion mas sencilla. La tltima caracterizacién, lla-
mada factorizacion de Cholesky, es la mas adecuada para matrices grandes.
En [Str86], [NoD88] y [Mor01] hay demostraciones y ejemplos.

Proposicién 2.1. Sea A simétrica. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

n A es definida positiva.
= )\, >0, Vi.
= > 0, Vi.

» Fxiste U matriz triangular superior e invertible tal que A =U"U.

Un resultado relacionado con la factorizacién de Cholesky, pero un poco mas
general, agrega dos equivalencias adicionales. Permite garantizar cuando una
matriz es definida positiva.

Teorema 2.1. Sea A simétrica. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.
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57 2.11. METODO DE CHOLESKY

A es definida positiva.

Existe una matriz B invertible tal que A = B™B.

Eziste una matriz C' con columnas linealmente independientes tal que
A=C"C.

Existe una matriz F' con filas linealmente independientes tal que A =
FFT”.

2.11.2. Factorizacién de Cholesky

Scilab tiene la funcién chol para obtener la factorizacén de Cholesky.
Cuando no es posible aparecera un mensaje de error.

[ 4 -6; -6 25]
chol(a)

a
u

Antes de estudiar el caso general, veamos la posible factorizacién para los
ejemplos de la seccién anterior.

La matriz identidad se puede escribir como I = ["], siendo [ triangular
superior invertible. Luego existe la factorizacion de Cholesky para la matriz
identidad.

Si existe la factorizacién de Cholesky de una matriz, al ser U y U™ invertibles,
entonces A debe ser invertible. Luego la matriz nula no tiene factorizacion
de Cholesky.

Sea

Entonces

{Un 0]{%1 Ulz} _ {12}
Uiz Ugo 0 g 2 5
uj; = 1
Ur1U12 2,
u%2+u§2 = 5
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Se deduce que

uir = 1
Uy = 2,
U = 1,
1 2
vo— [0 1].

En consecuencia, existe la factorizacién de Cholesky de A.

Cuando se calculé uy; se hubiera podido tomar u;; = —1 y se hubiera podido
obtener otra matriz U. Se puede demostrar que si se escogen los elementos
diagonales u;; positivos, entonces la factorizacion, cuando existe, es tnica.

Sea
1 2
A_{2 4].
Entonces
up;; 0 U] U2 _ 1 2
Uiy U2 0 ue 2 4
Uiy = 2,
Se deduce que
Uyl = 1
U = 2,
Uz = 0,
1 2
vo— {O O}.

Por lo tanto, aunque existe U tal que A = U"U, sin embargo no existe la
factorizacién de Cholesky de A ya que U no es invertible.

A:[;é}

o8

Sea
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Entonces

up;;p 0 Uy Uiz
U2 U222 0 ue

2
U1y
U11U12
2 2
Ujg + U
Se deduce que
Uil = 1
U = 2,
2 _
Uyy = —1.

W N = —

N —

w N
1

Entonces no existe la factorizacion de Cholesky de A.

En el caso general,

U1 Uy -
Uik - Ugk

Upj -+ Upj o U

| Uin ccr Ugn  Ujn U | |

ulk' o ..

ukk DR

El producto de la fila 1 de U™ por la columna 1 de U da:

2

Luego

U1 = v/aA11-

El producto de la fila 1 de U™ por la columna j de U da:

U1y = Ayj.

Luego
_ .
Uy = — J =
U1

99

ulj DR

ukj DY

Uln

Ukn

an

unn
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Al hacer el producto de la fila 2 de UT por la columna 2 de U, se puede
calcular uss. Al hacer el producto de la fila 2 de U™ por la columna j de U,
se puede calcular uy;. Se observa que el calculo de los elementos de U se hace
fila por fila. Supongamos ahora que se conocen los elementos de las filas 1, 2,
..., k=1 de U y se desea calcular los elementos de la fila k£ de U. El producto
de la fila k£ de U™ por la columna k de U da:

2
E Ui, = Qkk

2 2
E:uik+ukk = Qgk-

Luego

El producto de la fila k£ de U™ por la columna j de U da:

k
E Uik Ui = Q-
i=1
Luego
k-1
Akj — E Wik Uij
=1

Up; = U_kk , k=2..n j=k+1,..n (2.9)

Si consideramos que el valor de la sumatoria es 0 cuando el limite inferior es
mas grande que el limite superior, entonces las féormulas 2.8 y 2.9 pueden ser
usadas para k=1, ..., n.

Ejemplo 2.14. Sea

16 —12 8§ —16
-12 18 -6 9
8 —6 5 —10
—16 9 —-10 46
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61 2.11. METODO DE CHOLESKY

Ullz\/l_:4

v

U112 — T =-3
8

U1z = Z =2
—16

U4 = T =4

U9 = 18 — (—3)2 =3
—6—(=3)(2)

U923 :f =0

9—(=3)(=4)

U2qg — =1

3

U,33:\/5—(22—|—02):1

—10 — ( 2(—4) +0(—1) )

U3q4 = 1 = -2
Ugg = /46 — ( (=4)2 + (=1)2 4+ (=2)2 ) =5.
Entonces,
4 -3 2 —4
0 3 0 —1
U = 0 01 -2 |° ©
0 0 0 5

La factorizacién de Cholesky no existe cuando en la formula 2.8 la cantidad
dentro del radical es negativa o nula. Utilizando el producto entre matrices,
las férmulas 2.8 y 2.9 se pueden reescribir asi:

t = au—U0:k—=1k)"U(:k-1k),
Uk = \/%a
arj —U1:k—=1,k)" U :k—1,5)

Uk

ukj =

Para ahorrar espacio de memoria, los valores uy, y ux; se pueden almacenar
sobre los antiguos valores de ay y ax;. O sea, al empezar el algoritmo se tiene
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62 2.11. METODO DE CHOLESKY

la matriz A. Al finalizar, en la parte triangular superior del espacio ocupado
por A estard U.

t = au—Ul:k=1,k)"U(l:k—1k), (2.10)
agr = Vi, (2.11)
ap; —U1:k—1,k)"UQ1:k—1,7)

ar; = -~ (2.12)

El siguiente es el esquema del algoritmo para la factorizacién de Cholesky. Si
acaba normalmente, la matriz A es definida positiva. Si en algin momento
t < e, entonces A no es definida positiva.

FACTORIZACION DE CHOLESKY
datos: A, ¢
para k=1,...n
célculo de t segin (2.10)
si t<e ent salir
Qg = \/E
para j=k+1,...n
célculo de ax; segin (2.12)
fin-para j
fin-para £

La siguiente es la implementacién en Scilab, utilizando las operaciones ma-
triciales de Scilab:

function [U, ind] = Cholesky(A)

//

// Factorizacion de Cholesky.

//

// Trabaja unicamente con la parte triangular superior.
//

// ind = 1 si se obtuvo la factorizacion de Choleky
// = 0 si A no es definida positiva

//

/[ xxskokokskokosk sk okok ok

eps = 1.0e-8
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/[ Kk skk sk ok sk ok sk ok k

size(A,1)
zeros(n,n)

n
U

for k = 1:n
t = ACk,k) - U(1:k-1,k)’*U(1:k-1,k)
if t <= eps
printf (’Matriz no definida positiva.\n’)
ind = 0
return
end
U(k,k)= sqrt(t)
for j = k+l:n
Uk,j) = ( ACk,§) - U(L:k-1,k)’*U(1:k-1,3) )/U(k,k)
end
end
ind = 1
endfunction

2.11.3. Numero de operaciones de la factorizacion
Para el calculo del niimero de operaciones, supongamos que el tiempo nece-

sario para calcular una raiz cuadrada es del mismo orden de magnitud que
el tiempo de una multiplicacion.

Sumas y restas | Multiplicaciones,
divisiones y raices
calculo de wuqg 0 1
calculo de us 0 1
calculo de uq,, 0 1
calculo de w9 1 2
calculo de uos3 1 2
calculo de uqg, 1 2
L | | |
’ calculo de 1y, ‘ n—1 ‘ n ‘




64 2.11. METODO DE CHOLESKY

Agrupando por filas:

Sumas y restas | Multiplicaciones,
divisiones y raices
célculo de U;. n(0) n(1)
calculo de Us. (n—1)1 (n—1)2
calculo de Us. (n—2)2 (n—2)3
célculo de U,,. I(n—1) 1(n)

Numero de sumas y restas:

3

|
_

w

w

Numero de multiplicaciones, divisiones y raices:

Xn:( 1=y
n —)i=— 4+ — + — ~ —.
£ 2376
Numero total de operaciones:

n3 N n? N n n3

32 6 3°
2.11.4. Solucion del sistema

Una vez obtenida la factorizacion de Cholesky, resolver Ax = b es lo mismo
que resolver UUx = b. Al hacer el cambio de variable Uz = y, se tiene
U™y = b. La solucion del sistema Az = b se calcula en dos pasos:

resolver  U'y = b, (2.13)

resolver Ur =y. (2.14)

Resolver cada uno de los dos sistemas es muy facil. El primero es triangular
inferior, el segundo triangular superior. El niimero total de operaciones para
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resolver el sistema estd dado por la factorizacién mas la solucion de dos
sistemas triangulares.

n? n?
Nimero de operaciones =~ 3 +2n? & 3
Esto quiere decir que para valores grandes de n, resolver un sistema, con
A definida positiva, por el método de Cholesky, gasta la mitad del tiempo
requerido por el método de Gauss.

El método de Cholesky se utiliza para matrices definidas positivas. Pero no es
necesario tratar de averiguar por otro criterio si la matriz es definida positiva.
Simplemente se trata de obtener la factorizacion de Cholesky de A simétrica.
Si fue posible, entonces A es definida positiva y se continta con la solucién
de los dos sistemas triangulares. Si no fue posible obtener la factorizacion de
Cholesky, entonces A no es definida positiva y no se puede aplicar el método
de Cholesky para resolver Ax = b.

Ejemplo 2.15. Resolver

16 —-12 8 1 76
—-12 18 -6 Ty | = | —66
8§ —6 8 T3 46

La factorizacién de Cholesky es posible (A es definida positiva):

4 -3 2
U=1]10 3 0
0o 0 2
Al resolver U™y = b se obtiene
y = (19, =3, 4).

Finalmente, al resolver Uz = y se obtiene

r= (3, —1, 2). &

La implementacion en Scilab de la solucién de un sistema con matriz simétrica
y definida positiva se puede hacer por medio de una funcién que llama tres
funciones:
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66 2.12.  SOLUCION POR MINIMOS CUADRADOS

function [x, info] = solCholesky(a, b)
// Solucion de un sistema de ecuaciones por
// el método de Cholesky
//
// Se supone que a es simetrica y se utiliza
// unicamente la parte triangular superior de a.

//

// info valdra 1 si a es definida positiva,

// asli Xx sera un vector columna
// con la solucion,

// 0 si a no es definida positiva.
//

[a, info] = Cholesky(a)

if info == 0, return, end

y = sol_UT_y_b(a, b)
x = solTriSup(a, y)
endfunction

La segunda funcién, y = sol_UT_y_b(U, b) resuelve el sistema U'y = b,
pero se tiene la informacién de U. Si se sabe con certeza que la matriz es
definida positiva, en lugar de Cholesky, es preferible usar la funcién de Scilab
chol, que es mas eficiente.

2.12. Soluciéon por minimos cuadrados

Consideremos ahora un sistema de ecuaciones Axr = b, no necesariamente
cuadrado, donde A es una matriz m X n cuyas columnas son linealmente
independientes. Esto implica que hay mas filas que columnas, m > n, y que
ademas el rango de A es n. Es muy probable que este sistema no tenga solu-
cion, es decir, tal vez no existe x que cumpla exactamente las m igualdades.
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67 2.12.  SOLUCION POR MINIMOS CUADRADOS

Se desea que

Ax =
Ar—b =
[Az —b] =
[Az —bll> =
|Az — b)) =

oo o o<

Es posible que lo deseado no se cumpla, entonces se quiere que el incumplim-
iento (el error) sea lo méas pequeno posible. Se desea minimizar esa cantidad,

min ||Az — bl . (2.15)

El vector x que minimice || Az —b||3 se llama solucién por minimos cuadrados.
Como se verd mas adelante, tal z existe y es unico (suponiendo que las
columnas de A son linealmente independientes).

2.12.1. En Scilab

La orden para hallar la solucién por minimos cuadrados es la misma que
se usa para resolver sistemas de ecuaciones cuadrados, a saber, a\b. Por
ejemplo, para resolver el sistema

2 3 43
45 Bl] = | 77
6 7| L 109
basta con
a=[23;45;761, b=1[4377 109 ]’

X a\b

El resultado obtenido es

\]

.6019417
.3009709

©
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68 2.12.  SOLUCION POR MINIMOS CUADRADOS

2.12.2. Ecuaciones normales

Con el animo de hacer mas clara la deduccién, supongamos que A es una
matriz 4 x 3. Sea f(z) = ||Az — b||3,
f(l’) :((lexl + 122 + a13T3 — b1)2 + (a21x1 + a29T9 + a923x3 — b2)2+
(aglxl + Q302 + A33T3 — b5)2 + ((141331 + Q40%2 + 433 — 64)2.
Para obtener el minimo de f se requiere que las tres derivadas parciales,
Of 0z, Of/0xy y Of/0x3, sean nulas.
of

—— =2(a1121 + a12T2 + a13x3 — by)an

8x1
+ 2(@21ZE1 + a929T9 + 933 — bg)agl
—+ 2(&31%1 + a39x2 -+ as3rs — bg)&gl

+ 2(ag171 + G402 + ag3t3 — by)ay;.

Escribiendo de manera matricial,

af

ax —2(A1 r — bl)an + 2(A2 T — bg)agl + 2(A3 T — b3)a31
1

+ 2(1441’ - b4)a41.

Si B es una matriz y v un vector columna, entonces (Bu); = B;.u.

of

o = 2(((/1:1:)1 — br)ay + ((Ax)s — ba)ag: + ((Ax)s — bz)az

+((Ax)s — baas )

4
= 2 Z(Al’ - b)l a1,
= 2 Z (Az —b);

= 22 (AT1)i(Az — b);,

= QATl(AZL’ - b),
— 2(A7(Az — 1)),
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69 2.12.  SOLUCION POR MINIMOS CUADRADOS

De manera semejante

a T
of -
_8x3 = 2(A (Az — b))3

[gualando a cero las tres derivadas parciales y quitando el 2 se tiene

(A"(Az—1b)), = 0,
(A"(Az —1b)), = 0,
(A"(Az —b)), = 0

Es decir,

A™(Az—b) = 0,
ATAz = A"b. (2.16)

Las ecuaciones (2.16) se llaman ecuaciones normales para la solucién (o
seudosolucién) de un sistema de ecuaciones por minimos cuadrados.

La matriz A" A es simétrica de tamano n x n. En general, si A es una matriz
m x n de rango r, entonces A" A también es de rango r (ver [Str86]). Como
se supuso que el rango de A es n, entonces AT A es invertible. Mas aiun, A™A
es definida positiva.

Por ser AT A invertible, hay una tnica solucién de (2.16), o sea, hay un
solo vector = que hace que las derivadas parciales sean nulas. En general,
las derivadas parciales nulas son simplemente una condiciéon necesaria para
obtener el minimo de una funcién (también lo es para méximos o para puntos
de silla), pero en este caso, como AT A es definida positiva, f es convexa, y
entonces anular las derivadas parciales se convierte en condicion necesaria y
suficiente para el minimo.

En resumen, si las columnas de A son linealmente independientes, entonces
la solucién por minimos cuadrados existe y es tinica. Para obtener la solucion
por minimos cuadrados se resuelven las ecuaciones normales.

Como AT A es definida positiva, (2.16) se puede resolver por el método de
Cholesky. Si m > n y al hacer la factorizacion de Cholesky resulta que
ATA no es definida positiva, entonces las columnas de A son linealmente
dependientes.
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70 2.12.  SOLUCION POR MINIMOS CUADRADOS

Si el sistema Ax = b tiene solucion exacta, ésta coincide con la solucién por
minimos cuadrados.

Ejemplo 2.16. Resolver por minimos cuadrados:

2 1 0 3.1
—1 =2 3| || | 89
2 2 1 2T 231

5 4 -2 3 0.1

Las ecuaciones normales dan:

34 20 —15 7 4.0
20 25 —12 Ty | = | =205
~15 —12 14 T3 23.4

La soluciéon por minimos cuadrados es:
r = (2.0252, —1.0132, 2.9728).

El error, Az — b, es:
—0.0628
0.0196
—0.0039
0.0275

Ejemplo 2.17. Resolver por minimos cuadrados:

2 1 3 3
—1 =2 o[ | o9
-2 2 6| ||| -3
5 4 6 3 0
Las ecuaciones normales dan:
34 20 48 T 3
20 25 15 zo | = | =21
48 15 81 T3 27

Al tratar de resolver este sistema de ecuaciones por el método de Choleskys;
no se puede obtener la factorizacién de Cholesky, luego AT A no es definida
positiva, es decir, las columnas de A son linealmente dependientes. Si se
aplica el método de Gauss, se obtiene que AT A es singular y se concluye que
las columnas de A son linealmente dependientes. <
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71 2.12.  SOLUCION POR MINIMOS CUADRADOS

Ejemplo 2.18. Resolver por minimos cuadrados:

2 1 3
-1 -2 Ty | 0
5 4 6

Las ecuaciones normales dan:
{34 20} {xl}:{%}
20 25 T 15
La solucién por minimos cuadrados es:
r=(2, —1).

El error, Az — b, es:

o O O

0

En este caso, el sistema inicial tenia solucién exacta y la solucién por minimos
cuadrados coincide con ella. <

La soluciéon por minimos cuadrados de un sistema sobredeterminado tam-
bién se puede hacer en Scilab mediante (a’*a)\(a’*b) o por medio de
pinv(a)*b, pero ambas son menos eficientes que a\b.

La implementacion eficiente de la solucién por minimos cuadrados, via ecua-
ciones normales, debe tener en cuenta algunos detalles. No es necesario cons-
truir toda la matriz simétrica AT A (n? elementos). Basta con almacenar en
un arreglo de tamano n(n + 1)/2 la parte triangular superior de A" A.

Este almacenamiento puede ser por filas, es decir, primero los n elementos de
la primera fila, enseguida los n — 1 elementos de la segunda fila a partir del
elemento diagonal, después los n — 2 de la tercera fila a partir del elemento
diagonal y asi sucesivamente hasta almacenar un solo elemento de la fila n. Si
se almacena la parte triangular superior de AT A por columnas, se almacena
primero un elemento de la primera columna, enseguida dos elementos de la
segunda columna y asi sucesivamente. Cada una de las dos formas tiene sus
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72 2.13. SISTEMAS TRIDIAGONALES

ventajas y desventajas. La solucién por el método de Cholesky debe tener en
cuenta este tipo de estructura de almacenamiento de la informacion.

Otros métodos eficientes para resolver sistemas de ecuaciones por minimos
cuadrados utilizan matrices ortogonales de Givens o de Householder.

2.13. Sistemas tridiagonales

Un sistema Az = b se llama tridiagonal si la matriz A es tridiagonal, o sea,
si
a;; =0 cuando i — j| > 1,

es decir, A es de la forma

an a2 0 0 0
ag1 az a0 0
4 0 as asz as 0

- 0 0 43 Qyq 0

0O 0 0 0 - apy

Estos sistemas se presentan en algunos problemas particulares, por ejemplo,
al resolver, mediante diferencias finitas, una ecuacion diferencial lineal de
segundo orden con condiciones de frontera o en el cdlculo de los coeficientes
de un trazador cibico (“spline”).

Obviamente este sistema se puede resolver mediante el método de Gauss. Pero
dadas las caracteristicas especiales es mucho mas eficiente sacar provecho de
ellas. Se puede mostrar que, si A admite descomposicién LU, entonces estas
dos matrices también guardan la estructura de A, es decir, L, ademas de ser
triangular inferior, tiene ceros por debajo de la “subdiagonal” y U, ademas
de ser triangular superior, tiene ceros por encima de la “superdiagonal”.

Para simplificar, denotemos con f; los elementos de la suddiagonal de L, d;
los elementos de la diagonal de U y u; los elementos de la superdiagonal de
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73 2.13. SISTEMAS TRIDIAGONALES

U. Se conoce Ay se desea conocer L y U a partir de la siguiente igualdad:

1 0 00 0 0] [d wi 0 0 - 0 0
i1 00 0 0|0 d us 0 0 0

0 f, 1 0 0 0|0 0 d5 u 0 0

0 0 f; 1 0 o/|l0 0 0 d 0 0 |=-4a.
0 0 0 0 1 ol|lo o 0 o Aot Un

0 0 0 0 for 110 0 0 o0 0 d,

Sean F; la fila ¢ de L y C; la columna j de U. Entonces los productos de las
filas de L por las columnas de U producen las siguientes igualdades:

IO di = any
F1Cy Uy = a2
FC; - fidy = an
FyCs Jiur +dy = ax
FyCs U = Q23
F3C; Jady = az;
F3Cs - Jaus + d3 = ass
F3Cy - U3 = a4
FiCiy: ficidio1 = aii
F,C; : Jiciui—r +d; = ag
FiCiy Ui = Q441

A partir de las igualdades anteriores se obtienen los valores wu;, f; y d;:

dl = aiq,
Ui = Q41 s i=1,..,n—-1, (2.17)
f‘ _ it

) dl Y

diy1 = Qi 1541 — fiu
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74 2.13. SISTEMAS TRIDIAGONALES

Resolver Az = b es equivalente a resolver LUz = b. Entonces, si Ux = y, se
resuelve Ly = by después Uz = y. Al explicitar las anteriores igualdades se
tiene:

Yy = bl)
fic1Yio1 +yi = b,
dnwn = YUn,

di; + Wi =Y -

Las férmulas explicitas son:

Yy = b17
yi = b — fic1yio1, 1=2,...,n,

_ 2.18
=, 215)
gy = LWL -2, 1.

d; ’

Ejemplo 2.19. Resolver el sistema Az = b, con

2 4 0 0 -8
3 5 6 0 1
A=19 4 5 1| b=1 5
0 0 —1 —2 ~10
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75 2.13. SISTEMAS TRIDIAGONALES

Entonces
dy =2,
U1:4,

3
f1:7:1'5a
dy=5—-15x4=—1,
U2—6,

—4
f2:__1: )
d3:—5—4><6:—29,
us = 1,

f3 = -1 _ 0.034483
57 99 ’
dy = —2 — 0.034483 x 1 = —2.034483,

Ahora la solucién de los sistemas Ly =b, Ux =y:

Yy = =38,

ys=1—1.5x (—8) = 13,

ys— —2 —4x 13 = 54,

ys = —10 — 0.034483 x —54 = —8.137931,

—8.137931
oy = =
1T 2034483~
—54 —1x4
py= "~ 9,
—29
13—-6x2 ]
Ty == —8 = —
2 _1 )
8 —4x (—1
T = 8 2X ( ) ==-2. <

Las férmulas (2.17) y (2.18) se pueden utilizar sin ningtin problema si todos
los d; son no nulos. Algin elemento diagonal de U resulta nulo si la matriz
A no es invertible o si simplemente A no tiene factorizacion LU.
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76 2.13. SISTEMAS TRIDIAGONALES

Ejemplo 2.20. Consideremos las dos matrices siguientes:

2 -3 , [0 2
A:{—g 12}’ A‘{3 4]'

La matriz A no es invertible y ds resulta nulo. La matriz A’ es invertible pero
no tiene factorizacion LU. En este tltimo caso, se obtiene d; = 0. <&

Si la matriz A es grande no se justifica almacenar todos los n? elementos.
Basta con almacenar la diagonal, la subdiagonal y la superdiagonal, es decir
3n—2 numeros. Mejor ain, en el mismo sitio donde inicialmente se almacenan
los elementos diagonales de A se pueden almacenar los elementos diagonales
de U a medida que se van calculando, donde se almacenan los elementos
subdiagonales de A se pueden almacenar los elementos subdiagonales de L,
los elementos superdiagonales de A son los mismos elementos superdiagonales
de U, donde se almacena b se puede almacenar y y posteriormente z.

En resumen, una implementacion eficiciente utiliza 4 vectores d, f, u y b. El
primero y el cuarto estdn en R”, los otros dos estdan en R"~!. Al comienzo d,
f, u contienen datos de A y los términos independientes estan en b. Al final
d, f, u contienen datos de L, U y la solucién final (los x;) estara en b.
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SOLUCION DE SISTEMA TRIDIAGONAL
datos: d, f,u,b, ¢

si |di| <e ent parar
para 1 =1,....n—1
Ay
1T dZ
diy1 = dip1 — fi* u
si |diy1| <e ent parar
fin-para
para i =2,...,n
bi =bi — fi-1bi

fin-para

b
b, = -~

dp
para i=n—1,n—2,..,1

by — u;bipq
b= ———
di

fin-para

2.14. Calculo de la inversa

En la mayoria de los casos no es necesario calcular explicitamente la
inversa de una matriz, pues basta con resolver un sistema de ecuaciones. De
todas formas, algunas veces es indispensable obtener la inversa.

A continuacién se presenta el algoritmo para el caculo de la inversa, tomado
y adaptado de [Ste98], basado en la factorizaciéon LU = PA (con pivoteo
parcial). Se utiliza un vector p en Z"~! que tiene toda la informacién in-
dispensable para obtener la matriz P, pero no representa directamente la
permutacién. Al principio p es simplemente (1,2,...,n — 1).

Sélamente se utiliza memoria para una matriz. Al principio esta A; al final
del algoritmo, si indic = 1, estd la inversa. Cuando indic = 0, la matriz es
singular o casi singular.

Se utiliza la notacion de Matlab y Scilab para las submatrices de A. Para los
elementos de A y p se utiliza la notaciéon usual con subindices.
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datos: A, ¢
resultados: la inversa almacenada en A, indic

PARTE 1: FACTORIZACION

p=(1,2,..,n—1)
para k=1:n—1
determinar m tal que |a,x| = max{ |ax|:i =k, ...,n}
si |amk| <e
indic = 0, parar
fin-si
Pr=m
sim>k
Ak, :) < A(m, 1)
fin-si
A(l{—i—l : n,k) :A(k+1 : n,k)/akk
Alk+1:nk+1:n)=Ak+1:nk+1:n)—Ak+1:nk)Ak,k+1:n)
fin-para
Si |an,| <e
indic = 0, parar
fin-si
indic =1

PARTE 2: CALCULO DE U1
para k=1:n
apr = 1/arg
para it =1:k—1
Qi = —ClkkA(i,i k- 1)A(2 ck— 1, k)
fin-para
fin-para

PARTE 3: CALcuLo DE U~1L!
para k=n—1:—-1:1

t=Ak+1:nk)

Alk+1:n,k)=0

A(: k) =A(: k) —A(:,k+1:n)t
fin-para
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PARTE 4: REORDENAMIENTO DE COLUMNAS

para k=n—1:—-1:1
A(:ak) <_>‘4(:>pk)
fin-si
fin-para
Ejemplo 2.21.
A inicial
-2.0000 -4.0000 4.0000 -2.0000
-5.0000 1.0000 2.0000 1.0000
4.0000 -3.0000 0.0000 -4.0000
-2.0000 -3.0000 1.0000 -1.0000
p inicial :
1 2 3
Factorisacién
k =1
m = 2
p :
2 2 3

intercambio de filas : 1 2

A después de
-5.0000
-2.0000

4.0000
-2.0000

A después de

-5.0000
0.4000
-0.8000
0.4000

=
B Il
N

intercambio

1.0000 2.0000 1.0000
-4.0000 4.0000 -2.0000
-3.0000 0.0000  -4.0000
-3.0000 1.0000 -1.0000
operaciones

1.0000 2.0000 1.0000
-4.4000 3.2000  -2.4000
-2.2000 1.6000 -3.2000
-3.4000 0.2000  -1.4000
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2 2 3

A después de operaciones
-5.0000 1.0000 2.0000
0.4000  -4.4000 3.2000
-0.8000 0.5000 0.0000
0.4000 0.7727  -2.2727

k =3

m =4

p :
2 2 4

intercambio de filas : 3 4

A después de intercambio
-5.0000 1.0000 2.0000
0.4000  -4.4000 3.2000
0.4000 0.77271 -2.2727
-0.8000 0.5000 0.0000

A después de operaciones
-5.0000 1.0000 2.0000
0.4000  -4.4000 3.2000
0.4000 0.7r271 -2.2727
-0.8000 0.5000  -0.0000

A después de calcular inv. de U
-0.2000 -0.0455 -0.2400
0.4000 -0.2273 -0.3200
0.4000 0.7727  -0.4400
-0.8000 0.5000  -0.0000

A después de

-0.2600

0.3200
-0.0600
-0.5000

0.1900
-0.0800
0.3900
0.2500

calcular U1lxL1

-0.2400
-0.3200
-0.4400

0.0000

inversa: después de reordenamiento

0.1900
-0.0800

-0.2600
0.3200

-0.1000
0.2000

80

-0.
-0.

.0000
.4000
.0000
.4545

.0000
.4000
.4545
.0000

.0000
.4000
.4545
.0000

.1000
.2000
.1000
.5000

.1000
.2000
.1000
.5000

2400
3200
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0.3900 -0.0600 -0.1000 -0.4400
0.2500 -0.5000 -0.5000 0.0000

Expresiones explicitas de L, U, P

L
1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.4000 1.0000 0.0000 0.0000
0.4000 0.7727 1.0000 0.0000
-0.8000 0.5000  -0.0000 1.0000

U
-5.0000 1.0000 2.0000 1.0000
0.0000  -4.4000 3.2000 -2.4000
0.0000 0.0000 -2.2727 0.4545
0.0000 0.0000 0.0000 -2.0000

P

OOl—‘O“
O O O -
= O O O
O = O O

Ejercicios

2.1 Considere los sistemas de ecuaciones Ax = b con los siguientes datos.
Trate de obtener la solucién por varios métodos. Algunos métodos no
se pueden aplicar.

3 1 —2 —9 4
0 -3 5 0 5
A=10 o0 1 1|7
0 0 0 —5 15
2.2
00 0 12
1 =30 0 ~3
A=\_3 34 o =] 93
3 05 —1 0
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2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

5 —4 5 0 17
4 01 2 —923
A= 5 g5 5|°"=| 18
4 4 3 -1 —24
1 -2 4 1 )
4 2 -3 _3 —6
A=13 o5 3 _3[: 0 ~16
24 0 46 —20 —140
16 -8 —16 —16 —32
A | -8 20 28 -12) | 146
|16 28 48 —12|° 184
~16 —12 —12 66 —208
40 —8 —52 120
A=1| -8 3 9|, b=| —-17
52 9 69 163
6 4 0 16 80
4 10 12 -8 ~16
A= 0 12 41 —1| P= | _s3
16 -8 —1 21 87
—15 —12 0 00 87
15 4 —16 0 0 ~15
A= 0 4 7 —4 0|, b=|-44
0 0 3 20 2 46
0 0 0 05 -5
25 5 0 0 0 115
102 0 0 0 46
A=100 -5 4 0|, b=] 16
00 —4 12 —10 48
00 0 2 =2 8
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2.10

2.11

2.12

9 15 =15 0 0 0 397

15 26 —23 4 0 0 73

Ao |1 -2 38 2 12 0| |-31
0 4 2 45 —12 0|’ 20

0 0 —12 —12 36 4 -8

0 0 0 0 4 29] | 116

Utilice el método de Cholesky. Compare la forma de U con la forma de
A. Obtenga informacién sobre las matrices banda

Resuelva el sistema Az = b obteniendo la factorizacién PA = LU.
Usdndola resuelva Az = d.

4 -5 5 —38 3
A=12 -1 =5|, b= 2|, d=1]-9
4 4 -3 14 14

En Scilab construya G' una matriz aleatoria grande, por ejemplo, n =
2000 o 3000, con entradas en |0, 1[. Si es necesario, modifique stacksize.
Construya S = G+ G" (simétrica). Construya A = S+ 2nl,. Averigiie
sobre matrices de diagonal dominante. Demuestre que A lo es. jEs
definida positiva? Construya aleatoriamente un vector columna b. Mi-
da el tiempo de a\b. Mida el tiempo de chola(a). ;Coincide mas o
menos con lo esperado?
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Capitulo 3

Métodos iterativos para
sistemas de ecuaciones lineales

Los métodos de Gauss y Cholesky hacen parte de los métodos directos o
finitos. Al cabo de un numero finito de operaciones, en ausencia de errores
de redondeo, se obtiene x* solucion del sistema Ax = b.

Los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR (sobrerrelajacién), hacen parte
de los métodos llamados indirectos o iterativos. En ellos se comienza con
20 = (29,29, ..., 2%), una aproximacién inicial de la solucién. A partir de x°
se construye una nueva aproximacién de la solucién, zt = (z1, 2, ..., 2l). A
partir de 2! se construye #? (aqui el superindice indica la iteracién y no indica
una potencia). Asf sucesivamente se construye una sucesién de vectores {x*},

con el objetivo, no siempre garantizado, de que

lim 2% = z*.

k—o0
Generalmente los métodos indirectos son una buena opcién cuando la matriz
es muy grande y dispersa o rala (sparse), es decir, cuando el nimero de
elementos no nulos es pequeiio comparado con n?, nimero total de elementos
de A. En estos casos se debe utilizar una estructura de datos adecuada que

permita almacenar inicamente los elementos no nulos.

84



85 3.1. METODO DE GAUSS-SEIDEL

3.1. Meétodo de Gauss-Seidel

En cada iteraciéon del método de Gauss-Seidel, hay n subiteraciones. En la
primera subiteracién se modifica inicamente x;. Las demas coordenadas x,,
xs3, ..., £, no se modifican. El cdlculo de x; se hace de tal manera que se
satisfaga la primera ecuacion.

0 0 0
:L'l - bl — (CL12£C2 + 1373 + -+ a1n$n>
1 = )
aii
1 _ 0 N
T, = T, 1=2,..,n

En la segunda subiteracion se modifica inicamente x,. Las demés coorde-
nadas xi, x3, ..., £, no se modifican. El calculo de x5 se hace de tal manera
que se satisfaga la segunda ecuacién.

1 1 1
2 by — (an1x] + agsxs + -+ + ag, ;)
2 3
22
2 _ .1 _
r; = z;, 1=123,...,n

Asi sucesivamente, en la n-ésima subiteracion se modifica inicamente x,,. Las
demas coordenadas x1, s, ..., ,_1 no se modifican. El calculo de z,, se hace
de tal manera que se satisfaga la n-ésima ecuacion.

n bn, — (anll’?_l + an3x§_1 + -4 annxzfl)
s =
! Ann ’
Ty = a:?—17 i=1,2,...,n—1.
Ejemplo 3.1. Resolver
10 2 -1 0 T 2%
1 20 =2 3 v || —15
—2 1 30 0 T3 - 53
12 320 Ty 47
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86 3.1. METODO DE GAUSS-SEIDEL

partiendo de 2° = (1, 2, 3, 4).
26— (2x2+ (1) x3+0x4)

! =25

xl 10 )

vt = (2.5, 2, 3, 4).
—15—(1x254+(-2)x3+3x4

2 = (1x25+(=2)x3+3x4) __; 17n

20
r? = (2.5, —1.175, 3, 4).
53— (—2x25+1x(—1.175) + 0 x 4)

5 =1.9725
'1.3 30 7
¥ = (2.5, —1.175, 1.9725, 4).
47 — (1% 2542 x (—1.175) + 3 x 1.9725
ot = (1x25+2x( ) +3x ) _ 2.0466,

20
r* = (2.5, —1.175, 1.9725, 2.0466).

Una vez que se ha hecho una iteraciéon completa (n subiteraciones), se utiliza
el ultimo x obtenido como aproximacion inicial y se vuelve a empezar; se
calcula x; de tal manera que se satisfaga la primera ecuacién, luego se calcula
Zo... A continuacién estan las iteraciones siguientes para el ejemplo anterior.

3.0323 —1.1750 1.9725 2.0466
3.0323 —1.0114 1.9725 2.0466
3.0323 —1.0114 2.0025 2.0466
3.0323 —1.0114 2.0025 1.9991

3.0025 —1.0114 2.0025 1.9991
3.0025 —0.9997 2.0025 1.9991
3.0025 —0.9997 2.0002 1.9991
3.0025 —0.9997 2.0002 1.9998

3.0000 —0.9997 2.0002 1.9998
3.0000 —1.0000 2.0002 1.9998
3.0000 —1.0000 2.0000 1.9998
3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000

3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000
3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000
3.0000  —1.0000 2.0000 2.0000
3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000
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87 3.1. METODO DE GAUSS-SEIDEL

Tedricamente, el método de Gauss-Seidel puede ser un proceso infinito. En
la préctica el proceso se acaba cuando de z* a z**" los cambios son muy
pequenos. Esto quiere decir que el x actual es casi la solucién x*.

Como el método no siempre converge, entonces otra detenciéon del proceso,
no deseada pero posible, esta determinada cuando el niimero de iteraciones
realizadas es igual a un niimero méaximo de iteraciones previsto.

El siguiente ejemplo no es convergente, ni siquiera empezando de una aprox-
imacién inicial muy cercana a la solucién. La solucién exacta es z = (1,1, 1).

Ejemplo 3.2. Resolver

-1 2 10 T 11
11 -1 2 Ty | = | 12
1 5 2 T3 8

partiendo de x° = (1.0001, 1.0001, 1.0001).

1.0012 1.0001 1.0001
1.0012 1.0134 1.0001
1.0012 1.0134 0.9660

0.6863 1.0134 0.9660
0.6863 —2.5189 0.9660
0.6863 —2.5189 9.9541

83.5031 —2.5189 9.9541
83.5031  926.4428 9.9541
83.5031 926.4428 —2353.8586

Algunos criterios garantizan la convergencia del método de Gauss-Seidel.
Por ser condiciones suficientes para la convergencia son criterios demasiado
fuertes, es decir, la matriz A puede no cumplir estos requisitos y sin embargo
el método puede ser convergente. En la practica, con frecuencia, es muy
dispendioso poder aplicar estos criterios.

Una matriz cuadrada es de diagonal estrictamente dominante por filas si en
cada fila el valor absoluto del elemento diagonal es mayor que la suma de los
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88 3.1. METODO DE GAUSS-SEIDEL

valores absolutos de los otros elementos de la fila,

n

|CLZ'Z"> Z |6Lij|, Vi.

=1

Teorema 3.1. Si A es de diagonal estrictamente dominante por filas, en-
tonces el método de Gauss-Seidel converge para cualquier x° inicial.

Teorema 3.2. Si A es definida positiva, entonces el método de Gauss-Seidel
converge para cualquier x° inicial.

Teéricamente el método de Gauss-Seidel se deberfa detener cuando ||z* —
x*|| < e. Sin embargo, la condicién anterior necesita conocer z*, que es pre-
cisamente lo que se esta buscando. Entonces, de manera practica el método
de GS se detiene cuando ||z* — 2| < e.

Dejando de lado los superindices, las formulas del método de Gauss-Seidel se
pueden reescribir para facilitar el algoritmo y para mostrar que ||z¥ — 2*|| y
||z* — 2%*7|| estdn relacionadas.

n

bi — E aija:j

j=1j#i
T; < ,
Qi
n
bi — E Q355 + Q;;T;
Jj=1
T; < ,
Qg5
T T ————
73
Sean
T, = bz —Ai..l’,
Tq
5 o= —
Q5

El valor r; es simplemente el error, residuo o resto que se comete en la -
ésima ecuacion al utilizar el z actual. Si r; = 0, entonces la ecuacion i-ésima
se satisface. El valor 9; es la modificacién que sufre x; en una iteracién.
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89 3.1. METODO DE GAUSS-SEIDEL

Sean r = (11,72, ...,7n), 0 = (61,02, ...,0,). Entonces z¥t" = 2% + §. Ademéds
2% es solucién si y solamente si 7 = 0, o sea, si y solamente si § = 0. Lo
anterior justifica que el método de GS se detenga cuando ||0|| < €. La norma

|0|| puede ser la norma euclidiana o cualquier otra norma.

Si en el criterio de parada del algoritmo se desea enfatizar sobre los errores o
residuos, entonces se puede comparar ||| con €/||(ai1, ..., ann)||; por ejemplo,

S
161 <

max |ag|

El esquema del algoritmo para resolver un sistema de ecuaciones por el méto-
do de Gauss-Seidel es:

datos: A, b, 2°, e, maxit
0

r=ux
para k=1, ... maxit
nrmD<— 0

para i =1,...n
nrmD<—nrmD+|d; |
fin-para i
si ntmD < e ent x* = z, salir
fin-para k&

A continuacién hay una versién, no muy eficiente, que permite mostrar los
resultados intermedios

function [x, ind, k] = GS(A, b, x0, eps, maxit)
//
// metodo de Gauss Seidel para resolver A x =D
//
// A matriz cuadrada,
// b vector columna de terminos independientes,
// x0 vector columna inicial
//
// ind valdra -1 si hay un elemento diagonal nulo o casi,

//
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// 1 si se obtuvo un aproximacion

// de la solucion, con la precision deseada,
//

// 0 si no se obtuvo una buena aproximacion.
//

// k indicara el numero de iteraciones

if min( abs(diag(A)) ) <= Yeps
ind = -1
x = []
return
end
x = x0
n = size(x,1)
ind = 1
for k = 1:maxit
//printf (’\n k = %d\n’, k)
D=0
for i = 1:n
di = ( b(i) - A(d, )*x )/A(i,1)
x(i) = x(i) + di
D = max(D, abs(di))
end
disp(x’)
if D < eps, return, end
end
ind = 0O

endfunction

En una implementacién eficiente para matrices dispersas, se requiere una
estructura en la que se almacenan tinicamente los elementos no nulos y que
permita efectuar el producto de una fila de A por un vector, es decir, que
permita remplazar eficientemente la orden A(i, :)*x.

90



91 3.2. NORMAS VECTORIALES

3.2. Normas vectoriales

El concepto de norma corresponde simplemente a la abstraccion del concepto
de tamano de un vector. Consideremos el vector que va de (0,0,0) a (2,3, —4).
Su tamano o magnitud es simplemente

V22 432+ (—4)2 = V/29.

Sea V' un espacio vectorial real. Una norma es una funcién p: V- — R tal
que

=

(x)>0 Ve eV,
() =0 sssi x =0,
(

(

T

=

plax) = |a|u( ), Ya€eR, Yz eV,
plr+y) < plx)+ p(y), Ve,y € V. (desigualdad triangular)

Ejemplos clasicos de normas en R™ son:

L |zl|l2 = ||z]] = Oy x?)lm norma euclidiana,

2. ||zll, = 00, \:cz-|p)1/p norma de Holder de orden p > 1,
3. |2lloe = [12|max = maxi<icn |23,

4. kl|lz]| conk >0 y || || unanorma,

5. ||z|[a = VaTAz  con A definida positiva.

Se puede mostrar que
Jim [zl = [follse = Izl

Sea x = (3,0, —4), entonces

lzfly =7,
|z]l2 = 5,
|| = 4.
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92 3.3. NORMAS MATRICIALES

3.2.1. En Scilab

Si x es un vector fila o columna, entonces

norm(x) calcula ||z]|2,
norm(x, 2) calcula ||z||2,
norm(x, 1) calcula ||z||1,
norm(x, 4) calcula ||z||4,

norm(x, ’inf’) calcula ||z|| -

3.3. Normas matriciales

En el conjunto de matrices cuadradas de orden n se puede utilizar cualquier
norma definida sobre R™*. Dado que en el conjunto de matrices cuadradas
estd definido el producto, es interesante contar con normas que tengan carac-
teristicas especiales relativas al producto entre matrices y al producto entre
una matriz y un vector. En particular en algunos casos es conveniente que se
tengan estas dos propiedades:

i) [lABI < [[A[l [|BI],
i) || Az]| < |JA]] []=]]-

Ejemplo 3.3. Sean

B ek

entonces

19 22 17
AB = {43 50} A= {39} ’

pero

|[AB|lc =50,  [[A]|x][Bllec = 4 x 8 = 32
1Azl =39, [|A]|ocl|z|lc = 4 X 6 =24. ©
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93 3.3. NORMAS MATRICIALES

Una norma || || definida sobre el R"*" (conjunto de matrices n x n) se llama
matricial o (submultiplicativa) si, ademés de las propiedades usuales de una
norma, para cualquier par de matrices A y B

1ABI[ < [[A[[ | BI]

Sean || ||, una norma matricial sobre R"*" y || ||, una norma sobre R".
Estas dos normas se llaman compatibles o consistentes si, para toda matriz
A € R y para todo = € R"

Azl < [[Al|m]|2[]o

Una manera comun de construir una norma que sean matricial y compatible
consiste en generarla a partir de un norma sobre R™. Sea || || una norma
sobre R™. La norma generado o inducida por esta norma se define de varias
maneras, todas ellas equivalentes:

[2E]
4] = sup (3)
e
|z
1Al = max (32
A [l
141l = sup [z (33
1Al = mas | Aal]. (34

Proposicién 3.1. La definicion anterior estd bien hecha, es decir, ||| ||||
es una norma, es matricial y es compatible con || ||.

Demostracion. Sea
Az
u(A) = sup 121
w40 |||

Ante todo es necesario mostrar que la funcién p estda bien definida, o sea,
para toda matriz A,
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H el H H" [
u(A) = sup
TP R
ol |42 )
O | ' — sup [|A€]
0 ||| 20 || ||| lgl=1

La funcién € — ¢(&) = || A€|| es continua y el conjunto S = {£ € R : ||| =
1} es compacto (cerrado y acotado), luego ¢(S) es compacto, en particular
acotado, es decir, u(A) = sup () < co. Ademads, el sup se alcanza en un
punto de S. Luego las 4 definiciones, (3.1) y siguientes, coinciden.

Claramente p(A) > 0. Veamos que pu(A) = 0 sssi A = 0. Si A = 0, entonces
u(A) = 0. Sea A # 0. Entonces A tiene por lo menos una columna no nula.
Sea A.; # 0y v =e¢’/||e?]| . Por definicién ||v|| = 1.

[le7]]

u(A)ZIIAvll—HA '
A, ‘
> 0.

el

_' lled]|
_ A4l

[le?]|

pAA) = max ||Mz]| = max Al || Az]] = [A] max - [[Az]] = [Alu(A).

Para mostrar que u(A + B) < u(A) + u(B) se usa la siguiente propiedad:

sup( f(x) 4+ g(x) ) < sup f(z) + sup g(z)

zeX zeX zeX
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95 3.3. NORMAS MATRICIALES

1A+ B) = sup |[(A+ B)z|| = sup [|Az + Bz|[ < sup (||Az|| +[|Bz])

ll=l|=1 llzl|=1 l|z|=1
< swp [[Azl[+ sup [|Bzl} = p(A) + u(B)

||||=1 ll|=

Hasta ahora se ha mostrado que p es una norma sobre R"*". Si se utilizo la
norma || || en R™, la norma generada o subordinada sobre R™*™ se denota
por ||| |||a. Cuando no hay ambigiiedad, es la notacién mas usual,
||Al|c indica la norma generada evaluada en la matriz A y ||z||n
indica la norma original evaluada en el vector columna z.

Veamos ahora que la norma original y la generada son compatibles. Obvi-
amente si x = 0, entonces |[Az|| < ||A]| ||z]|. Sea = # 0y & = z/||z|| de
norma uno.

| Ax]]
]|~

Xz
Il > flaell = || agZ | = S22l o plal el > 101

Queda por mostrar que esta norma generada es matricial.

|AB|| = max || ABa| = max || A(Br)]| < max |[A]] [|Bal

||| |=1

= [[A]l max [[Bz[| = [[A[] [|B]|. O

ll|l=1

Para las 3 normas vectoriales méas usadas, las normas matriciales generadas
son:

n

1Al = max > |ayl, (3.5)

1<j<n £

|Al|l2 = \/p(ATA) (norma espectral), (3.6)

1A]]oe = lrgagglz; |ai;l. (3.7)
=
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96 3.3. NORMAS MATRICIALES

Si la matriz A se considera como un vector, entonces se puede aplicar la
norma euclidiana. Esta norma resulta ser matricial. Esta norma se conoce
con el nombre de norma de Frobenius o también de Schur.

1/2
A[lF = (Z(aiﬁ) : (3.8)

i’j

Para cualquier norma generada ||I|| = 1. Como ||I||r = /n, entonces esta
norma no puede ser generada por ninguna norma vectorial
Ejemplo 3.4. Sea
1 2
=[5 4]
Entonces
10 —10
T —
A= { —-10 20 }

Sus valores propios son 3.8196601 y 26.18034. Luego

1Al =6,

[|All2 = 5.1166727,

1A]]oo = 7.

n
Proposicién 3.2. . ||A||; = maxz |ai;l
j y —

Demostracién.

lAll = max |[As]ly = max, z| Az),

= max Z]A x| = max

[a][1 =1

=1 |j=1
ZZ @ ZZ aij| |
Hznl—l — laij;] = el = — .71| il 1]

Bl S Z|%|Z|au| = Hrﬂax Z|x]|sj

[l =

96



97 3.3. NORMAS MATRICIALES

donde s; = > |aij|. Si ay, B; > 0 para todo j, entonces

> B < (mfxﬁj) (Z aj) :
=1 j=1

Luego

n
|All; < max ((maxsj) <Z y:m))
[zll1 =1 J .
7j=1
n
= max (maxsj> = maxs; = maxz ;]
j j

z|l1 =1
=8 j —

En resumen
n
1A]]1 < max " Jay].
—

Sea k tal que
n n
Z |ai| = maxz |aij|
i=1 "

AL = IIHIl\aX ||Az||1 > ||Az||; para todo x con ||z||; =1
x|[1 =1

n n
1Al 2 (1A ]l = (Al =) laul = mjaxz |as]
i=1 i=1

es decir,
1] = mgxz |ai;|. O
i=1
Proposicién 3.3. ||All; = /p(ATA).
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98 3.3. NORMAS MATRICIALES

Demostracion.
[1A]lz = max [[Az]];
l||l2=1
||Al|3 = max ||Az||3 = max 2"ATAx

|||l2=1 [lz]l2=1

La matriz AT A es simétrica y semidefinida positiva, todos sus valores propios
A1, ..., Ay son reales y no negativos. Se puede suponer que estan ordenados:

Por el teorema espectral, A™A es semejante, ortogonalmente, a la matriz
diagonal de sus valores propios. Las matrices se pueden reordenar para que

VT(ATA)V = diag(A1, ..., \n), con V ortogonal.

Sean v!, v?, ..., v" las columnas de V. Entonces v!, v2, ..., v" forman un

conjunto ortonormal de vectores propios, es decir,

(AT A’ = A\,

T -
v = 5”

Sea x tal que ||z|]s = 1, « = V™. Entonces ||a|ls =1 y Va=VV"x =z,
es decir,

n

i

T = E ;U
i=1
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99 3.3. NORMAS MATRICIALES

Entonces

ATAx = ATA i vt = i a; AT Av'
— —
= Zn: Oéi)\i'l}i
i=1
2TATAx = (i ozjvj> : (i ozi)\ivi> = i a?);
=1 i=1 ;
<\ zn: af =\
i=1

En resumen,
1413 <M

| A]l2 < VM

Por otro lado,

l|Alla > VaTATAx  para todo x con ||z||s =1
|A]]2 > VolTAT Aot = Vol" Aol = VA0 ol
|All2 >/ As U

n
Proposicién 3.4. ||Al|. = maxz ;]
7

j=1
Demostracién.
l|Alloo = max ||Az||oc = max max|(Ax)|
[[][oo =1 lllloo =
n
= max max|A.z| = max maX\Zal]x]\
[[z]foc =1 i [|z]]oo =1

7j=1

max maxZ|a”||xj|
|| lloo =11
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100 3.3. NORMAS MATRICIALES

Como [z;] < [[z]o

ll2lloo = [l =1

n
=max » _|ay;|
i =

n n

l|Allo < max max E lai;j| [|z]|lo = max ||x]]e max E |ai;l
v i3 Rt
‘7: ]:

Veamos ahora la otra desigualdad. Si A = 0, se cumple la igualdad. Sea k tal

que

n n
> lags| = m?XZ |aij]
j=1 j=1

y sea T definido por

0 st ag; =0

l’j:

a .
signo(ay;) = |aZ]| si ag; # 0.
J

[Alloo = [[A2]loc st 2]l = 1,
[[Alloe = [[AZ]]oe = max [(AZ);] = max[A;.7]

= |A,.z| para todo i,

~ o]

ki
2 iy
J=1

[Alloo > |Ar.7] =

kj

n n
D lanl| =D la]
j=1 j=1
n
= m.axz |aij.
i e

En las sumas de las desigualdades anteriores, los términos donde az; = 0 no

se consideran. U
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101 3.3. NORMAS MATRICIALES

Proposicién 3.5. . Si || ||o es una norma matricial, entonces eziste por lo
menos una norma vectorial compatible con ella.

Demostracién. Sean X = [z 0 0 --- 0] € R”"y ||z|| = || X||a. Se puede
comprobar que || || es una norma en R" y que es compatible con || ||a-

RESUMEN DE RESULTADOS

|| || (definida en (3.4)) es una norma.

|| || (definida en (3.4)) es matricial.

|| || (para matrices) es compatible con || || (para vectores columna).

] = 1.

n
1A[[1 = max > |a;|
J X
=1

n
[[Alloo = max » _ |ay|
¢ J

J=1

1Al = v/ p(ATA)

||Al|lz = max{oy, 09, ..., 0, } = max{valores singulares de A} (ver [AIK02]).

||Al]2 = p(A) si A= 0.

1Allr = /or(ATA) =

Si @ es ortogonal ||QA||r = ||AQ||rF = ||A||F-
1All2 < [[AllF < V/nl[All2
I|All2 = || A]|F sssi r(A) = 1.

< [|Allr < vnllAlL

1
—|A
Al
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102 3.4. CONDICIONAMIENTO DE UNA MATRIZ

1
— < <
\/ﬁHAHoo < [|Allr < VnllA|

1A < [JAIL 1A

p(A) < ||A]| para toda norma matricial || |].

Sea € > 0. Entonces existe una norma matricial || || tal que

1Al] < p(A) + ¢

|| ||F es multiplicativa (ver [Ste98]).

| Il v |2 son compatibles.

|| ||F no es la norma generada por ninguna norma || || ya que ||I||r =

Vi # L.

n max |a;;| es matricial (ver [Man04]).
ij

n rrly%x]aiﬂ es compatible con || |1, || ll2 ¥ || |loo -

3.3.1. En Scilab

Si A es una matriz, entonces

norm(A) calcula ||All2,
norm(A, 2) calcula ||All2,
norm(A, 1) calcula ||Al]1,

norm(A, ’inf’) calcula ||A||,
norm(A, ’fro’) calcula ||A||F.

3.4. Condicionamiento de una matriz

Cuando se resuelve un sistema de ecuaciones Ax = b se desea conocer cémo
son los cambios en la solucién cuando se cambia ligeramente el vector de
términos independientes b.
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103 3.4. CONDICIONAMIENTO DE UNA MATRIZ

De manera mads precisa, sea T la solucion de Az = by Z’ la solucion de
Ax =U. Se puede suponer que

b = b+ Ab,
¥ =7+ Ax.

Se espera que si ||Ab|| es pequena, entonces también ||Az|| lo sea. En realidad
es mejor considerar cambios relativos. Se espera que si el valor ||Ab||/]|b]| es
pequeno, entonces ||Ax||/||Z|| también lo sea. Las deducciones que siguen,
relacionan los dos cambios relativos.

Ar=7—-z=A"0Y—-—A"1
=AYb+ Ab) — A
= A1TAD.

Al utilizar una norma y la norma matricial generada por ésta se obtiene
1Az]| < [|ATH] [|Ab]].

Por otro lado

b= Ax
B[] < [ A |]2|]
1Al
1Z]] = [o]]

Multiplicando la primera y la ultima desigualdad

Ax 1 l|Ab
122y a0
I ol

El valor [|A|| ||A7!|| se llama condicionamiento o nimero de condicién de la
matriz A (invertible) y se denota

k(A) = [|A]] [|A7Y]. (3.9)
Entonces HA H HAbH
T
— < K(A)———. (3.10)
||| 10l

103



104 3.4. CONDICIONAMIENTO DE UNA MATRIZ

Ejemplo 3.5. Calcular k;(A), k2(A) y kao(A) para la matriz

e[,

6 4
Entonces
[ 2]
AThAT = ;g 1493421 }

espec(ATA) = {0.0199025, 200.9801}
espec(A™1 A7Y) = {0.0049756, 50.245024}

I|Al]5 = 14.176745
|A~Y||, = 7.0883725
ka(A) = 100.49005

l|A]ls = 16
A7 =17/2
ki (A) = 136

|A]|oo = 17
147 | =8
Foo(A) =136, ©

El condicionamiento, definido para normas matriciales inducidas de normas
vectoriales, tiene la siguientes propiedades:

» k(A) > 1.
» k(aA) = k(A) sia#0.
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105 3.4. CONDICIONAMIENTO DE UNA MATRIZ

» ro(A) =1 siy solamente si A es un multiplo de una matriz ortogonal
(o unitaria).

La desigualdad (3.10) indica que si k(A) es pequeno, entonces un cambio
relativo en b pequeno produce un cambio relativo en x pequeno.

Una matriz A es bien condicionada si k(A) es cercano a 1 y es mal condi-
cionada si k(A) es grande. Para el condicionamiento k5 (definido con la nor-
ma espectral) las matrices mejor condicionadas son las matrices ortogonales
puesto que ko(A) = 1.

Ejemplo 3.6. Resolver los sistemas Ax = by Az’ =¥, donde

[10 10 [ 2001 . [20.02
A_[IO —9]’ b‘{19.99]’ b_[19.98]'

Entonces

Ab=1[0.01 —0.01]",
N
o]
k(A) = 1.0752269.

= 0.0005,

Al resolver los dos sistemas se obtiene:

x = [1.9999474 0.0010526]",
x' =[1.9998947 0.0021053]",
Az = [-0.0000526 .0010526]",

A
[Az]] _ 0.0005270,
|| ]|
Ab
o A)% — 0.0005376.

La matriz A es muy bien condicionada y entonces cambios pequenos en b
producen cambios pequenos en x. <
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106 3.4. CONDICIONAMIENTO DE UNA MATRIZ

Ejemplo 3.7. Resolver los sistemas Ax = by Az’ =1, donde

A 10.01 10.00 b— 20.01 B — 20.02
1 10.00 9.99 |’ 1 19.99 | 1 1998 |
Entonces
Ab=1[0.01 —0.01]",
—||Ab|| = 0.0005,
|1]]

100000 —100100
k(A) = 4000002.

41— { —99900 100000 ]

Al resolver los dos sistemas se obtiene:

z=[1 17,
o' =[—1998 2002]",
Az = [-1999 2001]",
|||A ‘” = 2000.0002,
k(A )u = 2000.0008.

La matriz A es muy mal condicionada y entonces cambios pequenos en b
pueden producir cambios muy grandes en la solucién. <&

Ejemplo 3.8. Resolver los sistemas Ax = by Az” =", donde

4 [ 1001 10.00 ,_ [ 2001 y_ | 2002
~ 11000 9.99 | ~ 11999 | ~ | 20.00 |

Entonces
Ab=1[0.01 0.01]",

1220 — 0.0005,

A —99900 100000
~ | 100000 —100100

K(A) = 4000002.
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107 3.5. METODO DE JACOBI

Al resolver los dos sistemas se obtiene:

v=[ 1",
P =2 O,
Ae=[ -1,
lAsl]
el
H(A)% = 2000.0008.

La matriz A, la misma del ejemplo anterior, es muy mal condicionada y
entonces cambios pequenos en b pueden producir cambios muy grandes en la
solucion. Sin embargo los cambios en la solucién, aunque no despreciables, no
fueron tan grandes como en el ejemplo anterior, o sea, ||Az||/||z|| esta lejos
de la cota superior. <

En Scilab el condicionamiento para la norma euclidiana se calcula por medio
de cond( A ).

3.5. Meétodo de Jacobi

Este método se parece al método GS, también se utiliza la ecuacién i-ésima
para calcular z; y el calculo de x; se hace de la misma forma. Pero un valor
recién calculado de x; no se utiliza inmediatamente. Los valores nuevos de x;
solamente se empiezan a utilizar cuando ya se calcularon todos los n valores
Zi.

Ejemplo 3.9.
4 1 -1 7 1.2
A=| 2 5 0|, b= 19|, 2°= |15
-2 3 10 45 1.6
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108 3.6. METODO ITERATIVO GENERAL

Gauss-Seidel Jacobi

T i) I3 T i) XT3
1.2 1.5 1.6 1.2 1.5 1.6
1.775 1.5 1.6 1.775 15 1.6
1.775  3.09 1.6 1.775 332 1.6
1.775  3.09 3.928 1.775 3.32 4.29
1.9595 3.09 3.928 1.9925 3.32 4.29
1.9595 3.0162 3.928 1.9925 3.09 4.29
1.9595 3.0162 3.98704 1.9925 3.09 3.859

El primer vector calculado es igual en los dos métodos. Para calcular x5 en
el método GS se usa el valor x; = 1.775 recién calculado:

_19—2><1.775—O><1.6

En cambio en el método de Jacobi:
19 -2x1.2— 1.
oy = T2 0xL6 _ 539,
5
En el método de GS:
4 2 x 1. — )
oy = 5+2x 1.775 3X309:3.928.
10
En el método de Jacobi:
454+2%x12—-3x1.5
gy = 22X X0 499,

10

Ahora si, en el método de Jacobi, los valores calculados de x5 y 3 se utilizan
para volver a calcular z;. <

3.6. Método iterativo general

Muchos método iterativos, en particular, los métodos de Jacobi, GS, SOR se
pueden expresar de la forma

o* T = Ma® + p. (3.11)
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109 3.6. METODO ITERATIVO GENERAL

Al aplicar varias veces la formula anterior, se estda buscando un punto fijo de
la funcién f(x) = Mz + p. Utilizando el teorema de punto fijo de Banach,
uno de los resultados mas importantes del analisis matemaético, se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 3.3. Si existe una norma matricial || || tal que
| M| < 1.

entonces existe un unico punto fijo x* tal que x* = Mx* + p. Este punto se
puede obtener como limite de la iteracidn (3.11) para cualquier z° inicial.

En algunos casos el criterio anterior se puede aplicar facilmente al encontrar
una norma adecuada. Pero por otro lado, si después de ensayar con varias
normas, no se ha encontrado una norma que sirva, no se puede concluir que
no habra convergencia. El siguiente criterio es mas preciso pero puede ser
numéricamente mas dificil de calcular.

Teorema 3.4. La iteracion de punto fijo (3.11) converge si y solamente si

p(M) < 1.

El radio espectral de una matriz cuadrada M, denotado generalmente p(M),
es la maxima norma de los valores propios de M (reales o complejos),

p(M) = max {|\;| : \; € esp(M)},

1<i<n

donde esp(M) es el conjunto de valores propios de M.

La convergencia es lenta cuando p(M) es cercano a 1, es rapida cuando p(M)
es pequenio (cercano a 0).

Cualquier matriz cuadrada A se puede expresar de la forma
A=L+D+U,

donde L es la matriz triangular inferior correspondiente a la parte triangular
estrictamente inferior de A, D es la matriz diagonal correspondiente a los ele-
mentos diagonales de A y U es la matriz triangular superior correspondiente
a la parte triangular estrictamente superior de A.
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Para el método de Jacobi:

My =-D"YL+U), (3.12a)
py = D7 'b. (3.12b)
Para el método GS
Mgs = —(D + L) 'U, (3.13a)
pas = (D +L)™'b. (3.13b)

3.7. Método de sobrerrelajacién

Este método, conocido como SOR (Successive Over Relaxation), se puede
considerar como una generalizacién del método GS. Las férmulas que definen
el método GS son:

Ti:bi—Ai.ZL‘,
T

0 = —,
Qi

En el método SOR tunicamente cambia la tltima asignacion, introduciendo
un parametro w,

T, = bl — AZ’..’E,
T
57,' = ) .
p (3.14)

xlexl—i-wél

Si 0 < w < 1 se tiene una subrrelajacion, si 1 < w se tiene la sobrerrelajacion
propiamente dicha. Siw = 1, se tiene el método GS. Una escogencia adecuada
de w mejora la convergencia del método GS. Este método se usa en algunas
técnicas de solucién de ecuaciones diferenciales parciales.

Una condicién necesaria para que el método SOR converja, ver [Dem97], es
que

O<w<?2.
Para matrices definidas positivas el método SOR converge para cualquier w
en el intervalo 0, 2].
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111 3.7. METODO DE SOBRERRELAJACION

Ejemplo 3.10. Resolver el sistema Ax = b por el método SOR con w =14
partiendo de z° = (1,1,1,1).

5 -1 2 =2 25

0o 4 2 3 —10

A= 3 3 8 =2 |7 b= 35
-1 4 -1 6 —-33

Entonces

rn=b —A.x=25—-4=21

5
wd; = 5.88

1 =1+5.88=6.88

rg = —10—-9 = —19

—19
wdy = —6.65

Ty =1-6.65 = —5.65

r3 = 35 —9.69 = 25.31

25.31
03 = = " 3.163750

wos = 4.429250
x3 =14 4.429250 = 5.429250

ry = —33 — —28.909250 = —4.090750
—4.090750

b1 = ———— = —0.681792

wdy = —0.954508
x4 =1 —0.954508 = 0.045492
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112 3.7. METODO DE SOBRERRELAJACION

ry = 25— 50.817517 = —25.817517
—25.817517

0 = — 5 = —5.163503

wdy = —7.228905
1 = 6.880000 + —7.228905 = —0.348905

La siguiente tabla muestra las primeras 15 iteraciones completas

Sobrerrelajacion, w = 1.4

k 1 To T3 T4

0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1 6.880000 -5.650000 5.429250 0.045492
2 -0.348905 -5.088241 6.823724 -1.458380
3 1.076876 -4.710011 4.792473 -1.351123
4 1.810033 -3.552048 4 .649676 -2.337041
5 1.368852 -2.880061 4.240550 -2.768266
6 1.721105 -2.409681 3.821389 -3.050409
7 1.788640 -2.008170 3.644054 -3.337915
8 1.812353 -1.742759 3.462571 -3.507443
9 1.883878 -1.543881 3.333868 -3.638593
10 1.909584 -1.395632 3.248121 -3.738508
11 1.932877 -1.289998 3.179762 -3.807650
12 1.952699 -1.211802 3.131447 -3.859624
13 1.964616 -1.154687 3.096340 -3.897553
14 1.974261 -1.113133 3.070228 -3.925007
15 1.981287 -1.082649 3.051371 -3.945238

La tabla siguiente muestra los resultados de la solucién del mismo sistema
por el método GS. La solucién exacta es © = (2, —1,3, —4). Se aprecia que en
la iteracion 15 se tiene una mejor aproximacién de la solucién con el método
de sobrerrelajacion.
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113 3.7. METODO DE SOBRERRELAJACION

Gauss-Seidel

k I T2 Z3 Ty

0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1 5.200000 -3.750000 4.081250 -1.453125
2 2.036250 -3.450781 4.542168 -2.103076
3 1.651746 -3.193777 4.427492 -2.357609
4 1.647204 -2.945539 4.272474 -2.549694
5 1.682025 -2.723966 4.128304 -2.715634
6 1.717631 -2.527427 3.999765 -2.862150 o
7 1.749749 -2.353270 3.885783 -2.991898
8 1.778274 -2.198968 3.784786 -3.106845
9 1.803554 -2.062259 3.695303 -3.208684
10 1.825953 -1.941139 3.616023 -3.298912
11 1.845798 -1.833828 3.545783 -3.378851
12 1.863381 -1.738753 3.483552 -3.449676
13 1.878958 -1.654519 3.428416 -3.512425
14 1.892760 -1.579890 3.379568 -3.568019
15 1.904987 -1.513770 3.336289 -3.617274

El método SOR depende de la escogencia de w y queda entonces la pre-
gunta ;Cémo escoger w? La respuesta no es sencilla. Algunas veces se hace
simplemente por ensayo y error. Si se desea resolver muchos sistemas de ecua-
ciones parecidos, por ejemplo provenientes del mismo tipo de problema pero
con datos ligeramente diferentes, se puede pensar que un valor adecuado de
w para un problema, puede servir para un problema parecido. Entonces se
puede pensar en hacer ensayos con varios valores de w para “ver” y escoger
el w que se supone sirva para este tipo de problemas.

En algunos casos muy particulares se puede hacer un estudio tedrico. Tal es
el caso de la solucion, por diferencias finitas, de la ecuacién de Poisson en un
rectangulo. Alli se demuestra que

2
Wopt =
1+ sin

m +

Este resultado y otros tedricos se basan en el radio espectral de la matriz de
la iteracién de punto fijo.

Se puede mostrar que el método SOR se puede expresar como una iteracién
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de punto fijo con

Msor = (D +wL) ' ((1 —w)D — wU), (3.15a)
psor = w(D +wL)™'b. (3.15b)

La deduccion anterior proviene de descomponer
1 1
A=—-D+L + (1-—-)D+U
w w

= (D +wl) + = ((w-1)D +wD)

w
_D+wL+(w—1)D~I—wU
T w w
Entonces
Az =0
D L —1)D
( —:}w (w —HUU)x:b
(D+wL + (w—1D+wU)x:wb
(D+wLl)z = —((w—1)D +wlU)z + wb
(D+wl)z = ((1-w)D —wU)z + wb
z=(D+wl) ™ ((1-w)D—wl)z

+w(D+wL)™b.

Mgs = —(D + L)™',
Pas = (D -+ L>_1b.

Para el ejemplo 3.10, con w = 1.4,

—0.400000  0.280000 —0.560000  0.560000 7.000000

LT 0.000000 —0.400000 —0.700000 —1.050000 o —3.500000
0.210000  0.063000  0.261500  0.607250 4.287500

—0.044333  0.453367  0.583683  0.852358 —1.799583

En este caso, p(M) = 0.730810, lo que garantiza la convergencia.

La siguiente tabla nos muestra los valores del nimero de iteraciones y del
radio espectral para diferentes valores de w. El criterio de parada utilizado
fue max{|d;| : i =1,...,n} < 0.000001.
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SOBRERRELAJACION

w | k| p(M)
0.10 | 999 | 0.994
0.20 | 641 | 0.987
0.30 | 415 | 0.979
0.40 | 301 | 0.970
0.50 | 232 | 0.961
0.60 | 185 | 0.950
0.70 | 151 | 0.937
0.80 | 125 | 0.923
0.90 | 105 | 0.906
1.00 | 88 | 0.886
1.10 | 74| 0.862
1.20 | 61| 0.831
1.30 | 50| 0.790
140 | 40| 0.731
1.50 | 29| 0.620
1.60 | 33| 0.662
1.70 | 50| 0.765
1.80 | 92| 0.867
1.90 | 408 | 0.969

La figura 3.1 muestra la variacién del radio espectral p(M) al variar w.
Proviene de un conjunto de datos mas amplio que el de la tabla anterior.

El mejor valor de w es aproximadamente w ~ 1.55. Esto coincide, en la tabla,
con el menor nimero de iteraciones.

El siguiente es el esquema del algoritmo de sobrerrelajacion, muy parecido
al de GS. Se supone que no hay elementos diagonales nulos.
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3.7. METODO DE SOBRERRELAJACION

El método de sobrerrelajacion, como el de GS, es util para sistemas dispersos
en los que la matriz se ha almacenado de manera dispersa. Si la matriz es
dispersa pero se almacena como si fuera densa, el método de Gauss, en la

p(M)

Figura 3.1: Método SOR: w y radio espectral

SOR: SOBRERRELAJACION

datos: A, b, w, 2°, e, maxit

0

r=x
para k =1, ... maxit
difX =0
para i =1,...n
5= -
Qi

T = T; + wo;
difX = max{difX, |wd;|}
fin-para i
si difX <e ent z* = z, salir
fin-para &

mayoria de los casos, debe resultar mejor.
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3.8. Métodos de minimizacion

Si A es una matriz simétrica y definida positiva (en esta seccién y en las dos
siguientes se supone que A es definida positiva), la solucién del sistema

Az =b (3.16)

es exactamente el mismo punto z* que resuelve el siguiente problema de
optimizacién:
1
min f(x) = 5 T Ar — b x. (3.17)

Como A es definida positiva, entonces f es convexa (més aun, es estricta-
mente convexa). Para funciones convexas diferenciables, un punto critico,
punto de gradiente nulo, es necesariamente un minimizador global:

Vix)=f(x)=Ax—b=0.

Si A es invertible, no necesariamente definida positiva, resolver

Ar =b
es equivalente a resolver
ATAxz = A"b
y es equivalente a minimizar
1
flz) = Ea:TATA:L‘ — (A"b) . (3.18)

La matriz AT A es definida positiva, luego siempre se puede pensar en re-
solver un sistema de ecuaciones donde la matriz es definida positiva, proble-
ma equivalente a minimizar una funcion cuadratica estrictamente convexa

(3.17).

Para minimizar funciones sin restricciones hay muchos métodos. La mayo-
ria de los métodos de minimizacion son iterativos. En casi todos, en cada
iteracién, dado un punto z¥, hay dos pasos importantes: en el primero se
calcula una direccién d*. Normalmente esta direccién cumple con la propiedad

F(ah)rdr < o.
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Esto garantiza que la direccién sea de descenso, es decir, que para t suficien-
temente pequeno

fa® +td¥) < f(ab).

El segundo paso consiste en encontrar el mejor ¢ posible, o sea, encontrar
ty = argmin f(2" +td"), t>0. (3.19)
Con d* y t;, se construye el siguiente punto
ot = ok 4t db
Para resolver (3.19) hay varios métodos. Si f es cuadrética (en R™), entonces
o(t) = f(z¥+td*) es cuadrética (en R). Como A es definida positiva, ¢ repre-

senta una parabola que abre hacia arriba y el punto critico, t., corresponde
a un minimizador.

o(t) = %(xk + td") A" + td") — b (2F + td¥)

2
(1) %d’“TAd’“ 1d* (A —b) + [ ()
O (t) = td" AdF + d*" (A" — b)

entonces

d¥ (A — )

e ="tc= dFT Adk

(3.20)

3.9. Meétodo del descenso mas pendiente

Un método muy popular y sencillo, pero no necesariamente muy eficiente,
es el método de Cauchy, también llamado método del gradiente o método
del descenso méas pendiente. En este método la direccion es simplemente el
opuesto del gradiente,

dk — —f/(l’k)
= —(AzF — )
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Entonces
d* =b— AxF (3.21)
d*" dr
P = b 4 tdb (3.23)

Ejemplo 3.11. Aplicar el método del descenso mas pendiente para resolver
Ax = b, sabiendo que A es definida positiva, donde

4 1 2 13 1
A=1|1 5 —=2|, b=|-21|, 2= |1

2 -2 10 50 1

kK =0

d : 6.000000 -25.000000  40.000000

t = 0.094488

x1 : 1.566927 -1.362196  4.779514

kK =1

d : -1.464541 -6.196916  -3.653391

t = 0.190401

X2 : 1.288078 -2.542093  4.083907

K = 2

d : 2.221969  -1.409801 1.500593

t = 0.135469

x3 : 1.589087 -2.733078  4.287191

kK = 3

d : 0.802349 -0.349316 -1.516240

t = 0.164510

x4 : 1.721081  -2.790544  4.037754

kK = 4

d : 0.830711 -0.692854  0.599209

t = 0.135907

x5 : 1.833980 -2.884707  4.119191
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k=5

d 0.310405 -0.172063 -0.629281

t = 0.164543

x6 : 1.885066  -2.913019 4.015647

x7 1.931468  -2.952251 4.049268
x8 1.952504  -2.964045 4.006467
x9 1.971680 -2.980265 4.020361
x10 : 1.980371  -2.985141 4.002673
x11 1.988296 -2.991844 4.008415
x12 1.991888  -2.993859 4.001105
x13 : 1.995163 -2.996629 4.003477
x14 : 1.996648  -2.997462 4.000456
x15 1.998001  -2.998607 4.001437
x16 : 1.998615  -2.998951 4.000189
x17 1.999174  -2.999424 4.000594
x18 : 1.999427  -2.999567 4.000078
x19 : 1.999659 -2.999762 4.000245
x20 : 1.999763  -2.999821 4.000032

Ejemplo 3.12. Aplicar el método del descenso mas pendiente para resolver
Ax = b, sabiendo que A es definida positiva, donde

19 6 8 55 1
A=16 5 2|, b=1]22|, 2°=]1

8 2 4 24 1

kK =0

d 22.000000 9.000000  10.000000

t = 0.040905

x1 : 1.899920 1.368149 1.409055

k=1

d -0.579812 0.941625  0.428123

t = 0.531990

X2 : 1.591466 1.869085 1.636812

K = 2
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d : 0.453147 -0.167842 0.982857

t = 0.089118

x3 : 1.631849 1.854127 1.724402
k=3

d : -0.925117 -0.510535 0.339342

t = 0.068514

x4 1.568466 1.819148 1.747652
k=4

d : 0.303036 -0.001843 0.823366

t = 0.091249

xb 1.596118 1.818980 1.822783
k=5

d : -0.822384 -0.317174 0.301965

t = 0.069496

x6 : 1.538966 1.796938 1.843768
x95 1.025125 1.989683 2.952309
x96 1.022738 1.989417 2.953040
x97 1.023406 1.990389 2.955571
x98 1.021183 1.990141 2.956253
x99 1.021805 1.991047 2.958611
x100 : 1.019734 1.990816 2.959245
x101 : 1.020313 1.991659 2.961442

La rapidez de convergencia del método del descenso mas pendiente, cuando
o
A1
propio y A1 el menor. Si el cociente es cercano a uno, hay buena convergencia.
Si el cociente es grande la convergencia es lenta a causa del zigzagueo.

A es definida positiva, depende del cociente —, donde A, es el mayor valor

primer ejemplo

V =
2.3714059
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5.5646277
11.063966
coc = 4 .6655726

Segundo ejemplo:
valores propios
0.4250900
3.0722446
24.502665
coc = 57.641129

3.10. Meétodo del gradiente conjugado

Dentro del grupo de métodos de direcciones conjugadas, esta el método del
gradiente conjugado. Este método se adapta muy bien cuando la matriz es
“dispersa”. Tiene la ventaja adicional que, aunque es un método iterativo,
a lo més en n iteraciones se obtiene la solucion exacta, si no hay errores de
redondeo.

En el método GC, la direccién se construye agregando a — f/(z*) un miltiplo
de la direccion anterior,

d* = —f'(a%) + ap d" . (3.24)
Dos direcciones diferentes, d’ y d’, se llaman conjugadas con respecto a A, si
dTAd = 0.

Para el caso de la solucion de un sistema lineal por medio del método GC,
es corriente denominar el vector residuo

rk = Axb —b. (3.25)

Obviamente z¥ = 2* si y solamente si r* = 0. El vector residuo es exacta-
mente el mismo gradiente de f en el punto x*.
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123 3.10. METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO

Las formulas que completan la definicion del método GC son:

o =0, (3.26)
k|2
k:%, k=2 ..n, (3.27)
[|7*=[3
[Ir*(13
te = dkTA(;k’ k=1,..n. (3.28)

Suponiendo que A es definida positiva, el método GC tiene las siguientes
propiedades:

s dF es direccién de descenso.

fla®) < f@*h).

las direcciones son conjugadas con respecto a A.

Si no hay errores de redondeo, entonces z* = x* para algin k < n + 1.

Cuando se llega a 2! y no se obtiene la solucién con la precisién deseada,
entonces se vuelve a empezar el proceso utilizando como nuevo z! el z"*!
obtenido.

METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO

datos: A, b, 2!, MAXIT, ¢
para K =1,...,MAXIT
para k=1,...n
rk = Az —b
si [|rf|| <& ent parar
si k=1 ent d¥ = —rF
sino
I3
TR
d¥ = —rk + o dh1
fin-sino
i
.Tk+1 d: mjlék—ii‘ tkdk
fin-para £
l’l — xn-i—l
fin-para K
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124 3.10. METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO

Ejemplo 3.13. Resolver el sistema Az = b por el método GC, partiendo de
' = (1,1,1), donde
19 6 8 55
A= 6 5 2|, b= | 22
8 2 4 24
rt = Azt — b= (-22,-9,-10),
[[7H]]5 = 665,
d' = —r' =(22,9,10),
d'" Ad" = 16257,
665

t = ———— = (.040905
1= 16257 ’

2 = 2! + t1d" = (1.899920, 1.368149, 1.409055),

= (0.579812, —0.941625, —0.428123),
|[72][3 = 1.406129,
1.406129

= ———— =0.002114
Qo 665 0.00 ;

d? = (—0.533293,0.960655, 0.449268),
T Ad? = 2.570462,
ty = 0.547034,
— (1.608191, 1.893660, 1.654819),

= (0.156138,0.427083, —0.727877),
||r®]|3 = 0.736584,
a3 = 0.523838,
d® = (—0.435497,0.076145,0.963221),
d*" Ad® = 0.527433,
t3 = 1.396545,
= (1,2,3),

ot =2 =(1,2,3),
rt =(0,0,0).
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125 3.10. METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO

Sila matriz A es dispersa y se utiliza una estructura de datos donde solamente
se almacenen los elementos no nulos, para poder implementar con éxito el
método GC, se requiere simplemente poder efectuar el producto de la matriz
A por un vector. Hay dos casos, Az* para calcular r* y Ad* para calcular t.
Las otras operaciones necesarias son producto escalar entre vectores, sumas
o restas de vectores y multiplicaciéon de un escalar por un vector. Todo esto
hace que sea un método muy ttil para matrices muy grandes pero muy poco
densas.

Ejercicios
3.1 En este y en los siguientes ejercicios considere el sistema Ax = b. Dé un

punto inicial. Aplique los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel. Observe
si hay convergencia o no. Compare. Utilice los criterios tedricos de

convergencia.
-3 0 4 1
A=1|-3 3 2|, b= ]2
2 2 3 3
3.2
-3 3 2 —19
A= 2 -4 3|, b= 19
-4 2 6 —14
3.3 _ - _ -
-2 -5 3 -9
A=|-1 2 5|, b= 7
-1 -1 1] 1]
34 _ -
-4 2 3 18
A= 0O 5 1], b=1|-1
| -2 —4 3] | —4
3.5
4 —6 10 66
A=1|—-6 25 9|, b= |-51
10 9 62 241
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3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

8 -3 4 41
A=1|5 —13 —7|, b= 21
8 -9 18 115

Use los datos de un ejercicio anterior donde el método GS converge.

ique el método de sobrerrelajacién con varios valores de w. Trate de
Apl 1 método d b | | d Trate d
encontrar un w “optimo”.

Use los datos de un ejercicio anterior con matriz definida positiva.
Aplique el método del descenso més pendiente.

Use los datos de un ejercicio anterior con matriz definida positiva.
Aplique el método del gradiente conjugado.

Use los datos de un ejercicio anterior con matriz no definida positiva.
Utilice un método de descenso para obtener la soluciéon mediante (3.18).

Suponga que tiene una matriz dispersa de la que tinicamente conoce las
entradas no nulas. Esta informacion puede estar dada por un conjunto
de valores de la forma ¢ j a;;. Por ejemplo una matriz en R**3:

W W NN~ -
W NN~ DN+~
—
—

Busque, averigiie o conciba una forma de guardar estos datos de tal
manera que pueda hacer una funcién de Scilab para hacer, dados ¢ y
un vector columna z, el producto A;.x. Haga una funcién de Scilab
para el método de Gauss-Seidel.

Anélogo al ejercicio anterior pero se trata de una matriz simétrica y
posiblemente definida positiva. En este caso la informacion necesaria es
la de las entradas no nulas de la parte tringular superior. Por ejemplo,
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3.13

3.14

W N~ -
W NN -
= N =
= (@}

IS
N

Haga una funcién de Scilab para el método del gradiente conjugado.

Se dice que una matriz A es banda de ancho 2m + 1 si a;; = 0 siempre
que |i — j| > m. Si m = 0, se trata de una matriz diagonal. Si m = 1.
se trata de una matriz tridiagonal. Si A es simétrica y posiblemente
definida positiva, toda la informacién indispensable es: los elementos
diagonales y, para casi todas las filas, m elementos de la parte estric-
tamente superior. Esta informacion se puede almacenar en una matriz
nx (m+1). Por ejemplo, la informacién de una matriz 10 x 10 de ancho
2 X 2+ 1 puede ser

2.4 -0.36 -0.32
2.88 0.13 -0.28
1.28 0.36 0.42
2.26 -0.07 0.03
1.56 0.38 -0.43
1.38 0.23 -0.4
1.3 0.24 -0.19
2.66 -0.09 -0.41
2.62 0.1 0

2.4 0 0

Demuestre que si A es banda y definida positiva, la matriz U de la
factorizacién de Cholesky también lo es.

Elabore una funcién de Scilab que dada la informacién de una matriz
banda definida positiva, obtenga la factorizaciéon de Cholesky. Elabore
otra funcién para resolver el sistema triangular inferior banda U"p = q.
Elabore otra funcién para resolver el sistema triangular superior banda
Up = q. Utilice las tres funciones para resolver el sistema de ecuaciones.
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Capitulo 4

Ecuaciones no lineales

Uno de los problemas més corrientes en matematicas consiste en resolver una
ecuacion, es decir, encontrar un valor z* € R que satisfaga

donde f es una funcién de variable y valor real, o sea,
f:R—=R.

Este x* se llama solucion de la ecuacién. A veces también se dice que z* es
una raiz o un cero. Algunos ejemplos sencillos de ecuaciones son:

=32 +100 -8 = 0,
e -1 +8 = 0,
2+
—x
cos(x — 1) +2

En algunos casos no se tiene una expresion sencilla de f, sino que f(x)
corresponde al resultado de un proceso; por ejemplo:

/ e dt —0.2=0.

Lo minimo que se le exige a f es que sea continua. Si no es continua en
todo R, por lo menos debe ser continua en un intervalo [a, b] donde se busca
la raiz. Algunos métodos requieren que f sea derivable. Para la aplicacion
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de algunos teoremas de convergencia, no para el método en si, se requieren
derivadas de orden superior.

Los métodos generales de soluciéon de ecuaciones sirven uUnicamente para
hallar raices reales. Algunos métodos especificos para polinomios permiten
obtener raices complejas.

Los métodos presuponen que la ecuacién f(x) = 0 tiene solucién. Es nece-
sario, antes de aplicar mecanicamente los métodos, estudiar la funcion, averiguar
si tiene raices, ubicarlas aproximadamente. En algunos casos muy dificiles no
es posible hacer un analisis previo de la funcién, entonces hay que utilizar
de manera mecéanica uno o varios métodos, pero sabiendo que podrian ser
ineficientes o, simplemente, no funcionar.

La mayoria de los métodos parten de xy, aproximacion inicial de z*, a partir
del cual se obtiene x;. A partir de x; se obtiene x5, después 3, y asi sucesi-
vamente se construye la sucesién {x} con el objetivo, no siempre cumplido,
de que

lim x;, = x”.

k—o00
El proceso anterior es tedricamente infinito, y obtendria la solucién después
de haber hecho un nimero infinito de calculos. En la practica el proceso se
detiene cuando se obtiene una aproximacion suficientemente buena de z*.
Esto querria decir que el proceso se detendria cuando

|z — ™| < ¢,

para un ¢ dado. El anterior criterio supone el conocimiento de z*, que es
justamente lo buscado. Entonces se utiliza el criterio, éste si aplicable,

|f(zx)] < e

En la mayoria de los casos, cuanto mas cerca esté xgy de x*, mas rapidamente
se obtendra una buena aproximaciéon de z*.

Otros métodos, llamados métodos de encajonamiento “bracketing”, parten de
un intervalo inicial [ag, bo|, con ag < by, en el cual se sabe que existe una raiz
x*. A partir de él, se construye otro intervalo [aq, b;], contenido en el anterior,
en el que también estd x* y que es de menor tamano. De manera analoga se
construye [ag, by]. Se espera que la sucesiéon formada por los tamanos tienda
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130 4.1. EN SCILAB

a 0. Explicitamente,

*

¥ € ag,bol,
[akJrla bk+1] - [ak’ bk]> k=1,2,..,
A= [ak,bk], k = y Ly eeey
lim (b, —ax) = 0.

k—o0

En este caso, el proceso se detiene cuando se obtiene un intervalo suficiente-
mente pequeno,
bk — Ak S €.

Cualquiera de los puntos del ultimo intervalo es una buena aproximacién de

*

T .

4.1. En Scilab

Para resolver

donde f es una funcién de variable y valor real, se utiliza fsolve. Por
ejemplo, para resolver

T — T

1+ a2
es necesario definir una funcién de Scilab donde esté f y después utilizar
fsolve.

—cos(z) +0.1 =0,

function fx = func156(x)
fx = ( x - exp(x) )/( 1+ x*x ) - cos(x) + 0.1
endfunction

Después de haber cargado esta funcion, se utiliza fsolve dandole como
parametros, la aproximacién inicial y la funcion:

r = fsolve(0, funcil56)
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131 4.1. EN SCILAB

Con otra aproximacién inicial podria dar otra raiz. Un parametro opcional,
que puede acelerar la obtencién de la solucién, es otra funcion de Scilab donde
esté definida la derivada.

function y = £123(x)
y = xkxxx - 4dxxxx + 10*%x - 20
endfunction

function dl1 = der123(x)
dl = 3%*x*x - 8*x +10
endfunction

La orden de Scilab puede ser semejante a fsolve(1l, £123, der123) . Clara-
mente es mas comodo no definir la derivada, pero no hacerlo puede hacer
menos eficiente el uso de fsolve.

La funcién fsolve trabaja bien, pero no siempre encuentra una solucién. Por
ejemplo,

function y = £13(x)
y = exp(x) - 2.7*x
endfunction

x = fsolve(l, f13)

da como resultado 0.9933076 . Lo anterior hara que el usuario ingenuamente
suponga que ese valor corresponde a una raiz. Realmente la funcién no tiene
raices. Es conveniente utilizar fsolve con tres parametros de salida,

[x, fx, info] = fsolve(l, f13)
fx serd el valor de f13 evaluadaen x,e info wvaldra 1 sise obtuvo la
solucion con la precisiéon deseada. Para nuestro ejemplo los valores serdn

info =

4.
fx =

0.0182285
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132 4.2. METODO DE NEWTON

\
\
[
\
\
[
[
\
[
[
\
[
|
To /X1 Zo

Figura 4.1: Método de Newton

0.9957334

lo cual indica que no se obtuvo una raiz.

4.2. Método de Newton

También se conoce como el método de Newton-Raphson. Dado x, se cons-
truye la recta tangente en (xg, f(zo)). El valor de 2 donde esta recta corta el
eje x es el nuevo valor ;. Ahora se construye la recta tangente en el punto
(1, f(x1)). El punto de corte entre la recta y el eje z determina ...

En el caso general, dado x, se construye la recta tangente en el punto

(z, f(21)),
y = f'(zr)(x — wp) + flzn).

Para y = 0 se tiene x = xy1,

0= f'(zr)(zr41 — zx) + flan).
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133 4.2. METODO DE NEWTON

Entonces

Tr+1 =

€ — f(xx)
J' ()

(4.1)

Ejemplo 4.1. Aplicar el método de Newton a la ecuacién x° —3z* 4102 —8 =

0, partiendo de xg = 3.

k T

.000000
. 758242
.640786
.611626
.609930
.609924
.609924

o Ok W N~ O
NDNNDNDNDDND®W

= = b O 0N

N

f(xr)

.200000E+01
.589425E+00
.381331E-01
.892142E-02
.590178E-04
.698318E-09
.838008E-15

91

(k)

.000000
47,
32,
28.
28.
28.
28.

587479
171792
848275
660840
660228
660227

Las raices reales del polinomio z° — 3z* 4+ 102 — 8 son: 2.6099, 1.3566, 1
Tomando otros valores iniciales el método converge a estas raices. Si se toma
ro = 2.1, se esperaria que el método vaya hacia una de las raices cercanas,
2.6099 o 1.3566 . Sin embargo, hay convergencia hacia 1.

Tk
.100000
.942788
.993484
.999891
.000000
.000000

ad WN - O
R =, O O ON

f(xr)

.503290e+00
.974259e-01
.988663e-02
.272854e-04
.509814e-08
.993606e-15

f'(r)

-3.
.894306
.103997
.001745
.000001
.000000

W wwww

891500

El método de Newton es muy popular por sus ventajas:

» Sencillez.

= Generalmente converge.

= En la mayoria de los casos, cuando converge, lo hace rapidamente.

También tiene algunas desventajas:
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134 4.2. METODO DE NEWTON

= Puede no converger.
» Presenta problemas cuando f'(xy) ~ 0.

» Requiere la evaluaciéon de f’'(z) en cada iteracién.

La implementacion del método de Newton debe tener en cuenta varios aspec-
tos. Como no es un método totalmente seguro, debe estar previsto un ntimero
maximo de iteraciones, llamado por ejemplo maxit. Para una precisién ey,
la detencién deseada para el proceso iterativo se tiene cuando |f(z;)| < €.
Otra detencién posible se da cuando dos valores de x son casi iguales, es
decir, cuando |z, — x;_1| < €,. Se acostumbra a utilizar el cambio relati-
vo, 0 sea, |xy — xx_1|/|xk| < €,. Para evitar las divisiones por cero, se usa
|z —xk_1|/ (14 |2x]) < &,. Finalmente, siempre hay que evitar las divisiones
por cero o por valores casi nulos. Entonces, otra posible parada, no deseada,
corresponde a |f'(xy)| < go. El algoritmo para el método de Newton puede
tener el siguiente esquema:

Método de Newton
datos: x0, maxit, €f, €;, €0

xk = x0
fx = f(xk), fpx = f'(xk)
para k=1,...,maxit
si |fpx| <gp ent salir
0 = fx/fpx
xk = xk-0

fx = f(xk), fpx = f'(xk)

si |fx| <ey ent z* < xk, salir

si [0]/(1+]xk]|) <e, ent salir
fin-para k

Para la implementacion en Scilab, es necesario determinar como se evalta f
y f’. Fundamentalmente hay dos posibilidades:

» Hacer una funcién para evaluar f y otra para evaluar f’.

» Hacer una funcién donde se evalie al mismo tiempo [y f’.
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En la siguiente implementacion del método de Newton, la funcién £ debe
evaluar al mismo tiempo f(z)y f'(z).

function [fx, dfx] = £321(x)
fx =x75 - 3*xx"4 + 10*xx - 8

d

fx = 5xx"4 -12%x"3 + 10

endfunction

function [x, ind] = Newton(func, x0, eps,

iteraciones, > maxit

// metodo de Newton

// func debe dar los valores f(x) y f’(x)
// ind valdra 1 si se obtiene la raiz

// 2 si se hicieron muchas

// 0 si una derivada es nula o casi
//

[/ /% kKK sk ok sk ok sk ok ok ok

epsO = 1.0e-12

[ [ HFE ok ok ok ok ok ok

x = x0

for k=0:maxit

[fx, der] = func(x)

//printf (°%3d %10.6f %10.6f %10.6f\n’,

if abs(fx) <= eps
ind = 1
return

end

if abs(der) <= epsO
ind = 0
return

end

x = x - fx/der

end

135
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ind = 2
endfunction

El llamado puede ser semejante a

[x, result] = Newton(f321, 3, 1.0e-8, 20)

4.2.1. Orden de convergencia

Teorema 4.1. Sean a <b, [ =la,b[, f: I =R, z* €I, f(*) =0, f' y f"
existen y son continuas en I, f'(x*) # 0, {x} la sucesion definida por 4.1.
St xy estd suficientemente cerca de x*, entonces

lim z, = z%, (4.2)
k—o0
. |TEe — 2 | f"(z7)]
| _—_— = = 4.3
kooe |zp — 272 2f/(z*)] (4.3)

El primer resultado dice que la sucesién converge a x*. El segundo dice que
la convergencia es cuadratica o de orden superior. La frase “xy esta sufi-
cientemente cerca de x*, entonces...” quiere decir que existe € > 0 tal que si
xg € [x* — e, 2" +¢] C I, entonces...

Demostracién.

1) = @)+ e =) + O TS e i)
tomando z = z*
) = 0= Flaw) + fle)@® — o) + /O e e 1o a,)

2 )
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137 4.2. METODO DE NEWTON

dividiendo por f'(z,)

) e 1)
0= (o) +( n) +( n) TICR
e ) e )
V- ( " f’(%ﬁ) * ) 2f'(xn)
O0=za"—wp1 + (5 — xn)22];/((§r)b) ,
=Ty = — (2" — $n)22§///<(2) . (4.4)
Sea

I=[z"—¢,x+¢]

max | f*(x)]

M= zel
2min | f'(z)]

zel

Como f'(z*) # 0y f’ es continua, se puede escoger € suficientemente pequeno
para que mi? |f'(x)] > 0. A partir de (4.4) se obtiene
HAS

|2* — 2py| < M|z* — 2,)? . (4.5)
En particular,
|z* — 21| = M|x* — z0]?
M|z* — x1| = (M|2z* — x0|)* .
Sea x( tal que

|ZE*—ZL’0|<€,
M|z —xo| < 1.
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138 4.2. METODO DE NEWTON

Entonces

Mlz* — x| <1,
Mlz* — z1| < (M|z* — z0|)?,
M|z* — x| < M|z* — 0|, vyaqueO<t<l = t*<t,

|z* — x| < e,

M|z* —x,] <1,
2" —x,] < €.
Luego

|z* — x| < M|x™ — 254,
Mlz* — z,| < (M|z* — 2,_1|)%,
Mlz* — z,| < (M|z* — x0|)2n,

1 n
" — ] < (M2 o))"
Como |z* — x| < 1, entonces

lim |z* — z,| =0,
n—oo

es decir
lim z, =z*.

n—oo

Reescribiendo (4.4),

T — Tnp /"(€)

= - ) el *7 n
@ —ea) ~ 2fiey © @)
Tomando el limite, como x,, tiende a z*,
.Z'* _ $n+l B f”(.ﬁC*)

I _ .
nhoo (1 —xn)2 | 2f(a%)
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A manera de comprobacién, después de que se calculé una raiz, se puede
ver si la sucesién muestra aproximadamente convergencia cuadratica. Sea
er = o —a*. La sucesion |ex|/|er_1|* deberfa acercarse a | f”(x*)|/ (2|f(x*)|).
Para el ejemplo anterior |f”(z*)/(2]f'(xz*)|) = 16/(2 x 3) = 2.6666 .

k i lex] lexl/lex—1/?
0 2.1000000000000001  1.100000e+00

1 0.9427881279712185 5.721187e-02 4.728254e-02
2 0.9934841559110774 6.515844e-03 1.990666e+00
3 0.9998909365826297 1.090634e-04 2.568844e+00
4 0.9999999683006239 3.169938e-08 2.664971e+00
5 0.9999999999999973 2.664535e-15 2.651673e+00

4.3. Meétodo de la secante

Uno de los inconvenientes del método de Newton es que necesita evaluar
f'(x) en cada iteracién. Algunas veces esto es imposible o muy dificil. Si en
el método de Newton se modifica la férmula 4.1 reemplazando f'(xy) por una

aproximacion
Flan) ~ flxy) — f(ﬂfm)7

T — Tg—1

entonces se obtiene

Th+1 = Tk — Hew) @ — Ti) ) (4.6)

f(or) — f(xr-1)

En el método de Newton se utilizaba la recta tangente a la curva en el punto
(g, f(zx)). En el método de la secante se utiliza la recta (secante) que pasa

por los puntos (zx, f(zk)) v (@r—1, f(zk-1)).

Ejemplo 4.2. Aplicar el método de la secante a la ecuacién x° — 3z*+ 10z —
8 = 0, partiendo de xog = 3 y de x1 = z¢ + 0.01.
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\
\
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\
\
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\
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[
\
[
|
T2 T Zo

Figura 4.2: Método de la secante

k Ty f(xg)

0 3.000000 2.200000e+01
1 3.010000 2.292085e+01
2 2.761091 5.725624e+00
3 2.678210 2.226281e+00
4  2.625482 4.593602e-01
5 2.611773 5.317368e-02
6 2.609979 1.552812e-03
7 2.609925 5.512240e-06
8 2.609924 5.747927e-10
9 2.609924 -2.838008e-15 <&

Mediante condiciones semejantes a las exigidas en el teorema 4.1 se muestra
(ver [Sch91]), que el método de la secante tiene orden de convergencia

1
+2\/5 ~ 1.618.

Como el método de la secante es semejante al método de Newton, entonces
tienen aproximadamente las mismas ventajas y las mismas desventajas, salvo
dos aspectos:

140



141 4.3. METODO DE LA SECANTE

= La convergencia del método de la secante, en la mayoria de los casos,
es menos rapida que en el método de Newton.

» FE] método de la secante obvia la necesidad de evaluar las derivadas.

El esquema del algoritmo es semejante al del método de Newton. Hay varias
posibles salidas, algunas deseables, otras no.

Método de la secante

datos: x0, maxit, ¢, €, €9
x1 =x0 + 0.1, fO0 = £(x0), f1 = f(x1)
para k=1,... ,maxit

den = f1-f0

si |den| <¢gy ent salir

0 =f1*(x1-x0)/den

x2 = x1-9, f2 = £(x2)

si [f2] <&y ent 2* < x2, salir

si [01/(1+]x2]) <&, ent salir

x0 = x1, f0 = f1, x1 = x2, f1 = £f2
fin-para k

El método de la secante se puede implementar en Scilab asi:

function [x, ind] = secante(f, x0, epsx, epsf, maxit)
// metodo de la secante

// ind valdra 1 si se obtiene la raiz,

// | £(x2) | < epsf o

// | x2-x1 | < epsx

//

// 2 si se hicieron muchas iteraciones, > maxit
// 0 si un denominador es nulo o casi nulo

/ /K kskok sk ok sk ok sk ok ok ok

epsO = 1.0e-12

[/ /% Kk ok sk ok sk ok sk ok k ok
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x = x0

h =0.1

x1 =x0 +h
f0 = £(x0)
f1 = f(x1)

for k=1:maxit
den = f1-£f0
if abs(den) <= epsO
ind = 0
return
end
d2 = f1*(x1-x0)/den
x2 = x1 - d2
2 = £(x2)
disp(k,x2,f2)
if abs(f2) <= epsf | abs(d2) <= epsx
X = x2
ind = 1
return
end
x0 = x1, 0
x1 = x2, f1
end

f1
2

X = x2
ind = 2
endfunction

4.4. Meétodo de la biseccion

Es un método de encajonamineto. Si la funcién f es continua en el intervalo
lak, b, ar < bg, y si f(ag) v f(bg) tienen signo diferente,

flar) f(be) <0,

entonces f tiene por lo menos una raiz en el intervalo |ag,by[. Sea my =
(ag + br)/2 (el punto medio del intervalo). Tres casos son posibles:
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Figura 4.3: Método de biseccion

*

TR My
w2 € ag, my|

m g E ]mk, bk[
Estos tres casos corresponden a

= flag)f(my) <0
= f(mg)f(br) <0

Si f(my) = 0, se tiene una aproximacién de una raiz y el proceso iterativo se
detiene. Si f(my)f(ax) <0, axy1 serd ax y se toma a my, como by1. En caso
contrario, el nuevo ay1 serd my vy b1 sera bx. En ambos casos se obtiene un
intervalo de tamano igual a la mitad del anterior. El proceso acaba cuando
se obtiene una buena aproximacion de la raiz o cuando se tiene un intervalo

suficientemente pequeno.
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144 4.4. METODO DE LA BISECCION

Método de la biseccién
datos: a, b, ¢, €,
fa« f(a), b« f(b)
si fa-fb <0 6 b<a, parar
mientras b —a > ¢,
m < (a+0b)/2, fm<« f(m)
si |fm| <e; ent
r < m, parar
fin-si
si fa-fm< 0, ent
b+ m, fb<fm
sino
a4+ m, fa<—fm
fin-si
fin-mientras
si |[fa| < |fb| ent z* <+ a
sino z* < b

Ejemplo 4.3. Aplicar el método de biseccién a la ecuacién z° — 3a* + 10x —
8 = 0, partiendo de [ag, by] = [2, 3], deteniendo el proceso si f(my) < 107% o
b — a < 10—,

k a br flax) f(bk) my f(mg)

0 2.000000 3.000000 -4.000000 22.000000 2.500000 -2.531250
1 2.500000 3.000000 -2.531250 22.000000 2.750000 5.202148
2 2.500000 2.750000 -2.531250 5.202148 2.625000 0.444733
3 2.500000 2.625000 -2.531250 0.444733 2.562500 -1.238990
4 2.562500 2.625000 -1.238990 0.444733 2.593750 -0.449286
5 2.593750 2.625000 -0.449286 0.444733 2.609375 -0.015732
6 2.609375 2.625000 -0.015732 0.444733 2.617188 0.211084
7 2.609375 2.617188 -0.015732 0.211084 2.613281 0.096829
8 2.609375 2.613281 -0.015732 0.096829 2.611328 0.040337
9 2.609375 2.611328 -0.015732 0.040337 2.610352 0.012250
10 2.609375 2.610352 -0.015732 0.012250 2.609863 -0.001754
11 2.609863 2.610352 -0.001754 0.012250 2.610107 0.005245
12 2.609863 2.610107 -0.001754 0.005245 2.609985 0.001745
13 2.609863 2.609985 -0.001754 0.001745 2.609924 -0.000005
14 2.609924 2.609985 -0.000005 0.001745

El proceso acabd al obtener un intervalo suficientemente pequeno. La aproxi-
macién de la raiz puede ser ai o bg. En este caso a; = 2.609924 es mejor que
br. <
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145 4.4. METODO DE LA BISECCION

Usualmente se define el error asociado a una aproximacién como
*
e = |z — x|

En el método de la biseccion, dado el intervalo [ax, by], ar < b, no se tiene
un valor de xy. Se sabe que en [ay, b;] hay por lo menos una raiz. Cualquiera
de los valores en el intervalo podria ser xj. Sea Ej el maximo error que puede
haber en la iteraciéon k,

€L SEk:bk—CLk.

Como el tamano de un intervalo es exactamente la mitad del anterior
1

by —ar = §(bk—1 — ap_1),

by — ax = (%) (%) (bea — arxs).

b — a = (%)k (bo — ao).

E, 1 1
Er, 2 "2
Esto quiere decir que la sucesién de cotas del error tiene convergencia lineal

(orden 1) y tasa de convergencia 1/2.

entonces

Finalmente

Obviamente Fy, — 0y

En el método de la biseccién se puede saber por anticipado el nimero de
iteraciones necesarias para obtener un tamano deseado,

by —ap < ¢,

<%>k (bo —ao) < ¢,

' c
2 bO—CL()’

<
ok by — ao
iy 8 )
b _
klog2 > log 22— %0
15
log 2
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146 4.5. METODO DE REGULA FALSI

Figura 4.4: Método Regula Falsi

Por ejemplo, si el tamano del intervalo inicial es 3, si € = 1.0E — 6, entonces
en k = 22 (> 21.52) iteraciones se obtiene un intervalo suficientemente
pequeno.

4.5. Método de Regula Falsi

[gualmente se conoce con el nombre de falsa posicion. Es una modificacién
del método de la biseccién. También empieza con un intervalo [ag, by] donde
f es continua y tal que f(ao) y f(by) tienen signo diferente.

En el método de biseccién, en cada iteracion, inicamente se tiene en cuenta
el signo de f(ax) y de f(by), pero no sus valores: no se esta utilizando toda
la informacién disponible. Ademés, es de esperar que si f(ax) estd més cerca
de 0 que f(by,), entonces puede ser interesante considerar, no el punto medio,
sino un punto més cercano a ay. De manera analoga, si f(by) estd mas cerca
de 0 que f(ag), entonces puede ser interesante considerar, no el punto medio,
sino un punto mas cercano a by.

En el método de Regula Falsi se considera el punto donde la recta que pasa

por (ag, f(ax)), (bg, f(bg)) corta el eje x. Como f(ax) y f(bx) tienen signo
diferente, entonces el punto de corte ¢ queda entre ay y bg.

146



147

4.5. METODO DE REGULA FALSI

La ecuacién de la recta es:

y — flax)

S (br) — flax)

bk——ak

(x

Cuando y = 0, se tiene el punto de corte = = ¢y,

—ak).

Ck

f(ag) (b — ax)

T () = flan)

(4.7)

Esta féormula es semejante a la de la secante. Como f(ax) y f(bx) tienen signo
diferente, entonces f(by) — f(ax) tiene signo contrario al de f(ax). Entonces
—f(ar)/(f(bg) — f(ax)) > 0. Usando de nuevo que f(ay)y f(by) tienen signo
diferente, entonces |f(ax)|/|f(bx) — f(ar)] < 1. Luego 0 < —f(ax)/(f(bx) —
f(ag)) < 1. Esto muestra que a < ¢ < by.

Partiendo de un intervalo inicial [ag, by], en la iteracion k se tiene el intervalo
la, by] donde f es continua y f(ax), f(bx) tienen diferente signo. Se calcula
¢, el punto de corte y se tienen tres posibilidades excluyentes:

s f(cx) = 0; en este caso ¢ es, aproximadamente, una raiz;

» f(ag)f(ck) < 0; en este caso hay una raiz en el intervalo [ay,c;] =

(a1, bta];

» f(ar)f(ck) > 0; en este caso hay una raiz en el intervalo [cg,bi] =

[@kt15 brt1]-

Ejemplo 4.4. Aplicar el método de Regula Falsi a la ecuacién z° — 3z* +
10z — 8 = 0, partiendo de [2,5].

k ar
0 2.000000
1 2.009259
2 2.018616
3 2.028067
4 2.037610
5 2.047239
10 2.096539
20 2.198548
30 2.298673
335 2.609924

S
=

oy o o1 o O 01 OO OOl

f(ax)

.000000
.054857
.108820
.161744
.213478
.263862
.489666
. 739498
.594020
.000001
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f(bx)
1292

1292
1292
1292
1292
1292
1292
1292
1292
1292

NN DNDDNDDNDNDDNDDNDDNDDN

Ck

.009259
.018616
.028067
.037610
.047239
.0566952
.106594
.208787
.308244
.609924

f(ex)

.0564857
.108820
.161744
.213478
.263862
.312734
.528370
. 744664
.5564769
.000001
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Como se ve, la convergencia es muy lenta. El problema radica en que en el
método de Regula Falsi no se puede garantizar que

lim (bk - ak) =0.

k—o0

Esto quiere decir que el método no es seguro. Entonces, en una imple-
mentacién, es necesario trabajar con un nimero maximo de iteraciones.

4.6. Modificaciéon del método de Regula Falsi

Los dos métodos, biseccion y Regula Falsi, se pueden combinar en uno solo
de la siguiente manera. En cada iteracién se calcula my y ci. Esto define tres
subintervalos en [ag, bx]. En por lo menos uno de ellos se tiene una rafz. Si
los tres subintervalos sirven, se puede escoger cualquiera, o mejor aun, el de
menor tamano. En un caso muy especial, cuando my, y ¢ coinciden, se tiene
simplemente una iteracion del método de biseccion.

En cualquiera de los casos

br+1 — agr1 < §(bk —ay),

N
by —ap < (§> (bo — ap),

lim (by, — az) = 0.

k—o0

entonces

lo que garantiza que

Ejemplo 4.5. Aplicar la modificacién del método de Regula Falsi a la
ecuacién x® — 3z* + 10x — 8 = 0, partiendo de [2, 5].
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k a b f(a) f(b) c f(c) m f(m)
0 2.0000 5.0000 -4.00e+0 1.29e+3 2.0093 -4.0e+0 3.5000 1.0e+2
1 2.0093 3.5000 -4.05e+0 1.02e+2 2.0662 -4.4e+0 2.7546 5.4e+0
2 2.0662 2.7546 -4.36e+0 5.42e+0 2.3731 -4.2e+0 2.4104 -3.8e+0
3 2.4104 2.7546 -3.80e+0 5.42e+0 2.5523 -1.5e+0 2.5825 -7.4e-1
4 2.5825 2.7546 -7.44e-1 5.42e+0 2.6033 -1.9e-1 2.6686 1.9e+0
5 2.6033 2.6686 -1.87e-1 1.88e+0 2.6092 -2.0e-2 2.6360 7.8e-1
6 2.6092 2.6360 -2.00e-2 7.84e-1 2.6099 -9.7e-4 2.6226 3.7e-1
7 2.6099 2.6226 -9.73e-4 3.72e-1 2.6099 -2.3e-5 2.6162 1.8e-1
8 2.6099 2.6162 -2.33e-5 1.83e-1 2.6099 -2.8e-7 2.6131 9.1le-2
9 2.6099 2.6131 -2.81e-7 9.10e-2 2.6099 -1.7e-9

La modificacién es mucho mejor que el método de Regula Falsi. Ademas, el
nimero de iteraciones de la modificacion debe ser menor o igual que el niimero
de iteraciones del método de biseccién. Pero para comparar equitativamente
el método de biseccion y la modificacién de Regula Falsi, es necesario tener
en cuenta el numero de evaluaciones de f(z).

En el método de biseccién, en k iteraciones, el nimero de evaluaciones de f
esta dado por:
Npisec = 2+ kbisec :

En la modificacion de Regula Falsi,

Nmodif = 2+2 kmodif :

4.7. Meétodo de punto fijo

Los métodos vistos se aplican a la solucién de la ecuacién f(x) = 0. El
método de punto fijo sirve para resolver la ecuacién
g(x) = z. (4.8)

Se busca un x* tal que su imagen, por medio de la funcién g, sea el mismo
x*. Por tal motivo se dice que x* es un punto fijo de la funcion g.

La aplicacion del método es muy sencilla. A partir de un xq dado, se aplica
varias veces la férmula

Tr1 = g(zr). (4.9)
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Se espera que la sucesion {z} construida mediante (4.9) converja hacia z*.
En algunos casos el método, ademas de ser muy sencillo, es muy eficiente; en
otros casos la eficiencia es muy pequena; finalmente, en otros casos el método
definitivamente no sirve.

Ejemplo 4.6. Resolver 2® + 2%+ 62 +5 = 0. Esta ecuacién se puede escribir
en la forma

242?45
T = 5 .
Aplicando el método de punto fijo a partir de xg = —1 se tiene:

rg — -1

r1 = -0.833333
Ty = -0.852623
r3 = -0.851190
zy = -0.851303
rs = -0.851294
rg = -0.851295
r7; = -0.851295
rs = -0.851295

Entonces se tiene una aproximacién de una raiz, z* ~ —0.851295. En este
caso el método funcion6 muy bien. Utilicemos ahora otra expresién para

x = g(x):

B x> +6x+5
= " )
Aplicando el método de punto fijo a partir de o = —0.851, muy buena
aproximaciéon de la raiz, se tiene:
T0 = ~0.8510
T, = -0.8488
Ty = -0.8294
T3 = -0.6599
T, = 1.1415
zs =  -11.6832
s = -142.0691
T7 = -2.0190e+4
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Figura 4.5: Punto fijo

En este caso se observa que, aun partiendo de una muy buena aproximacién
de la soluciéon, no hay convergencia. <

Antes de ver un resultado sobre convergencia del método de punto fijo, ob-
servemos su interpretacion grafica. La solucién de g(x) = = estd determinada
por el punto de corte, si lo hay, entre las gréficas y = g(z) v y = =.

Después de dibujar las dos funciones, la construccién de los puntos x1, x5, x3...
se hace de la siguiente manera. Después de situar el valor zy sobre el eje z,
para obtener el valor xy, se busca verticalmente la curva y = g(x). El punto
obtenido tiene coordenadas (xg, g(zo)), o sea, (xg,z1). Para obtener xy =
g(x1) es necesario inicialmente resituar x; sobre el eje x, para lo cual basta
con buscar horizontalmente la recta y = = para obtener el punto (xy, ;). A
partir de este punto se puede obtener x5 buscando verticalmente la curva

y = g(x). Se tiene el punto (x1, g(z1)), o sea, (x1,z3). Con desplazamiento
horizontal se obtiene (xs, z3). En resumen, se repite varias veces el siguiente
procedimiento: a partir de (g, xy) buscar verticalmente en la curva y = g(x)
el punto (g, xp11), y a partir del punto obtenido buscar horizontalmente en la
recta y = x el punto (41, Tr4+1). Siel proceso converge, los puntos obtenidos
tienden hacia el punto (z*, g(x*)) = (z*, z*).

Las figuras 4.6 a 4.9 muestran graficamente la utilizacion del método; en
los dos primeros casos hay convergencia; en los otros dos no hay, aun si la
aproximacién inicial es bastante buena.

151



152 4.7. METODO DE PUNTO FIJO

I
I
I
|
I
I
I
I
|
T+

Lo X1 T2X3

Figura 4.6: Método de punto fijo (a)

|
|
\
\
!
\
\
|
o Ty ¥ a3 1

Figura 4.7: Método de punto fijo (b)
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\
\
|
¥ xy Ty X3 Ty

Figura 4.8: Método de punto fijo (c)

|
T3 X1 T T T2 \Ta

Figura 4.9: Método de punto fijo (d)
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En seguida se presentan dos teoremas (demostracién en [Atk78]) sobre la
convergencia del método de punto fijo; el primero es mas general y mas
preciso, el segundo es una simplificacion del primero, de mas facil aplicacion
para ciertos problemas.

Teorema 4.2. Sea g continuamente diferenciable en el intervalo |a,b], tal
que

9(la,b]) < la,b],
lg'(z)] < 1, para todo x € |a,b].

Entonces existe un tinico x* en [a,b] solucion de x = g(x) y la iteracion de
punto fijo (4.9) converge a x* para todo g € [a,b].

Teorema 4.3. Sea x* solucion de x = g(x), g continuamente diferenciable
en un intervalo abierto I tal que x* € I, |¢'(xz*)| < 1. Entonces la iteracion
de punto fijo (4.9) converge a x* para todo x suficientemente cerca de z*.

El caso ideal (la convergencia es mds rapida) se tiene cuando ¢'(z*) = 0.

En los dos ejemplos numéricos anteriores, para resolver x> +2%+6x+5 = 0, se
tiene: z = g(z) = —(2®>+2%+5)/6, ¢'(—0.8513) = —0.0786. Si se considera
r = g(z)—(23+6x+5)/x, ¢'(—0.8513) = 8.6020. Estos resultados numéricos
concuerdan con el ultimo teorema.

Dos de los ejemplos graficos anteriores muestran justamente que cuando
|g’'(x*)] < 1 el método converge.

Ejemplo 4.7. Resolver 2 = 3, o sea, calcular v/3.

z? = 3,
2 4+22 = 243,
22+ 3
Tr =
20
3
. - sH3fz

2
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o = 3

ry = 2

ro = 1.75000000000000
x3 = 1.73214285714286
zg = 1.73205081001473
x5 = 1.73205080756888
re = 1.73205080756888

Se observa que la convergencia es bastante rapida. Este método es muy uti-
lizado para calcular raices cuadradas en calculadoras de bolsillo y computa-
dores.

Aplicando el teorema 4.3 y teniendo en cuenta que ¢'(z*) = ¢'(v/3) = 1/2 —
1.5/2*% = 0, se concluye rapidamente que si ¥ est4 suficientemente cerca de
\/g, entonces el método converge.

La aplicacion del teorema 4.2 no es tan inmediata, pero se obtiene informa-
cién mas detallada. La solucién estd en el intervalo [2,3]; consideremos un
intervalo atin méas grande: I = [1 +¢,4] con 0 < e < 1.

g(1) = 2,
g(4) = 2375,
1 3
, P _— —_——
J(V3) = 0,
g/(l) - _17
13
/4 — -
g'(4) 3
3
9"(x) = 23

Entonces ¢”(z) > 0 para todo x positivo. Luego ¢'(z) es creciente para x > 0.
Como ¢'(1) = —1, entonces —1 < ¢’(1+¢). De nuevo por ser ¢'(z) creciente,
entonces —1 < ¢'(z) < 13/32 para todo x € I. En resumen, |¢'(x)] < 1
cuando x € I.

Entre 14+¢ y +/3 el valor de ¢'(z) es negativo. Entre v/3 y 4 el valor de ¢()
es positivo. Luego ¢ decrece en [1+¢, /3] y crece en [v/3,4]. Entonces g([1+
£,v/3]) = [g(1+¢),v3] C [2,V3] v 9([v/3,4]) = [V/3,2.375]. En consecuencia

g(I) = [v/3,2.375] C I. Entonces el método de punto fijo converge a z* = /3
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para cualquier xy €]1,4]. Este resultado se puede generalizar al intervalo
[1+¢,b] con b>+/3.

Si se empieza con zg = 1/2, no se cumplen las condiciones del teorema; sin
embargo, el método converge. <

4.7.1. Modificacién del método de punto fijo

La convergencia del método de punto fijo se puede tratar de mejorar retoman-
do las ideas del método de la secante. Consideremos la ecuacién x = g(x) y
los puntos (x;, g(x;)), (z;,9(x;)), sobre la gréafica de g. Estos puntos pueden
provenir directamente o no del método de punto fijo. es decir, se puede tener
que z;i41 = g(x;) y que xj41 = g(x;), pero lo anterior no es obligatorio.

La idea consiste simplemente en obtener la ecuacion de la recta que pasa por
esos dos puntos y buscar la intersecciéon con la recta y = z. La abcisa del
punto dara un nuevo valor xy.

y=mx+Db
m— g<xj) — g(IZ) (410)
Ty — Ty

g(x;) =max; +b

b= g(x;) — mz; (4.11)
T =mxy +b
b
= 4.12
Lk 1—m ( )

Ahora se usan los puntos (z;, g(z;)), (zx, g(xx)), para obtener un nuevo z,,
y asi sucesivamente. Usualmente, j =i+ 1y k =7+ 1.
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4.7.2. Método de punto fijo y método de Newton

Supongamos que ¢ # 0 es una constante y que z* es solucion de la ecuaciéon
f(z) = 0. Esta se puede reescribir

r = z+cf(x)=g(x). (4.13)

Si se desea resolver esta ecuacion por el método de punto fijo, la convergencia
es méas rapida cuando ¢'(z*) = 0, o sea,

L+cf'(z*) = 0,

1
c = — .
f'(@)
Entonces al aplicar el método de punto fijo a (4.13), se tiene la férmula
f(zy)

Para aplicar esta férmula se necesitaria conocer f'(z*) e implicitamente el
valor de x*, que es precisamente lo que se busca. La féormula del método
de Newton, (4.1), puede ser vista simplemente como la utilizacién de (4.14)
reemplazando f’(x*) por la mejor aproximacién conocida en ese momento:

f'(xr).

4.8. Método de Newton en R”

Consideremos ahora un sistema de n ecuaciones con n incognitas; por ejem-
plo,

$%+$1l’2+$3—3 =
(171 + ) —I— 173)2 — 1OI3 —f- ]_ = 0

Este sistema no se puede escribir en la forma matricial Az = b; entonces
no se puede resolver por los métodos usuales para sistemas de ecuaciones
lineales. Lo que se hace, como en el método de Newton en R, es utilizar
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158 4.8. METODO DE NEWTON EN RV

aproximaciones de primer orden (llamadas también aproximaciones lineales).
Esto es simplemente la generalizacién de la aproximacién por una recta.

Un sistema de n ecuaciones con n incognitas se puede escribir de la forma

Fl(xl,xg,...,xn) =0

FQ(I’l,ZL‘Q, ,J}n) =0

Fn(ﬂfl, T2, ..., ;Un> = O,

donde cada F; es una funcién de n variables con valor real, o sea, F; : R" — R.
Denotemos x = (x1, T2, ..., Tp,) ¥

Asi F' es una funcién de variable vectorial y valor vectorial, F' : R" — R", y
el problema se escribe de manera compacta:

F(z) = 0. (4.16)

Es posible que algunos de los lectores de este libro no conozcan suficien-
temente el cdlculo en varias variables, entonces no habra una deduccién (ni
formal ni intuitiva) del método, simplemente se vera como una generalizacién
del método en R.

4.8.1. Matriz jacobiana

La matriz jacobiana de la funcién F' : R™ — R", denotada por Jg(Z) o por
F'(Z), es una matriz de tamano n X n, en la que en la i-ésima fila estén las
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159 4.8. METODO DE NEWTON EN RV

n derivadas parciales de Fj,

8F1 8F1 6F1
8—%(5) 8_952(36) o, (z)
aFQ 8F2 aFQ
S (2) ——=(x) ()
JF(.T) — F,(l’) — (9331 (91'2 al’n
oF, oF, Ok,
A R e Ol

Para las ecuaciones (4.15), escritas en la forma F'(z) = 0,
211 + 29 T 1
F'(z) = 2 3x3 322
2(%1 + o+ ZE3) 2(1’1 + T9 + l’g) 2(1’1 + T2 + (L’g) — 10

1 2 1
F'(2,-3,4)=| 2 12 -9
6 6 —4

4.8.2. Foérmula de Newton en R”

La formula del método de Newton en R,

f(xr)

T )

se puede reescribir con superindices en lugar de subindices:

S S f(=*)

fr@k)
De nuevo, es simplemente otra forma de escribir

N (CA I EO!
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160 4.8. METODO DE NEWTON EN RV

Esta expresion se puede generalizar a R™ mediante:

oH =gk — (2T R (). (4.17)

El esquema de la deduccién formal de la férmula anterior es el siguiente. Bajo
condiciones adecuadas F(z) se puede aproximar, cerca a x*, por la funcién
afin L : R* — R",

F(z) ~ L(z) = F(z") + F'(z")(z — 2").
Como se busca F(z) = 0, entonces se busca también L(z) = 0:
F(2®) + F'(2")(z — 2*) = 0.
Al despejar z se obtiene (4.17)

La interpretacién de todo el método aparece a continuacién. Sea z*, un vector
de n componentes, solucién del sistema (4.16). Dependiendo de la convenien-
cia se podra escribir

*
Ty
= (x], 25, ..., x)) 0 =
*
xTL

El método empieza con un vector 2° = (29,29, ..., 2%), aproximacién inicial de

la solucién z*. Mediante (4.17) se construye una sucesién de vectores {z* =

(2%, 2k ... 2%)} con el deseo de que 2¥ — z*. En palabras, el vector 2%*! es

igual al vector #* menos el producto de la inversa de la matriz jacobiana
F'(2%) y el vector F(z"). Para evitar el calculo de una inversa, la férmula se
puede reescribir

dk — _F/(xk)—lF(xk)

A A A
Premultiplicando por F”(z%)

Pl = —Fh) ) F ),
F'(aMd" = —F(@").
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161 4.8. METODO DE NEWTON EN R¥

En esta tltima expresiéon se conoce (o se puede calcular) la matriz F”(z*).
También se conoce el vector F(z*). O sea, simplemente se tiene un sistema
de ecuaciones lineales. La solucién de este sistema es el vector d*. Entonces
el método de Newton se resume en los dos pasos siguientes:

1) resolver F'(xF)dF = —F(aF)
(4.18)
2) ghtl =gk 4 dk
Ejemplo 4.8. Resolver el sistema
x%+$1$2+$3—3 =0
2£L‘1 + 3£L'QZE3 -5 =0
(l’l + o+ 1’3)2 — 10$3 +1 =0
a partir de 2% = (2, —3,4).
-1 1 2 1
F®)=| =37, F@E"=|2 12 -9
—-30 6 6 —4
1 2 1 d? —-1 2.5753
resolver | 2 12 —9 | =—-| 37|, d= 0.5890
6 6 —4 d —-30 —2.7534
2 2.5753 4.5753
ot=| =3 | + 0.5890 | = | —2.4110
4 —2.7534 1.2466
8.1494 6.7397 4.5753  1.0000
F(z') = | —4.8656 |, F'(z')= | 2.0000 3.7397 —7.2329
0.1689 6.8219 6.8219 —3.1781
6.7397 4.5753  1.0000 | [ d} 8.1494 ] —4.4433
2.0000 3.7397 —7.2329 || d} | =— | —4.8656 |, d'=| 4.6537
6.8219 6.8219 —3.1781 || d} 0.1689 | 0.5048
4.5753 —4.4433 [ 0.1321
= | —24110 | + | 4.6537 | = | 2.2428
1.2466 0.5048 | 1.7514
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162 4.9. METODO DE MULLER

A continuacién se presentan los resultados de F(z%), F'(a%), d*, 2%+ k=2

[ —0.9350 7 [2.5069 0.1321 1.0000] [ 0.65137] [0.7833]
7.0481 |, | 2.0000 5.2542 6.7283 |, | —0.8376 |, | 1.4052
| 05116 | | 8.2524 8.2524 —1.7476 | | —0.5870 | | 1.1644
k=3
[ —0.12137 [2.9718 0.7833 1.0000] [ 0.18247T [ 0.9658 ]
1.4751 |, | 2.0000 3.4931 4.2156 |, | —0.3454 | , | 1.0598
| 0.5981 | [ 6.7057 6.7057 —3.2943 | | —0.1502 | | 1.0141 |
k=4
[ —0.0297 7 [2.9913 0.9658 1.00007 [ 0.03357 [0.9993 ]
0.1557 |, | 2.0000 3.0424 3.1793 |, | —0.0587 |, | 1.0011
| 0.0981 | [6.0793 6.0793 —3.9207 | | —0.0139 | | 1.0002 |
k=5
[ —0.0008 T [2.9997 0.9993 1.0000] [ 0.00077] [ 1.0000 ]
0.0025 |, | 2.0000 3.0006 3.0033 |, | —0.0011 |, | 1.0000
| 0.0015 | | 6.0012 6.0012 —3.9988 | | —0.0002 | | 1.0000
0 1
Fa®)~ |0, luego 2"~ | 1]. <
0 1

4.9. Método de Muller

Este método sirve para hallar raices reales o complejas de polinomios. Sea
p(z) un polinomio real (con coeficientes reales), de grado n, es decir,

p(z) = ag + a1w + asx® + ...+ ap,2”, @, €R, i=0,1,...,n, a,#0.

En general no se puede garantizar que p(z) tenga raices reales. Sin embargo
(teorema fundamental del Algebra) se puede garantizar que tiene n raices
complejas (algunas de ellas pueden ser reales). De manera més precisa, exis-
ten r1,79,...,7, € C tales que

p<rl) :07 izl,?,...,n.
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163 4.9. METODO DE MULLER

El polinomio p se puede expresar en funcién de sus raices:
p(z) =an(x —r))(z —19) -+ (T —1y).

Las raices complejas, no reales, siempre vienen por parejas, es decir, si r =
a +ib, b # 0, es una raiz entonces ¥ = a — b, el conjugado de r, también
es raiz. Esto garantiza, para los polinomios de grado impar, la existencia de
por lo menos una raiz real. Para los polinomios de grado par, el nimero de
raices reales es par y el nimero de raices estrictamente complejas también es
par. Asi un polinomio de grado par puede tener cero raices reales.

Al considerar la pareja de raices complejas r y 7, se cumple que (z —7)(z—7)

divide a p(x).
(x—r)(x—7) = (r—a—ib)(x—a+ib) = (x—a)* +b* = 2° — 2az + (a® + b?).
O sea, se tiene un polinomio real de grado 2 que divide a p(x).

Si q(z) divide a p(x), entonces existe un polinomio s(z) tal que

grado(p) = grado(q) + grado(s).

Entonces para seguir obteniendo las raices de p(x) basta con obtener las
raices de s(x), polinomio més sencillo.

Si se halla una raiz real r entonces ¢(z) = (z —r) divide a p(x). Si se obtiene
una raiz compleja r = a + ib, entonces ¢(r) = x* — 2ax + (a® + b?) divide
a p(z). Este proceso de obtener un polinomio de grado menor cuyas raices
sean raices del polinomio inicial se llama deflacién.

En el método de la secante, dados dos valores xy y x1 se busca la recta que
pasa por los puntos (xg, f(xg)), (x1, f(x1)); el siguiente valor xs estd dado
por el punto donde la recta corta el eje x.

En el método de Muller, en lugar de una recta, se utiliza una parabola. Dados
tres valores zg, T1 y T2, se construye la pardbola P(x) que pasa por los puntos
(xo, f(x0)), (1, f(x1)) v (22, f(x2)); el siguiente valor 3 estd dado por el (un)
punto tal que P(x3) = 0.
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164 4.9. METODO DE MULLER

La parébola se puede escribir de la forma P(z) = a(z — 22)? + b(z — x2) + c.
Entonces hay tres condiciones que permiten calcular a, by c:

f(zo) = a(zo — 12)* + b(xo — 12) + ¢,

f(z1) = a(zy — 29)® + b(zy — 23) + ¢,

f(zs) = c.

Después de algunos célculos se obtiene

d= (330 — xl)(a?o - wQ)(-Tl - 332)7

- (w0 — @) (f (1) — f(22)) + (¥1 — 22)(f(w0) — f(72)

d )
h— (zo — x2)?(f(x1) — f(22)) — (w1 — 22)(f(20) — f(z2) (4.19)
d )
¢ = f(x2).
Entonces

—b+ Vb — dac

2a
Para reducir los errores de redondeo se “racionaliza”’ el numerador y se es-
coge el signo buscando que el denominador resultante sea grande (en valor
absoluto)

T3 — X9 =

D = b* — 4ac,
R=+D
b+t R -bFR
BT T ThTR
b?> — R? b? — b + dac 2¢
T3 — Tog = = =
2a(—bFR) 2a(-bFR) —bFR
2c
BT TR
vy =1 2 (4.20)

> b+ signo(b)R

En la siguiente iteracion se obtiene la parabola utilizando xy, x5 y x3 para
obtener 4.

Si en una iteracién
D =01*—4ac<0
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165 4.9. METODO DE MULLER

es necesario utilizar, a partir de ahi, aritmética compleja (Scilab lo hace
automaticamente). Eso hace que los siguientes valores a, b y ¢ no sean nece-
sariamente reales. Muy posiblemente b — 4ac tampoco es real. Para utilizar
(4.20) es necesario obtener la raiz cuadradada de un complejo.

Sean z un complejo, @ el dngulo (en radianes) formado con el eje real (“eje
x”), llamado con frecuencia argumento de z, y p la norma o valor absoluto
de z. La dos raices cuadradas de z son:

Vz=C( = /p(cos(8/2) + isen(0/2)),
G2 = —G1.
Ejemplo 4.9. Sea z = 12 + 16i. Entonces
p = 20,
0 = tan"'(16/12) = 0.927295,

G =20 (c0s(0.927295/2) + i sen(0.927295/2)) = 4 + 2i,
Co= —4—2 O

Cuando b no es real, es necesario modificar ligeramente (4.20). Se escoge el
signo para que el denominador tenga méaxima norma:

D =1v? — 4ac
R=+D
s_Jb+R st bR =b—R| (4.21)
b—R si |b+R|<|b—R]|
B 2¢c
T3 = T S

Ejemplo 4.10. Hallar las raices de p(x) = 225 + 2% + 42% 4+ 192 — 182 + 40
partiendo de o = 0, z; = 0.5, x5 = 1.

() = 40 f(z) = 36.375 f(zs) = 48
d=—025 a =305
b =385 c=48
D = —4373.75

165



166 4.9. METODO DE MULLER

Hay que utilizar aritmética compleja

R = 66.134333:
x3 = 0.368852 + 1.084169:

0 = 38.5 4 66.134333¢
f(z3) = 12.981325 — 9.579946:

Ahora utilizamos z1, 2o v x3

d = 0.546325 + 0.413228¢
b = —21.941945 + 50.286087¢

D = —3890.341507 — 1752.330850:
0 = —35.661266 + 114.149702¢

x4 = 0.586513 + 1.243614¢

a = 27.161207 + 11.293018¢
¢ = 12.981325 — 9.5799461
R =13.719321 — 63.863615:

F(x4) = 3.760763 — 6.548104

x5 = 0.758640 + 1.2465821 f(zs) = —2.013839 — 1.490220i
e = 0.748694 + 1.196892: f(zg) = 0.123017 + 0.025843:
7 = 0.750002 + 1.198942: f(z7) = 0.000535 + 0.0006367
xg = 0.750000 + 1.198958: flzs) =0

Ahora se construye el polinomio ¢(z) = (z — r)(x — 7). Para r = 0.75 +
1.198958i se tiene ¢(z) = 2% — 1.5z + 2.

25 Y4t 1922 — 1 4
z° + 2 +4x° 4+ 192 8x + 0:2x3+4x2+6x2+20.

x? — 1.5z + 2
Ahora se trabaja con p(z) = 2% + 422 + 62* 4+ 20. Sean 7y = —3, ; = —2.5
y x9 = —2. También se hubiera podido volver a utilizar xy = 0, x;1 = 0.5 y
To = 1.
f(xo) = —16 f(z1) = —1.25 f(z2) =8
d=—0.25 a=—11
D =521 R = 22.825424
0 = 35.825424
r3 = —2.446610 f(z3) = —0.026391
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167 4.9. METODO DE MULLER

Ahora utilizamos x1, x5 y T3

d =0.011922 a = —9.893220
b = 22.390216 ¢ = —0.026391
D = 500.277428 R = 22.366882
§ = 44.757098
24 = —2.445431 f(z4) = —0.000057
25 = —2.445428 flas) =0

Para r = —2.445428 se tiene ¢(z) = = + 2.445428.

20° + 42 +62° +20

922 — 0.890857x + 8.178526.
= + 2.445428 o v

Ahora se trabaja con p(r) = 2z? — 0.890857x + 8.178526. Sus raices son
0.2227142 + 2.0098917 y 0.2227142 — 2.0098917. En resumen, las 5 raices de
p(z) son:

0.75 4+ 1.1989579:

0.75 — 1.1989579:

— 2.445428

0.222714 + 2.009891:
0.222714 — 2.009891:. <

El método de Muller tiene orden de convergencia no inferior a 1.84... Este
valor proviene de la raiz mas grande de p — 2 — p—1 = 0. Esto hace que sea
un poco menos rapido que el método de Newton (orden 2) pero més rapido
que el método de la secante (orden 1.68).

El método no tiene sentido si hay valores iguales (o muy parecidos) entre
To, 1 y T2. Ademads esto haria que no se pueda calcular a ni b. Tampoco
funciona si los valores f(zg), f(x1) v f(z2) son iguales o muy parecidos. En
este caso P(z) es una linea recta horizontal y no se puede calcular z3 ya que
a =0, b= 0y, principalmente, d =b+ R = 0.
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168 4.9. METODO DE MULLER

Método de Muller para una raiz
datos: p, xo, 71, T2, €5, €0, Maxit
aritmética = real
Jo=p(x0), f1 = p(x1), fo=p(z2)
info=10
para k = 1,..., maxit
si |fo] <ef ent r=ux,, info= 1, parar
d= (l’o — ZL‘l)(fL’O — l’Q)(ZEl — 172)
si |d| <&y ent parar
calcular a, by ¢ segtn (4.19)
D = b* — 4ac
si aritmética=real y D < (0 ent aritmética=compleja
R=VD
0h=0+R, 0o0=0—R
si |01 >|d2] ent 6 =0y, sino § =0,
si |[§] <gy ent parar

T3 =Ty — 2¢/0
Ty = T, T1 = Ta, Ta = T3, fo = f1, f1 = fa
f2 = p(x2)

fin-para k

Si el algoritmo anterior acaba normalmente, info valdra 1 y r serd una raiz,
real o compleja.

Método de Muller
datos: p, xg, €y, €9, maxit
r=ux9, h=20.5
mientras grado(p) > 3
ro=1r, T1 =20+ h, o =x1+h
(r, info) = Mullerl(p, z,, x1, T2, €, €9, maxit)
si info=0, ent parar
si |imag(r)| <ey ent gq(z)=(xr—r)
sino ¢(z) = (z —r)(z —T)
p(z) = p()/q(x)
fin-mientras
calcular raices de p (de grado no superior a 2)

Si se espera que el numero de raices reales sea pequeno, comparado con el de
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raices complejas, se puede trabajar todo el tiempo con aritmética compleja.

4.10. Método de Bairstow

Sirve para hallar las raices reales o complejas de un polinomio de grado mayor
o igual a 4, mediante la obtencién de los factores cuadraticos “moénicos” del
polinomio. Cuando es de grado 3, se halla una raiz real por el método de
Newton, y después de la deflacién se calculan las 2 raices del polinomio
cuadratico resultante.

Sea
p(z) = anz™ + 12" F oy 02" P o+

reescrito como

() = ur "™ + uox™ Uz 2 A A UnT F Uy (4.22)

Se desea encontrar 22 — dx — e divisor de p. Cuando se hace la divisién entre
p y un polinomio cuadrético cualquiera, se obtiene un residuo r(x) = Rx+S.
Entonces se buscan valores de d y e tales que r(z) = 0, es decir, R =0y
S = 0. Los valores Ry S dependen de d y ¢, o sea, R = R(d,e) y S = S(d,e)

Tenemos dos ecuaciones con dos incognitas,

Sea
q(x) = Bro™ 2+ Bpsx™ P+ .+ Brz + Bo

reescrito como
-2 -3
q(z) = 012" F a4 L F Up2T + U
el cociente. Entonces

p(z) = q(z)(2* —dx —e) + Rz + S.

169



170 4.10. METODO DE BAIRSTOW

Es decir,

U™ + Up®™ A A U F Upgr = (012" 02" A L U0+ V)
(> —dr —e) + Rz + S.

Uy = V1 UQZ’UQ—dl)l
usz = v3 — dvg — evy Uy = vy — dvz — evq

U; = v; — dvi_l — €V;—2

Up—1 = Un—-1 — dvn—? — €Up_3
Uy = —dv,—1 — evp—2 + R

Uptp1 = —ev,_1+ 5

Para facilitar las formulas es til introducir dos coeficientes adicionales, v,, y
Un+1, que no influyen sobre ¢, definidos por

v, = R
Upa1 = S + dv,
Entonces:

Uy = Uy — AVUpy_1 — €VUp_a
Upi1 = dv, — dv, —evp,_1 + 5

0sea, Upi1 = Uni1 — AUy — €U,

Las igualdades quedan:

Uy =01
Ug = V9 —dU1

U; :Ui—dvi,1 — €V;j_9, 123,,n+1

Las férmulas para calcular los v; son
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171 4.10. METODO DE BAIRSTOW

V1 = Uy
Vg = Ug + dUl (423)
vi:ui—i—dvi_l—i—evi_g, 223,,7’L—|—1

Una vez obtenidos los v;,

R =wv,

S =v,41 — du,

Uy Ug us L7 Unp+1

d dv; dvs dvs - -- dv,
(& (A} €Uy - EUnp—1
‘vlzul Vg =2 VU3 =22 Ug=2 Upt1 = 2

R=v,, S=uv,—du,

4 5 1 0 -1 2
2 8 26 30 -18 -128
-3 12 -39 45 27

(4 13 15 -9 -64 -99

R=—64, S=-99—2x (—64)=29

El objetivo inicial es buscar R = 0 y S = 0. Esto se obtiene si v, = 0y
vpa1 = 0. Ahora se desea encontrar d y e tales que

vn(d,e) =0,
Un-l—l(d? 6) =0.

Al aplicar el método de Newton se tiene:
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: Adr] v, (d¥, e¥)

resolver el sistema  J {Ae’“} =— |:Un+1(dk7 k) (4.24)
dk-i—l dk Adk

|:ek+1:| = [ek} + |:A€k} (4.25)

donde J es la matriz jacobiana

Qn (ke i On (ki
| maee e
Pt (b, ek P (g k)
Célculo de las derivadas parciales:
9 _y O _,
ad ad !
ov; 0v;_4 Ovi_o
2 ad
od " T 0 T aa
oy vy
— =0 — =0
Oe Oe
81},- a’l)i,1 (91}1;2 (%i a’l)i,1 81}1-,2
—d . — v o4 d
Oe Oe tUzTe Oe Oe Uizt Oe e Oe

Explicitando las derivadas parciales con respecto a d se tiene:

o _ 9vy _

ad ad

87)3 . 81)2 8@1 81)3 . 81}2
a2t e ad ~ 2t 4%

@124 o 8113 82}2 81}1» . 8vi_1 avi_g
9d BTG T gq ~ Ut T e
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Sea
w1, = V1
Wy = Vg + dw1 (426)
wi:vi+dwz~_1+ewi_2, 223,,TL

Es importante observar que estas férmulas son analogas a las de la divisién
sintética doble, que permiten obtener, a partir de los valores u;, los valores
V;.

Al derivar se tiene:

o _ Ovy _

ad ad "
Ovs _ Wi _
od od it

Explicitando las derivadas parciales con respecto a e se tiene

31}1 802

— =0 — =0

Oe Oe

ov ov

8_63 = 8_64 = vg + dv;

81)5 . 8U4 8’03

Oe _”3+dae +€8€

Utilizando de nuevo los w;

ovy 0vy
— =0 — =0
de Oe
Ovs _, Ot _,
de de  °
9 _ i _ .
de de 2

Entonces

173



174 4.10. METODO DE BAIRSTOW

ov, ov,,

b e n?
Ovni1 _ Onir _
od " oe 1

Es decir, la matriz jacobiana es simplemente

J= {“’”1 “’“} . (4.27)

W, Wn—1

METODO DE BAIRSTOW

datos: uy, Uy, ..., Unyq (4.22), d° €° &, MAXIT
para k=0,... MAXIT

calcular vy, vy, ..., v,1 segin (4.23)
i || (vn, tns1) || <&, ent parar
calcular wq, wy, ..., w, segun (4.26)

construir J segun (4.27)

resolver el sistema (4.24)

obtener d*!y eF*1 segin (4.25)
fin-para £

Si el agoritmo acaba de la manera esperada, || (v, vn41) || < €, entonces los
tltimos valores d y e hacen que x? — dz — e divida “exactamente” a p(z). El
cociente serd justamente ¢(r) = v12" 72 + V2" 3 + ... + U, _ox +v,_1. Asi, las
dos rafces de 22 — dx — e son también raices de p(z). Si el grado de ¢ es
superior a dos, entonces se puede recomenzar el proceso con ¢(x).

El método de Bairstow es, en el fondo, el método de Newton en R?, luego,
en condiciones favorables, la convergencia es cuadratica.

Ejemplo 4.11. Aplicar el método de Bairstow para hallar las raices de

p(z) = 42° + 52" + 2% — 242,
cond® =2, ®=-3 y =105
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k=20
4.0000 5.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 2.0000
2.0000 8.0000 26.0000 30.0000 -18.0000 -128.0000
-3.0000 -12.0000 -39.0000 -45.0000 27.0000
4.0000 13.0000 15.0000 -9.0000 -64.0000 -99.0000
2.0000 8.0000 42.0000 90.0000  36.0000
-3.0000 -12.0000 -63.0000 -135.0000
4.0000 21.0000 45.0000 18.0000 -163.0000
J
18.0000  45.0000
-163.0000 18.0000
Delta : -0.4313 1.5947
d, e 1.5687 -1.4053
k=1
4.0000 5.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 2.0000
1.5687 6.2750 17.6875  20.4979 7.3000 -18.9220
-1.4053 -5.6211 -15.8444 -18.3619 -6.5393
4.0000 11.2750 13.0664 4.6534 -12.0619 -23.4613
1.5687 6.2750 27.5313 54.8694 54.6869
-1.4053 -5.6211 -24.6625 -49.1518
4.0000 17.5499  34.9767 34.8603 -6.5268
J
34.8603  34.9767
-6.5268 34.8603
Delta : -0.2772 0.6211
d, e 1.2916  -0.7842
k=2
4.0000 5.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 2.0000
1.2916 5.1662 13.1303 14.1990 8.0426 -2.0383
-0.7842 -3.1366 -7.9720 -8.6208 -4.8830
4.0000 10.1662 10.9937 6.2271 -1.5782 -4.9213
1.2916 5.1662 19.8029 35.7245  38.6544
-0.7842 -3.1366 -12.0231 -21.6898
4.0000 15.3325 27.6599  29.9284 15.3864
J
29.9284  27.6599
15.3864  29.9284
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Delta : -0.1891 0.2616
d, e 1.10256  -0.5225
k=23
4.0000 5.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 2.0000
1.1025 4.4099 10.3743 10.2357 5.8639 0.0141
-0.5225 -2.0901 -4.9168 -4.8511 -2.7792
4.0000 9.4099 9.2842 5.3188 0.0128 -0.7651
1.1025 4.4099 15.2361 24.7289  25.1660
-0.5225 -2.0901 -7.2211 -11.7202
4.0000 13.8198  22.4303 22.8267 13.4586
J
22.8267  22.4303
13.45686  22.8267
Delta : -0.0796 0.0805
d, e 1.0229  -0.4420
k=4
4.0000 5.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 2.0000
1.0229 4.0914 9.2992 8.7259 4.8147 0.0445
-0.4420 -1.7682 -4.0189 -3.7711 -2.0808
4.0000 9.0914 8.5310 4.7071 0.0435 -0.0362
1.0229 4.0914 13.4841 20.7096  20.0369
-0.4420 -1.7682 -5.8275 -8.9501
4.0000 13.1828  20.2469 19.5892 11.1303
J
19.5892  20.2469
11.1303 19.5892
Delta -0.0100 0.0075
d, e 1.0128 -0.4345
k=5
4.0000 5.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 2.0000
1.0128 4.0513 9.1675 8.5377 4.6639 0.0012
-0.4345 -1.7380 -3.9329 -3.6627 -2.0008
4.0000 9.0513 8.4295 4.6048 0.0012 0.0004
1.0128 4.0513 13.2709 20.2186 19.3757
-0.4345 -1.7380 -5.6932 -8.6738
4.0000 13.1027 19.9623 19.1302 10.7032
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J
19.1302 19.9623
10.7032 19.1302
Delta : -0.0001 0.0000
d, e 1.0127 -0.4345
k=6
4.0000 5.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 2.0000
1.0127 4.0509 9.1662 8.5357 4.6619 0.0000
-0.4345 -1.7379 -3.9324 -3.6619 -2.0000
4.0000 9.0509 8.4283 4.6033 0.0000 0.0000
Entonces
d =1.0127362 e = —0.4344745
x? — 1.0127362  + 0.4344745 divide a p,
r1 = 0.5063681 + 0.4219784 ¢ es raiz de p,
ro = 0.5063681 — 0.4219784 ¢ es raiz de p,
q(z) = 42° +9.0509449 * + 8.4283219 = + 4.6032625 .
Al aplicar el método de Bairstow a ¢(z) con d° = —1 y €® = —1 se obtiene:
d = —0.9339455 e = —0.8660624

2% +0.9339455 z + 0.8660624 divide a p,

r3 = —0.4669728 4+ 0.80498377 es raiz de p,
ry = —0.4669728 — 0.80498377 es raiz de p,
G(z) =4z +5.3151629.

La tdltima raiz es r5 = —1.3287907 .

Ejercicios
Trate de resolver las ecuaciones propuestas, utilice métodos diferentes, com-
pare sus ventajas y desventajas. Emplee varios puntos iniciales. Busque, si
es posible, otras raices.

41 22 +2224+3x+4=0.
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178 4.10. METODO DE BAIRSTOW

4.2 23 +222—3x—4=0.
4.3 ' -4+ 622 —4dx+1=0.
4.4 z* — 4234622 —4x—1=0.

4.5 z* =423+ 622 — 4 +2=0.

4.6

3xr—6 x — 2

L2
cos(x)2+2 z? + LS80

¢+ x4+ 10
er + x2
4.7 .
.
10000007 — LD _ g45560.
1+ _1

4.8 12 — 1119 + 311 — 41y + 10 = 0,
—22% + 12 + 3w179 — 471 + g — 42 = 0.

4.9 T+ 2o+ 2.’L’1I2 —31 = O,
61’1 + 5?[)2 + 3l‘1ZL‘2 —74=0.
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Capitulo 5
Interpolacién y aproximacion

En muchas situaciones de la vida real se tiene una tabla de valores corres-
pondientes a dos magnitudes relacionadas, por ejemplo,

Ano ‘ Poblacién ‘

1930 3425
1940 5243
1950 10538
1960 19123
1970 38765
1980 82468
1985 91963
1990 103646
1995 123425

De manera mas general, se tiene una tabla de valores

r1 | f(x1)
zy | f(w2)
v | J(on)

y se desea obtener una funcién f, sencilla y facil de calcular, aproximacion
de f, o en otros casos, dado un z, se desea obtener f(z) valor aproximado

de f(Z).
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Figura 5.1: Puntos o datos iniciales

Figura 5.2: Interpolacion

Los valores f(x;) pueden corresponder a:

= Datos o medidas obtenidos experimentalmente.

= Valores de una funcion f que se conoce pero tiene una expresion analitica
muy complicada o de evaluacién dificil o lenta.

= Una funcién de la que no se conoce una expresion analitica, pero se
puede conocer f(x) como solucién de una ecuacién funcional (por ejem-
plo, una ecuacion diferencial) o como resultado de un proceso numérico.

Cuando se desea que la funcion f pase exactamente por los puntos conocidos,

flai) = flzi) Vi,
se habla de interpolacion o de métodos de colocacion, figura 5.2.

En los demas casos se habla de aproximacion, figura 5.3. Este capitulo pre-
senta la interpolacion y la aproximacion por minimos cuadrados.
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TN

Figura 5.3: Aproximacion
5.1. Interpolacion

5.1.1. En Scilab

Cuando hay m puntos (x1,41), (2,%2), ...y (Tm,Ym) se desea obtener la fun-
cién interpolante, una funcion cuya grafica pasa por esos m puntos, con el
objetivo de evaluarla en otros valores x intermedios.

La funcién interpln permite hacer interpolacién lineal (la funcién inter-
polante es continua y afin por trozos). Tiene dos pardmetros, el primero es
una matriz de dos filas. La primera fila tiene los valores ;. Deben estar en
orden creciente. La segunda fila tiene los valores y;. El segundo parametro
es un vector donde estan los valores x en los que se desea evaluar la funcién
interpolante (afin por trozos).

clear, clf

x=[0511.52.133.6]’
y=[012152.52.12.4]
t =0.8

ft = interpln( [x’; y’], t)

n = length(x);
xx = ( x(1):0.1:x(n) )’;
y1 = interpln( [x’; y’], xx);

plot2d(xx, y1)
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182 5.1. INTERPOLACION

Figura 5.4: Interpolacion lineal con interpln

La grafica resultante es semejante a la de la figura 5.4.

También se puede hacer interpolaciéon utilizando funciones spline o trazadores
cubicos. Para hacer esto en Scilab, se requieren dos pasos. En el primero,
mediante splin, a partir de un lista de puntos (z1,y1), (Z2,%2), -y (T, Ym)
se calculan las derivadas, en los puntos z;, de la funcion spline interpolante.

En el segundo paso, mediante interp, se evalia la funcién interpolante en
los valores dados por un vector, primer pardmetro de interp.

clear, clf

x=[0.511.52.133.6]’
y=[0121.52.52.12.4]°
n = length(x);

xx = ( x(1):0.1:x(n) )’;
d = splin(x, y);

ys = interp(xx, x, y, d);
plot2d(xx, ys)

La gréfica resultante es semejante a la de la figura 5.5.

5.1.2. Caso general

En el caso general de interpolacién, se tiene un conjunto de n puntos (1, y1),
(22,Y2), vy (Tn,yn) con la condicién de que los z; son todos diferentes. Este
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1 2 3 4

Figura 5.5: Interpolacién con funciones spline

conjunto se llama el soporte. La funciéon f, que se desea construir, debe ser
combinacion lineal de n funciones llamadas funciones de la base. Supongamos
que estas funciones son 1, s, ..., ©,. Entonces,

f(x) = a101(x) + agpa () + - - - + anpn(z).

Como las funciones de la base son conocidas, para conocer f basta conocer
los escalares aq, as, ..., a,.

Las funciones de la base deben ser linealmente independientes. Si
n > 2, la independencia lineal significa que no es posible que una de las
funciones sea combinacién lineal de las otras. Por ejemplo, las funciones
o1(z) = 4, pa(z) = 622 — 20 y p3(x) = 22% no son linealmente indepen-
dientes.

Los escalares aq, asg, ..., a, se escogen de tal manera que f(x;) = y;, para
1=1,2,...,n. Entonces

arp1(r1) + agpa(w1) + -+ apen(r1) = W1
a101(x2) + agpa(x2) + - + apon(T2) = Yo

a1¥1 ('rn) + a2<p2(xn) + e+ angpn(In) = Yn

Las m igualdades anteriores se pueden escribir matricialmente:

o1(w1)  @a(w1) o0 oulr1) ai Y1
©1(12)  @a(m2) o0 ou(12) az _ Y2
QOI(:TR) a(rn) - onlwy) dn y.n
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De manera compacta se tiene
ba=y. (5.1)

La matriz ® es una matriz cuadrada n X n y, a y y son vectores columna
n x 1. Son conocidos la matriz ¢ y el vector columna y. El vector columna
a es el vector de incégnitas. Como las funciones de la base son linealmente
independientes, entonces las columnas de ® son linealmente independientes.
En consecuencia, ¢ es invertible y (5.1) se puede resolver (numéricamente).

Ejemplo 5.1. Dados los puntos (—1,1), (2,—2), (3,5) y la base formada
por las funciones p;(z) = 1, po(z) = z, p3(x) = 22, encontrar la funcién de
interpolacion.

Al plantear ®a = y, se tiene

1 -1 1 aq 1
1 2 4 as | = | =2
1 39 as 5
Entonces
—4
a=| =3 |, flz)=—4—3z+2?
2

que efectivamente pasa por los puntos dados. <

La interpolacién polinomial (las funciones utilizadas son 1, z, z2, ...) para

) Y Y
problemas pequenos con matrices “sin problemas”, se puede realizar en Scilab,
mediante érdenes semejantes a:

x=[00.511.52.133.6]’
y=1[121.52.52.12.4]°
x =x(:);

y = y(:);

n = size(x,1);

nl =n-1;
F = ones(n,n);
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for i=1:nl
F(:,i+1) = x.71i;

end

a =F\y

p = poly(a, ’x’, ’c’)
xx = (x(1):0.05:x(n))’;
yp = horner(p, xx);

Hay ejemplos clasicos de los problemas que se pueden presentar con valores
relativamente pequenos, n = 20.

Ejemplo 5.2. Dados los puntos mismos (—1,1), (2,—2), (3,5) y la base
formada por las funciones p;(z) = 1, pao(z) = €%, p3(x) = €**, encontrar la
funcion de interpolacién.

Al plantear ®a = y, se tiene

1 0.3679 0.1353 ai 1
1 7.3891 54.5982 a, | = =2
1 20.0855 403.4288 as 5
Entonces
—1.2921 .
a= | —0.8123 , f(z) =1.2921 — 0.8123¢" + 0.049662’“",
0.0496

que efectivamente pasa por los puntos dados. <

5.2. Interpolacion polinomial de Lagrange

En la interpolacién de Lagrange, la funcién f que pasa por los puntos es un
polinomio, pero el polinomio se calcula utilizando polinomios de Lagrange, sin
resolver explicitamente un sistema de ecuaciones. Tedéricamente, el polinomio
obtenido por interpolacién polinomial (solucién de un sistema de ecuaciones)
es exactamente el mismo obtenido por interpolacién de Lagrange.

Dados n puntos
(:Ula y1)7 (x27y2)7 MR} (xmyn>>
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186 5.2. INTERPOLACION POLINOMIAL DE LAGRANGE

donde y; = f(x;) = f;, se desea encontrar un polinomio p € P,,_; (el conjunto
de polinomios de grado menor o igual a n — 1), que pase exactamente por
esos puntos, es decir,

plzi) =y, i=1,2 ... n. (5.2)

Por ejemplo, se desea encontrar un polinomio de grado menor o igual a 2 que
pase por los puntos

(—-1,1), (2,-2), (3,5).

Los valores x; deben ser todos diferentes entre si. Sin perder generalidad, se
puede suponer que x; < o < -+ < Tp.

El problema 5.2 se puede resolver planteando n ecuaciones con n incognitas
(los coeficientes del polinomio). Este sistema lineal, teéricamente, siempre
tiene solucién. Una manera adecuada, en muchos casos mas eficiente numéri-
camente, de encontrar p es por medio de los polinomios de Lagrange.

5.2.1. Polinomios de Lagrange

Dados n valores diferentes x1, xs, ..., x,, se definen n polinomios de Lagrange
Ly, Lo, ..., L, de la siguiente manera:

n

H (x — xy)
ik

1
n

~

Li(z) = (5.3)

(Tp — 23)
i=1,i#k

La construccién de los polinomios de Lagrange, para los datos del iltimo
ejemplo x1 = —1, zo = 2, x3 = 3, da:

_ (z=2)(x—-3) a*—bx+6
L@ = oo~ 1
(= —-1)(x—-3) a*—22-3
L) = o-e=s ==
(x—-1)(z—2) a>—z—2
L) = G—e=9 = 1
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Es claro que el numerador de (5.3) es el producto de n — 1 polinomios de
grado 1; entonces el numerador es un polinomio de grado, exactamente, n—1.
El denominador es el producto de n — 1 niimeros, ninguno de los cuales es
nulo, luego el denominador es un nimero no nulo. En resumen, L, es un
polinomio de grado n — 1.

Remplazando, se verifica que Lj se anula en todos los z;, salvo en xy,

0 si i#k,
L’f(x"):{1 si zik

En el ejemplo, L3(—1) =0, L3(2) =0, L3(3) = 1.

(5.4)

Con los polinomios de Lagrange se construye inmediatamente p,
p(z) = ZykLk(ac). (5.5)
k=1

Por construccién p es un polinomio en P,_;. Reemplazando, facilmente se
verifica 5.2.

Para el ejemplo,
p(z) = 1Ly (z) — 2Lo(w) + 5L3(7) = 22° — 32 — 4.

Ejemplo 5.3. Encontrar el polinomio, de grado menor o igual a 3, que pasa
por los puntos

(—-1,1), (1,-5), (2,-2), (3,5).

(x —1)(x —2)(z — 3) 3 — 622 + 11z — 6

Li(z) = (—1-1)(-1-2)(-1-3) —24 ’
Lo(s) = z3 — 4x1+ T+ 67
La(r) — x3—3x_23—x+37
Li(r) - x3—2x;—x+2’

p(z) = 22° -3z —4. ©
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o

Figura 5.6: Un ejemplo de interpolacién polinomial

En la practica se usa la interpolaciéon de Lagrange de grado 2 o 3, maximo
4. Si hay muchos puntos, éstos se utilizan por grupos de 3 o 4, maximo 5
puntos.

Ejemplo 5.4. Considere los puntos
(1, 3.8), (2, 3.95), (3, 4.), (4, 3.95), (4.2, 3.43), (4.5, 3.89).

El polinomio de interpolacion es

p(z) = —102.68595 + 245.234932 — 204.1649822 + 78.6962632>
—14.2640072* + 0.98375092°

Obviamente p(1) = 3.8 y p(2) = 3.95. Sin embargo, p(1.35) = 6.946. Ver
figura (5.6). <

Si x es un vector, un polinomio de Lagrange se puede costruir en Scilab
por ordenes semejantes a

x=[-1123];
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n
k

length(x)
2

Lk = poly([1], ’x’, ’c’);
deno = 1,;
for i=1:n
if 1 "=k
Lk = Lk*poly([x(i)], ’x’);
deno = deno*(x(k) - x(i));
end
end
Lk = Lk/deno

5.2.2. [Existencia, unicidad y error

El polinomio p € P,,_; existe puesto que se puede construir. Sea ¢ € P,_;
otro polinomio tal que
q(z;)) =y, i=1,2,...,n.

Sea r(x) = p(z) — q(x). Por construccién, r € P,, ademds r(z;) = 0, i =
1,2,n, es decir, r se anula en n valores diferentes, luego r(z) = 0, de donde
q(z) = p().

Teorema 5.1. Sean x1, xo, ..., T, reales distintos; t un real; I; el menor
intervalo que contiene a xy, Ty, ..., Tn, t; [ € C} (f tiene derivadas
continuas de orden 0, 1, 2, ..., n); p,—1 el polinomio de grado menor o igual

a n—1 que pasa por los n puntos (x1, f(z1)), .., (Tn, f(z,)). Entonces E(t),
el error en t, estd dado por:

E(t) = f(t) = paa(t) = (t —21)(t —@3) - (t = 2,) f(E)/n! (5.6)
para algin & € 1.

Demostracion. Sit = z; para algin i, entonces se tiene trivialmente el re-
sultado. Supongamos ahora que t ¢ {xy, s, ..., z,}. Sean

r) = (r—z)(r—w2)--- (¥ —2a),

Glz) = E(x)—i((f))E(t).
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Entonces
G e cr,
Glz) — E(xi)—q;)(éi)) (=0, i=1,..n
alt) = E(t)—% () =0

Como G tiene por lo menos n + 1 ceros en I;, aplicando el corolario del
teorema del valor medio, se deduce que G’ tiene por lo menos n+1—1 ceros
en I,. Asf sucesivamente se concluye que G tiene por lo menos un cero en
I;. Sea & tal que

G™(e) =o.

De acuerdo con las definiciones

oM (zx) = nl
GM(x) = EM( )—q)gzg) (1),
Ga) = o)~ B,
GO = 17(E) - gl =0
Entonces
Bt = 2D e, o

Frecuentemente no se tiene la informacién necesaria para aplicar (5.6). Algu-
nas veces se tiene informacién necesaria para obtener una cota superior del
valor absoluto del error.
[2()]

Et)| < —= (n) .

[E@)] < — = max|f(2)] (5.7)
Ejemplo 5.5. Considere los valores de la funcion seno en los puntos 5, 5.2,
5.5 y 6. Sea p el polinomio de interpolacién. Obtenga una cota para error
cometido al aproximar sen(5.8) por p(5.8). Compare con el valor real del
error.

y = (—0.9589243, —0.8834547, —0.7055403, —0.2794155).
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El polinomio p se puede obtener mediante la solucién de un sistema de ecua-
ciones o por polinomios de Lagrange.

p(z) = 23.728487 — 12.840218 x + 2.117532 2° — 0.1073970 z*
p(5.8) = —0.4654393
fW (@) = sen(x)
I, = [5,6]
max | £ (2)| = 0.9589243

z€I

|B(5.8)| = 0.0288
|E(5.8)] < 0.0011507

El error cometido es:

E(5.8) = sen(5.8) — p(5.8) = 0.0008371. <

5.3. Diferencias divididas de Newton

Esta es una manera diferente de hacer los céalculos para la interpolacion
polinémica. En la interpolaciéon de Lagrange se construye explicitamente p,
es decir, se conocen sus coeficientes. Por medio de las diferencias divididas
no se tiene explicitamente el polinomio, pero se puede obtener facilmente el
valor p(z) para cualquier z.

Supongamos de nuevo que tenemos los mismos n puntos,

(xlafl)y (.Tg,fg)? sy (In—lafn—1>7 (xnufn>

Con ellos se obtiene p = p,_1 € P,_1. Si se consideran tnicamente los
primeros n — 1 puntos

($17f1)7 (anf2)7 R (xn—bfn—l)v

se puede construir p,_s € P,_2. Sea ¢(x) la correccién que permite pasar de
Pn—2 a DPp-1,

Pn-1(2) = pp—2(x) + c(x), esdecir, c(z) = pp_1(x) — pr_2(x).
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Por construccion, ¢ es un polinomio en P,_;. Ademas,
c(x;) = pp_1(x;) — pno(z;)) =0, i=1,2,....n — 1.

La férmula anterior dice que ¢ tiene n — 1 raices diferentes x1, xa, ..., Tp_1,
entonces

c(x) =ap1(x —z1)(x —x9) -+ (T — Tp1).

f(xn) = pai(zn) = pnal(wn) + c(zn),

f(xn) = pno(n) + an_1(zn — 1) (2 — T2)(0n — 23) - (25 — Tp—1).

De la tultima igualdad se puede despejar «,,_1. Este valor se define como la
diferencia dividida de orden n —1 de f en los puntos x1, xs, ..., x,. Se denota

f(xn) — pn_a(xn)

Ty — x1)(Ty — x2) -+ (24 — xn_l)'

Op_1 = f[xl,xg,...,xn] = (

El nombre diferencia dividida no tiene, por el momento, un significado muy
claro; éste se vera mas adelante. Una de las igualdades anteriores se reescribe

Pr-1(@) = po—2(2) + fl21, . o] (@ — @1) -+ (2 — T01). (5.8)

Esta férmula es la que se utiliza para calcular p,_;(z), una vez que se sepa
calcular, de manera sencilla, f[z1,xo, ..., ).

Para calcular p(z), se empieza calculando py(x).

A partir de po(x), con el valor f[xq,xs], se calcula p;(z).

A partir de py(x), con el valor f[zy,xs,x3], se calcula po(z).

A partir de py(x), con el valor f[xq,xs, 23, 24], se calcula pz(x).

A partir de p,_s(x), con el valor f[xq,xs, ..., z,], se calcula p,_1(z).

Obviamente

po(z) = f(x1). (5.9)
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193 5.3. DIFERENCIAS DIVIDIDAS DE NEWTON

Por definicién, consistente con lo visto antes,

flaa] o= f(a),
que se generaliza a
flzi] == f(zy), Vi (5.10)
Las demas diferencias divididas se deducen de (5.8),

pi(z) = po(z) + flz1, 2] (7 — 11),
P1(T) — po(®)

flova] = =
Para = o5,
flos = DAL DelT2)
flor) = T,
M) = LT

La anterior igualdad se generaliza a

flwiza] — f[-%]

Tit1 — T4

fli, zia] = (5.11)

Deduccién de flxy, zg, x3] :

pa(r) = pi(x) + flrr, o2, 23](r — 21) (2 — 22),
pa(x) — pi(7)

_ (x —x1)(x — 29)’
];2(963) —p1($3)

(x5 — 1) (T3 — T9)

fi(zs —x2) — folws — 1) + fy(x2 — 1)

flz1, xo, 23] = (25 — 22) (3 — 1) (22 — 71) :

f[ll?bwz;l’:a]

f[il?b%z;l’s]
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194 5.3. DIFERENCIAS DIVIDIDAS DE NEWTON

Por otro lado,

i—f f-h
f[$2,$1]—f[$17$2] X3 — T2 To — I
n T3 — I ’

Tr3 — I

‘f'l'(l":a — x2) — falws — x1) + f3(z2 — 331).
(23 — z2)(x3 — 1) (2 — 71)

f[l"z,iﬁs] - f[331>$132]

T3 — I
Luego
flw1, 22, 23] = flws, za] = f[x17x2]~
T3 — T
Generalizando,
flrigr, wio] — flos, wiq1]
flwi, Tir, Tigo] = - x:2 . = (5.12)

La generalizaciéon para diferencias divididas de orden j es:

flwin, oo ming) = flws, i) (5.13)

Litj — Ti

f[$i7$i+1, -~-;$z‘+j]

Las formulas anteriores dan sentido al nombre diferencias divididas. Cuando
no se preste a confusion, se puede utilizar la siguiente notacion:

Djf[l’z] = f[ZEZ, Lig1y eey xi—l—j]' (514)
Entonces
Dflz;] = f(=), (5.15)
) _No )
Dflx;) = D'flz;] = : f[x;:j —f- f[%], (5.16)
prl) = 21 [x;i — flf il (5.17)
DI e — DI fla] (5.18)
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195 5.3. DIFERENCIAS DIVIDIDAS DE NEWTON

5.3.1. Tabla de diferencias divididas

Para ejemplos pequenos, hechos a mano, se acostumbra construir la tabla de
diferencias divididas, la cual tiene el siguiente aspecto:

i fi f[xiamiJrl] f[xi,miﬂ,xiw] f[$ial’i+1>33i+2,$i+3

Ty fi

f[xl,xz]
Ty fo f[$179627963]

f[fz,xs] f[$1,$27$3,$4]
T3 f3 f[902,$3,$4]

flws, 14 flwe, w3, 24, 5]
Ty fa flws, 4, 25)

f[$4,$5]
s fs

En la tabla anterior, dados 5 puntos, estan las diferencias divididas hasta de
orden 3. Claro estd, se hubiera podido calcular también la diferencia dividida
de orden 4, que estaria colocada en una columna adicional a la derecha.

La elaboracién de la tabla es relativamente sencilla. Las dos primeras colum-
nas corresponden a los datos. La tercera columna, la de las diferencias di-
vididas de primer orden, f[z;, x;;1], se obtiene mediante la resta de dos ele-
mentos consecutivos de la columna anterior dividida por la resta de los dos
elementos correspondientes de la primera columna. Por ejemplo, flxs, z4] =
(f1— f3)/(x4 — x3). Obsérvese que este valor se coloca en medio de la fila de
f3 v de la fila de f;.

Para el calculo de una diferencia dividida de segundo orden, cuarta columna,
se divide la resta de dos elementos consecutivos de la columna anterior por la
resta de dos elementos de la primera columna, pero dejando uno intercalado.
Por ejemplo, flz1, 2, x5] = (flx2, xs] — fl21, 22]) /(x5 — 21).

Para el calculo de una diferencia dividida de tercer orden, quinta columna,
se divide la resta de dos elementos consecutivos de la columna anterior por la
resta de dos elementos de la primera columna, pero dejando dos intercalados.
Por ejemplo, flz1,xe, 3, 4] = (fx2, x3, 4] — flr1, 22, 23]) /(24 — 21).

Ejemplo 5.6. Construir la tabla de diferencias divididas, hasta el orden 3,
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196 5.3. DIFERENCIAS DIVIDIDAS DE NEWTON

a partir de los seis puntos siguientes:

(0, 0, (0.5, 0.7071), (1, 1), (2, 1.4142), (3, 1.7321), (4, 2).

Z; i Df[xi] sz[%'] D3f[:1cz-]
0 0.0000

1.4142
b 0.7071 —0.8284

0.5858 0.3570
1 1.0000 —0.1144

0.4142 0.0265
2 1.4142 —0.0482

0.3179 0.0077
3 1.7321 —0.0250

0.2679
4 2.0000

El valor 1.4142 es simplemente (0.7071 — 0)/(0.5 — 0). El valor 0.2679 es
simplemente (2 —1.7321)/(4 —3). El valor —0.1144 es simplemente (0.4142 —
.5858)/(2—.5). El valor 0.0077 es simplemente (—0.0250——0.0482) /(4—1). <

El esquema algoritmico para calcular la tabla de diferencias divididas hasta
el orden m es el siguiente:

para i =1,...n
D fla] = f(a)
fin-para i
para j=1,...m
para i=1,...n—j
calcular DV f[x;] segin (5.18)
fin-para i
fin-para j

Suponiendo que x, y son vectores y que se conoce m, la tabla de diferencias
divididas, hasta el orden m, se puede costruir en Scilab por érdenes semejantes
a:
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197 5.3. DIFERENCIAS DIVIDIDAS DE NEWTON

x = x(:)
y = y(:)
n = size(x,1)

DD = zeros(n,m+1);
DD(:,1) = y;
for j=1:m
for i=1:n-j
Djfi = ( DD(i+1,j) - DD(i,j) )/(C x(i+j) - x(i) );
DD(i,j+1) = Djfi;
end
end
disp(DD)

Si los datos f(x;) corresponden a un polinomio, esto se puede deducir medi-
ante las siguientes observaciones:

» Si para algin m todos los valores f[xy, ki1, ..., Tkim] son iguales (o
aproximadamente iguales), entonces f es (aproximadamente) un poli-
nomio de grado m.

» Sipara algin r todos los valores f|xg, Tri1, ..., Tri,| sSon nulos (o aprox-
imadamente nulos), entonces f es (aproximadamente) un polinomio de
grado r — 1.

5.3.2. Calculo del valor interpolado

La férmula (5.8) se puede reescribir a partir de un punto zj, pues no siempre
se debe tomar como valor de referencia xy,

Pm(x) = pm—1(z) + D" floe](x — ) (@ — 2ps1) -+ (& = Thgm—1). (5.19)
Si se calcula p,,_1(z) de manera anédloga, queda en funcién de p,,_o(z) y
asi sucesivamente se obtiene:

i—1

p(x) =Y | D' flae] [ [ (2 = 2ay) | - (5.20)

i= §=0
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198 5.3. DIFERENCIAS DIVIDIDAS DE NEWTON

El proceso para el calculo es el siguiente:

po(T) = fi
pi(x) = po(z) + D' flzx](z — )
p2(x) = pi(x) + D flaw)(z — ) (@ — 2p11)
p3(@) = pa(x) + D° flag](x — o) (2 — Tp11) (¥ — Tpy2)
() = ps(x) + D* flaw] (v — 24) (2 = 2p10) (¥ = Tpg2) (T — Tpys)

Se observa que para calcular p;(x) hay multiplicaciones que ya se hicieron
j

para obtener p;_;(z); entonces, no es necesario repetirlas sino organizar el

proceso de manera mas eficiente.

Yo = ]-7 pO( )

7= —x),  pi(x) =po(x) + D' flag]m
Yo =Y1(x — xps1), pa(z) = pi(x) + D? flak] 12
V3 = 2T — Tp12), p3(x) = pa(z) (2]
V4= Y3(z — 2143), palz) = p3(z) ]

Unicamente queda por precisar la escogencia del punto inicial o de referencia
xg. Si se desea evaluar p,, (), jcudl debe ser x;? Recordemos que se supone
que los puntos x1, 9, ..., x, estan ordenados y que m, orden del polinomio
de interpolacion, es menor o igual que n — 1. Obviamente, aunque no es
absolutamente indispensable, también se supone que = ¢ {1, xa, ..., T, }.

Naturalmente se desea que T € [xg, Tim)|. Pero no siempre se cumple; esto
sucede cuando T ¢ [z1,x,]. En estos casos se habla de extrapolacién y
se debe escoger xp = x; si T < x;. En el caso opuesto, z > z,, se toma
T = Tp—m-

En los demas casos, se desea que ¥ esté lo “mas cerca” posible del intervalo

[k, Tk 1m] 0 del conjunto de puntos g, i1, Trr, -y Thim-

Ejemplo 5.7. Considere los datos del ejemplo anterior para calcular por
interpolacién cuadratica y por interpolacion ctbica una aproximacion de

£(1.69).

El primer paso consiste en determinar el x;. Para ello inicamente se tienen
en cuenta los valores x;.
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8

N N S

Para el caso de la interpolacién cuadratica, una simple inspeccién visual de-
termina que hay dos posibilidades para x;. La primera es z; = 0.5, intervalo
[0.5,2]. La segunda es zj = 1, intervalo [1, 3]. {Cudl es mejor?

Para medir la cercania se puede usar la distancia de z al promedio de los
extremos del intervalo (z; + x;42)/2 (el centro del intervalo) o la distancia de
z al promedio de todos los puntos (z; + ;41 + x;12)/3. En general

w = H# (5.21)
- Tj+ Tip1 + Tigo + -+ xi-l—m, (5.22)

m+ 1
|Z — ] = min{|Z —u| : T € [, xitm]}, (5.23)
|7 —vp] = min{|Z —v;| : T € [, xipm] }- (5.24)

Los valores u; y v; son, de alguna forma, indicadores del centro de masa del
intervalo [x;, Z;4m|. Con frecuencia, los dos criterios, (5.23) y (5.24), definen
el mismo 1z, pero en algunos casos no es asi. De todas formas son crite-
rios razonables y para trabajar se escoge un solo criterio, lo cual da buenos
resultados. Se puede preferir la utilizacion de v; que, aunque requiere mé&s
operaciones, tiene en cuenta todos los x; pertenecientes a [z, Tjtm].

Los resultados numeéricos para la interpolacién cuadratica dan:

0

D 1.25 0.44 1.1667 0.5233

1 2.00 0.31/ 2.0000 0.3100+/
2

3

4
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200 5.3. DIFERENCIAS DIVIDIDAS DE NEWTON

Para la interpolacion ctbica hay tres posibilidades para x;: 0, 0.5 y 1.

0 1.00 0.69 0.875 0.815
5 175 0.06y/ 1.625  0.065y/
1 2.50 0.81 2.500 0.810

2

3

4

Una vez escogido z;, = 1 para obtener la aproximacién cuadrética de f(1.69),
los célculos dan:

Y =1, po(z) =1,

= 1(1.69 — 1) = 0.69, pi(z) = 1+ 0.4142(0.69) = 1.285798

2 = 0.69(1.69 — 2) = —0.2139, po(x) = 1.285798 — 0.0482(—0.2139)
po(z) = 1.296097

Para la interpolacion cubica, x, = 0.5:

Yo=1, po(z)=0.7071,

11 =1(1.69-0.5)=1.19, p1(2)=0.7071+0.5858(1.19)
p1(z)=1.404202

Y =1.19(1.69—1)=0.8211, pa(2)=1.404202—0.1144(0.8211)
po(z)=1.310268

75 =0.8211(1.69—2) =—0.254541, p3(z)=1.310268+0.0265(-0.254541)
ps(r)=1.303523. <

El esquema del algoritmo para calcular p,,(Z), a partir de la tabla de difer-
encia divididas, es el siguiente:

determinar k

px = f(xx)

gi=1.0

para j=1,...m
gi=gi* (T — Tpsj1)
px = px + gi * D7 f[xy]

fin-para j
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Si x esun vector ordenado de manera creciente, m el grado del polinomio
interpolante y t el valor en el que se desea interpolar, el indice k se puede
obtener en Scilab por 6rdenes semejantes a:

n = length(x);

if t <= x(1)
k=1
else if t >= x(n)
k = n—m;
else
distmin = 1.0e10;
k=-1;

for i=1:n-m
if (x(1) <=t & t <= x(i+m) ) | m ==
vi = mean(x(i:i+m));
di = abs( t - vi );
if di < distmin
distmin = di;
k =1;
end
end // if
end // for i
end // else
end // else

Dados los vectores x (ordenado)y y ,elvalor m (grado del polinomio),
si ya se construyo la tabla de diferencias divididas DD y se conoce k,
entonces el valor p(t) se puede calcular en Scilab asi:

pt = DD(k,1)
gi=1
for j=1:m
gi = gi*x(t-x(k+j-1))
pt = pt + gi*DD(k, j+1)
end
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La escogencia del “mejor” zj para calcular p,,(z), con m < n — 1, es ttil
cuando se va a evaluar una aproximacion de f en pocos puntos, suficiente-
mente separados entre si. Cuando hay muchos valores ¥ para obtener una
aproximacién de f, puede suceder que dos de los T sean cercanos pero al
obtener el “mejor” z; resulten dos x;, diferentes con dos aproximaciones bas-
tante diferentes, cuando se esperaban dos aproximaciones parecidas. En la
seccion de splines hay un ejemplo detallado.

5.4. Diferencias finitas

Cuando los puntos (z1, f(x1)), (22, f(22)), (23, f(23)); o (20, f(22)), estin
igualmente espaciados en x, es decir, existe un h > 0 tal que

ZT; :l'i_1+h, i:2,...,n
ri=x1+ (@ —1h, i=1,...,n

entonces se pueden utilizar las diferencias finitas, definidas por

A = f; (5.25)
Afi = fin—1fi (5.26)
AMLf = AMAS) = AFfig — AFS; (5.27)

Algunas de las propiedades interesantes de las diferencias finitas son:

TRy (f) frons (5.28)

j=0
k

firr = Z(?)Nﬁ. (5.29)
=0

Las demostraciones se pueden hacer por induccién. La primera igualdad per-
mite calcular AFf; sin tener explicitamente los valores A" f;. La segunda
igualdad permite el proceso inverso al célculo de las diferencias finitas (se
obtienen a partir de los valores iniciales f,), es decir, obtener un valor f,, a
partir de las diferencias finitas.
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Para valores igualmente espaciados, las diferencias finitas y las divididas estan
estrechamente relacionadas.

Df[z;] = flzs] = fi=A;
1
D'flai] = fles, wi01] — fix1 — fi _ A

Tiy1 — T4 h

floigr, z; — fli, z; A2fi
D2fle] = flow iy = Lol 2 sl 2o
D" fla] = Sl i) = S (5.30)

5.4.1. Tabla de diferencias finitas

La tabla de diferencias finitas tiene una estructura analoga a la tabla de
diferencias divididas. Se usa para ejemplos pequenos hechos a mano.

v, fi Af; Azfz‘ A?’fz‘

T

Afi
Ty fo A2f1

Afy Afy
T3 f3 A2f2

Afs A% fy
Ty Ja A2f3

Af
s fs

La elaboracién de la tabla es muy sencilla. Las dos primeras columnas cor-
responden a los datos. A partir de la tercera columna, para calcular cada
elemento se hace la resta de dos elementos consecutivos de la columna ante-
rior. Por ejemplo, A f3 = f4 — f3. Obsérvese que este valor se coloca en medio
de la fila de f3 y de la fila de f;. Por ejemplo, A?f; = Afys — Af,. De manera
semejante, A% fy, = A2 f; — A%f,.

Ejemplo 5.8. Construir la tabla de diferencias finitas, hasta el orden 3, a
partir de los seis puntos siguientes: (0, 0), (0.5, 0.7071), (1, 1), (1.5, 1.2247),
(2, 1.4142), (2.5, 1.5811).
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Ty i Af; AZfz‘ ABfi
0 0.0000
0.7071
S 0.7071 —0.4142
0.2929 0.3460
1 1.0000 —0.0682
0.2247 0.0330
1.5 1.2247 —0.0352
0.1895 0.0126
2 1.4142 —0.0226
0.1669
2.5 1.5811

El valor 0.1895 es simplemente 1.4142—1.2247. El valor 0.0330 es simplemente
—0.0352 — —0.0682. <

El esquema algoritmico para calcular la tabla de diferencias finitas hasta el
orden m es el siguiente:

para i =1,....n
A°fi = f(z)
fin-para i
para j=1,....m
para i =1,...n—J
AN fi= N7 — N7
fin-para 1
fin-para j

5.4.2. Calculo del valor interpolado

Teniendo en cuenta la relacién entre diferencias divididas y finitas (5.30), la
igualdad (5.20) se puede escribir
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El valor i! se puede escribir H; “0(j +1). Ademés, sea s = (z — x3)/h, es

decir, x = x), + sh. Entonces, * — xj4; = o + sh — x, — jh = (s — j)h.

m AZ i—1
pmlz) = > E ,ﬁf“r[(s—j)h]
i=0 =0
m Al i—1
-y j’“H@—ﬁ]
i=0 L j—O
N Z j+1

=0

Si a y b son enteros no negativos, a > b, el coeficiente binomial esta definido

por
a\ al
b (a—b)!b!

Desarrollando los factoriales y simplificando se tiene

(a) _ala—1(a—=2)---(a—b+1) ala—1)(a—2)---(a—b+1)
b Ix2x3x---xDb b!

Esta tltima expresion sirve para cualquier valor real a y cualquier entero no
a
negativo b, con la convencion de que 0) = 1. Entonces,
i1 .
I
J+1

J=0

. S ,
se puede denotar simplemente por <) y asi
i

_ g;ka (j) (5.31)

s
Este coeficiente (> guarda propiedades semejantes a las del coeficiente bi-
1
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Esto permite su calculo de manera recurrente

»
|
)

VS
| w
w

/_\/_\{D—m\/'\
 N— N
I
/\/—\ﬂ/‘\
N N
w
2o |
—_

Escoger el x;, para interpolar por un polinomio de grado m, se hace como en
las diferencias divididas. Como los valores z; estan igualmente espaciados los
valores, u; y v; coinciden.

Ti + Titm

wo= S =1 n—m,

|l —ug] = min{|lx —u;|:i=1,...,n—m}.

Definido el zy, es necesario calcular s:

El esquema de los calculos es:

Yo =1, po(z)
Y1 =75, pl( )
Yo=m(s—1)/2, pa(z) =
Y3 ="2(s —2)/3, p3(x)
Ya=13(s—=3)/4,  pa(x)

Ejemplo 5.9. Calcular p3(1.96) y p2(1.96) a partir de los puntos (0, 0),
(0.5, 0.7071), (1, 1), (L5, 1.2247), (2, 1.4142), (2.5, 1.5811).
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La tabla de diferencias finitas es la misma del ejemplo anterior. Para calcular
p3(1.96) se tiene xy = zo = 1. Entonces s = (1.96 — 1)/0.5 = 1.92.

Yo =1, po(z) = fa=1

7 = 1(1.92) = 1.92, p(z) =14 .2247(1.92) = 1.431424

Y2 =1.92(1.92 —1)/2 = 8832, py(x) = 1.431424 — .0352(.8832)
po(z) = 1.400335

v3 = 72(1.92 — 2)/3 = —.023552, p3(z) = 1.400335 + .0126(—.023552)
ps(x) = 1.400039

Para calcular py(1.96) se tiene z, = z3 = 1.5. Entonces s = (1.96—1.5)/0.5 =
0.92.

")/0:1, D(ZL') f =1.2247

71 =1(0.92) =0.92, p1(z)=1.2247 + .1895(.92) = 1.39904

72 =0.92(0.92 — 1)/2=—.0368, ps(z)=1.39904 — .0226(—0.0368)
po(z)=1.399872

=

5.5. Trazadores cubicos, interpolacion polino-
mial por trozos, splines

Dados n—+1 puntos, al utilizar diferencias divididas o diferencias finitas, cuan-
do se desea interpolar por un polinomio de grado m en un valor ¢, se escoge el
mejor conjunto de puntos (Tg, Yk), (Tr+1, Ykt1)s - (Thtms Yotm), Dara obten-
er el valor p,,(t). Sin embargo este método presenta un gran inconveniente
cuando hay que interpolar en muchos valores t. Consideremos los siguientes
puntos:

(1,2), (2,2), (3,2), (4,3), (5,2).

Para interpolar por polinomios de orden 2, si ¢ < 2.5 se utilizan los puntos
(1,2), (2,2) v (3,2). Entonces, por ejemplo, p2(2.49) = 2. Si 2.5 < t < 3.5,
se utilizan los puntos (2,2), (3,2) y (4,3). Después de algunos célculos se
obtiene py(2.51) = 1.87505. Para t = 2.501 se obtiene py(2.501) = 1.8750005.
El limite de ps(t), cuando ¢t — 2.57, es 1.875. Esto nos muestra una discon-
tinuidad. En t = 3.5 también se presenta una discontinuidad.

Estas discontinuidades se pueden evitar utilizando en el intervalo [1,3] un
polinomio p(t) y en el intervalo [3, 5] otro polinomio pa(t).
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3+ .

2 + o ° ° L

1L

0 I I I I I
0 1 2 3 4 5

Figura 5.7: Puntos o datos iniciales

Figura 5.8: Interpolacion cuadratica por trozos no continua
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Figura 5.9: Interpolacién cuadratica por trozos continua

Obviamente ya no hay discontinuidades pero la grafica no es suave, es decir,
la funcion interpolante no es diferenciable.

Los trazadores cibicos (“splines” cubicos) remedian este inconveniente. En
cada intervalo [x;,x;41] se utiliza un polinomio cibico y los coeficientes de
cada polinomio se escogen para que en los puntos x; haya continuidad, difer-
enciabilidad y doble diferenciabilidad.

Dados n puntos (x1,41), (2,92), .. (Tn,yn), con
Ty < Xy < Ty < v < Ty,
el trazador cubico se define asi:
S1(x) si x € [z, xo]
Sa(x) si x € [x9, x3]

S) =1 (5.32)

Sp—1(x) sl x € [xy_1, 2]
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En cada uno de los n — 1 intervalos, S;(z) es un polinomio ciibico.

Sl(l‘) = ai(ac — Ii)s + bl(.I — IZ’)2 + Ci(l’ — l’z) + di, 1= 1, 2, = 1.
(5.33)

Conocer S(z) quiere decir conocer 4(n — 1) coeficientes: a;, b;, ¢;, d;, para
i=1,2,...,n—1.

Se requiere que S(x) pase por los puntos (x;,y;), y que sea doblemente difer-
enciable. Ademas, es necesario tratar algunos detalles adicionales en los ex-
tremos de los intervalos. Entonces,

Sea h; = xj11 — z;, el tamafno del intervalo [z;,x;11], j = 1,...,n — 1. Las
condiciones anteriores se convierten en:

Si(x;) =d; =y, 1=1,...,n—1,
Sp1(2y) = an_1h® | +by_1h?: |+ cp1hn1 +dp1 = yn
aih? + bh? 4+ chi+di =dipr  i=1,..,n—2,
3a;h? +2bh; + ¢ =cip1  i=1,..,n—2,
6ah; +2b; =2b;q i=1,...n—2.

Sea d,, := v, una variable adicional. Esta variable se utilizara iinicamente en
las formulas intermedias, pero no aparece en las férmulas finales.

d; =y i=1,..,n, (5.34)

a;h? 4 bih? 4 cihy + d; = dijq i=1,..,n—1, (5.35)
3a;hi + 2b;h; + ¢; = ¢ i=1,..,n—2, (5.36)
3a;h; + b; = bjyq i=1,..,n—2. (5.37)
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De (5.37):

biv1 — b
g = —— 5.38
a 3 (5.38)

Reemplazando (5.38) en (5.35):

h2
?Z(bi—i-l — b;) + bhi + cihi 4 d; = diyy
h2

Reemplazando (5.38) en (5.36):

(big1 — bi)hi + 2bh; 4 ¢; = cipa

(biJrl —+ bz)hz +c = Cit1 (540)
Despejando ¢; de (5.39):
1 h;
c; = F(di—i-l —d;) — g(%i + biy1) (5.41)
Cambiando ¢ por ¢ — 1:
hi
Ci—1 = (dl — di—l) — (Qbi_l + bl) (542)
hi,1 3

Cambiando ¢ por i — 1 en (5.40):
(bz + bi—l)hi—l +ci1=¢ (543)

Reemplazando (5.41) y (5.42) en (5.43):

(bl + bi—l)hi—l +

hi_ 1 h;
his (di —di—1) — 3 - (2b;—1 + b;) = h_i(di—i-l —d;) — 3(251' + bit1)

Las variables d; son en realidad constantes (d; = y;). Dejando al lado izquier-
do las variables b; y al lado derecho los términos independientes, se tiene:

hi_q 2h;_4 2h; h; 1 1
by N My ) (e — d).
3 1+< 3 +3> + 3 i = g (di = di) 4 5o (diga = )
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Multiplicando por 3:

3 3

hi—1bi—1 + 2(hi—1 + hy)b; + hibiy = h_(di—l —d;) + h—(—di +diyq).
i—1 i

(5.44)

La igualdad anterior es vélida para ¢ = 1,....n — 2. Es decir, hay n — 2
ecuaciones con n incognitas. El sistema se completa segin las condiciones
de frontera. Hay dos clases de condiciones sobre S(x). La primera clase se
conoce con el nombre de condiciones de frontera libre o natural: en los
extremos la curvatura es nula, o sea, S”(z1) =0y S"(x,) =0,

Sil(‘rl) = 07

" () = 0. (5.45)

En la segunda clase de condiciones de frontera, frontera sujeta, se supone
conocida la pendiente de S(x) en los extremos:

5.46
S a(a) = £z (549
Al explicitar las condiciones de frontera libre se tiene:
T(z) = 6ay(x — 1) + 2b
SZ71<I> = 6an_1(x - l‘n_1> + 2bn—1
n1(Tn) = 3an—1hy—1 + b1 = 0. (5.48)

Ademés del resultado anterior (b; = 0), se puede introducir una variable
adicional b, = 0. Esto permite que la ecuacién (5.44) se pueda aplicar para
1 = n — 1. Recuérdese que ya se introdujo d,, = vy, y que para todo i se
tiene d; = y;. Entonces se tiene un sistema de n ecuaciones con n incognitas,
escrito de la forma

Ab = ¢, (5.49)
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donde
1 0 0
hy 2(hy + h2) ho 0
0 h2 Q(hg + h3) h3
h 2(h h h
. 0 3 (hs + ha) hy
0 0 hn72 2(hn72 + hnfl) hnfl
i 0 0
by 0
3 3
by h_l(yl —Y2) + h_z(_yQ +y3)
3 3
b3 —(y2 —y3) + —(—y3 +ya)
_ _ ho hs
b - ) C -
b S (o2~ 1)+ (v 30)
n—1 hn_2 Yn—2 Yn—1 hn_l Yn—1 Yn
b, 0

El sistema (5.49) tiene dos caracteristicas importantes: es tridiagonal, lo cual
facilita su solucion; la matriz A es de diagonal estrictamente dominante, lo
cual garantiza que A es invertible y que la solucién existe y es tnica.

Una vez conocidos los valores by, by, ..., b,_1, by, se puede aplicar (5.41) para
calcular los ¢;:

1 h; .
C;, = E(yi_;'_l — yz) — 3(261 + bi+1)7 1 = 17 ey — ]_ (550)

Como b, existe y vale 0, la ecuacién (5.38) se puede aplicar ain para i = n—1.

bivi —bi
aing, i=1,..,n—1. (5.51)
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Obsérvese que para i = n— 1, la igualdad a,_1 = (0—b,,_1)/(3h,,_1) coincide
con la segunda condicién de frontera (5.48). El orden de aplicacién de las
férmulas es el siguiente:

L dzzyz, 2:1,,n—1

Obtener by, by, ..., b, resolviendo (5.49).
En particular by =0 vy, de acéd en adelante, no se considera b, = 0.

Para i =1,...,n — 1 calcular ¢; segiin (5.50).

Para i =1,...,n — 1 calcular a; segin (5.51).

Ejemplo 5.10. Construir el trazador cibico para los puntos (1,2), (2,2),
(3,2), (4,3) y (5,2).

De manera inmediata d; = 2, dy = 2, d3 = 2 y dy = 3. En este ejemplo
hy = hy = hg = hy = 1. El sistema que permite obtener los b; es:

1 00 0 0] [b 0
1 41 0 0f |bo 0
01 4 10| |bs|=1] 3
0 01 4 1| |by —6
00 0 0 1| |bs 0
Al resolver el sistema se obtiene by = 0 (obvio), by = —0.321429, by =

1.285714, by = —1.821429 y b5 = 0 (también obvio). El cdlculo de los otros
coeficientes da:

¢ = 0.107143
cy = —0.214286
c3 = 0.75

cy = 0.214286
a; = —0.107143
az = 0.535714
az = —1.035714
as = 0.607143.
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3 4
2 4
1 =+
0 f f f f f

0 1 2 3 4 )

Figura 5.10: Interpolacién con trazadores ctibicos o splines
Entonces

Si(x) = —0.107143(z — 1)* + 0(z — 1)* + 0.107143(x — 1) + 2
So(z) = 0.535714(z — 2)* — 0.321429(z — 2)* — 0.214286(z — 2) + 2
Ss(z) = —1.035714(x — 3)* + 1.285714(x — 3)? + 0.75(x — 3) + 2
Sy(z) = 0.607143(x — 4)® — 1.821429(x — 4)* + 0.214286(x — 4) + 3.

5.6. Aproximacion por minimos cuadrados

Cuando hay muchos puntos no es conveniente buscar un tnico polinomio
o una funcién que pase exactamente por todos los puntos. Entonces hay
dos soluciones: la primera, vista anteriormente, es hacer interpolacién por
grupos pequenos de puntos. Para muchos casos es una solucién muy buena.
Sin embargo, en algunas ocasiones se desea una funcion que sirva para todos
los puntos. La segunda solucién consiste en obtener una sola funcién f que,
aunque no pase por todos los puntos, pase relativamente cerca de todos. Este
es el enfoque de la aproximacion por minimos cuadrados.
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216 5.6. APROXIMACION POR MINIMOS CUADRADOS

Se supone que hay m puntos (z1,41), (T2,Y2), -y (Tm,Ym) ¥ que los z; son
todos diferentes. La funcién f , que se desea construir, debe ser combinacion
lineal de n funciones llamadas funciones de la base. Supongamos que estas
funciones son ¢y, s, ..., ©,. Entonces,

f(@) = a1p1(x) + azpa(z) + -+ + ann(@).

Como las funciones de la base son conocidas, para conocer f basta conocer
los escalares aq, as, ..., ay,.

Como se supone que hay muchos puntos (m grande) y como se desea que f
sea sencilla, es decir, n es relativamente pequeno, entonces se debe tener que
m > n.

Las funciones de la base deben ser linealmente independientes. Los
escalares aj, as, ..., a, se escogen de tal manera que f(z;) = y;, para i =
1,2, ...,m. Entonces,

arp1(x1) + agpa(@1) + - + anpn(z1) = W
arp1(w2) + aspa(w2) + -+ anon(r2) = Yo
arp1(x3) + agpa(w3) + -+ + anpn(r3) ~ y3

al(pl(xm) + a2§02(Im) + et an@n(*rm) X Ym-

Las m igualdades (aproximadas) anteriores se pueden escribir de manera
matricial:

[ e1(z1)  @a(x1) - palz1) Y1
e1(z2)  @a(x2) -+ palz2) ax Y2
e1(z3)  war3) - pulxs) az ~ Y3

| eien) @) o ealem) | |

De manera compacta se tiene
da=y. (5.52)

La matriz ® es una matriz m x n rectangular alta (m > n), a es un vector
columna n x 1, y es un vector columna m x 1. Son conocidos la matriz ® y el
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vector columna y. El vector columna a es el vector de incégnitas. Como las
funciones de la base son linealmente independientes, entonces las columnas de
¢ son linealmente independientes. En consecuencia, (5.52) se puede resolver
por minimos cuadrados:

(P"P)a = Py. (5.53)
Recordemos del capitulo 2 que para resolver por minimos cuadrados el sis-
tema Ar = b, se minimiza ||Az — b||3. Traduciendo esto al problema de
aproximacién por minimos cuadrados, se tiene
m n 2
min Z (Z aj;(z;) — yi) .
=1 1

Jj=

es decir,
min Z (f(xz) — yi)Q :
i=1

Esto significa que se estd buscando una funcién f, combinacién lineal de
las funciones de la base, tal que minimiza la suma de los cuadrados de las
distancias entre los puntos (x;, f(x;)) v (@i, y;).

Ejemplo 5.11. Dadas las funciones ¢1(x) = 1, ao(z) = z, @s(z) = 27,
encontrar la funcién f que aproxima por minimos cuadrados la funciéon dada
por los puntos (0,0.55), (1,0.65), (1.5,0.725), (2,0.85), (3,1.35).

Como las funciones de la base son 1, x, 22, en realidad se estd buscando
aproximar por minimos cuadrados por medio de un parabola. El sistema
inicial es

10 0 [ 0.55
11 1 a 0.65
115 225 | | ay | ~ | 0725
12 4 a 0.85
13 9 | 1.35

Las ecuaciones normales dan:

5 7.5 16.25 ay | 4.1250
7.5 16.25  39.375 a | = 7.4875
16.25 39.375 103.0625 as 17.8313

217



218

5.6. APROXIMACION POR MINIMOS CUADRADOS

La solucién es:

5.1

5.2

5.3

5.4

0.56 )

a=| —004 | ,  f(z)=056—0.04z + 0.12°.
0.10

[ f(a) ] 0.56 0.55
f(x2) 0.62 0.65
flxs) | =Pa=| 0725 | |, y=10725 1| <
Flxa) 0.88 0.85
f(x5) 1.34 1.35

Ejercicios

Halle, resolviendo el sistema de ecuaciones, el polinomio de interpo-
laciéon que pasa por los puntos

Halle, por medio de los polinomios de Lagrange, el polinomio de inter-
polacién que pasa por los puntos del ejercicio anterior.

Halle el polinomio de interpolacién que pasa por los puntos

(=

1, -5
1, -5
2, —2

Halle el polinomio de interpolacién que pasa por los puntos

(—1, 10),
(1, 8),
(2, 4),
(4, —10).
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219 5.6. APROXIMACION POR MINIMOS CUADRADOS

5.5 Considere los puntos

0.50, 3.0000).

Construya la tabla de diferencias dividas hasta el orden 3. Obtenga
p2(0.11), p2(0.08), p2(0.25), p2(0.12), p2(0.33), p2(0.6), ps(0.25),
p3(0.33), p3(0.6).

5.6 Considere los puntos

(0.05, 21.0000),
(0.10, 11.0000),
(0.15, 7.6667),
(0.20, 6.0000),
(0.25, 5.0000),
(0.30, 4.3333),
(0.35, 3.8571),
(0.40, 3.5000).

Construya la tabla de diferencias divididas hasta el orden 3. Calcule
p2(0.11), p2(0.08), p2(0.25), p2(0.12), p2(0.33), p2(0.6), p3(0.25), p3(0.33),
p3(0.6).

5.7 Considere los mismos puntos del ejercicio anterior. Construya la tabla
de diferencias finitas hasta el orden 3. Halle po(0.11), p2(0.08), p2(0.25),

p2(0.12), p2(0.33), p2(0.6), p3(0.25), p3(0.33), p3(06)

5.8 Considere los puntos

(0.05, 2.0513),
(0.10, 2.1052),
(0.15, 2.1618),
(0.20, 2.2214),
(0.25, 2.2840),
(0.30, 2.3499),
(0.35, 2.4191),
(0.40, 2.4918).
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5.9

5.10

5.11

Obtenga la recta de aproximaciéon por minimos cuadrados.

Considere los mismos puntos del ejercicio anterior. Obtenga la parabola
de aproximacién por minimos cuadrados.

Considere los mismos puntos de los dos ejercicios anteriores. Use otra
base y obtenga la correspondiente funcién de aproximacién por minimos
cuadrados.

Para diferentes valores de n, empezando con n = 5, construya en Scilab
dos vectores columna x y y, con las coordenadas de n puntos:

(0, (=) Yn—1"), (1,0), (2,0), (3,0), ..., (n—1,0).
Obtenga p, el polinomio de interpolacion, a partir de la solucién de
(5.1).

Construya un vector columna yse con los valores del polinomio p eva-
luado en los valores del vector columna x. Tedricamente los dos vectores,
y v yse, son iguales. Obtenga la norma de y-yse.

Obtenga ¢, el polinomio de interpolaciéon usando polinomios de La-
grange. Construya un vector columna ylg con los valores del polinomio
g evaluado en los valores del vector columna x. Tedéricamente los dos
vectores, y v ylg, son iguales. Obtenga la norma de y-ylg.

Repita el proceso con n = 10, 15, 20. Observe e interprete.
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Capitulo 6

Integracion y diferenciaciéon

6.1. Integracion numérica

Esta técnica sirve para calcular el valor numérico de una integral definida, es
decir, parar obtener el valor

= / " e

En la mayoria de los casos no se puede calcular el valor exacto I; simplemente
se calcula [ aproximacion de I.

De todas maneras primero se debe tratar de hallar la antiderivada. Cuando
esto sea imposible o muy dificil, entonces se recurre a la integracién numeérica.
Por ejemplo, calcular una aproximacién de

05
/ e® dx.
0.1

En este capitulo hay ejemplos de integracion numérica con funciones cuya
antiderivada es muy facil de obtener y para los que no se debe utilizar la inte-
gracion numeérica; se usan solamente para comparar el resultado aproximado
con el valor exacto.
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Figura 6.1: Integral definida

6.2. En Scilab

Para obtener una aproximacion del valor de una integral definida, por ejem-

plo,
0.5 ,
/ e vdx
0.1

se utiliza intg. Para eso es necesario definir en Scilab la funcién que se va
a integrar. Puede ser, directamente en el ambiente Scilab:

deff(’ [yl = £63(x)’, ’y = exp(-x*x)’)
I = intg(0.1, 0.5, £53)

También se puede definir una funcién en un archivo .sci

function fx = f57(x)
fx = exp(-x*x)
endfunction

y después de cargarla, dar la orden

I = intg(0.1, 0.5, £57)

También se puede utilizar la funcién integrate:
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I = integrate(’exp(-x*x)’, ’x’, 0.1, 0.5)

Aunque Scilab es muy bueno, no es perfecto. La utilizacién de intg o integrate
no funciona bien (versiéon 5.1) para

27
/ sen(x) dx .
0

Algunas veces no se conoce una expresion de la funcion f, pero se conoce
una tabla de valores (x;, f(x;)), o simplemente una tabla de valores (x;,y;).
Supongamos, asi lo requiere Scilab, que la lista de valores (x1,y1), ..., (Zn, Yn)
esta ordenada de manera creciente de acuerdo a los x;, 0 sea, 1 < Ty < -+ <
T

Para obtener el valor aproximado de la integral, entre z1 y x,, de la funcién
f (representada por los valores (z;,¥;)), es necesario tener dos vectores con
los valor z; y y;, y utilizar la funcién inttrap, que utiliza la férmula del
trapecio en cada subintervalo.

x = [0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5]"
y = [ 0.9900 0.9778 0.9608 0.9394 0.9139 0.8521 0.7788]"°
I = inttrap(x, y)

Para los mismos parametros x , y, se puede utilizar la funcién intsplin
que utiliza trazadores ctibicos (splines).

x = [0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5]"
y = [ 0.9900 0.9778 0.9608 0.9394 0.9139 0.8521 0.7788]"
I = intsplin(x, y)

6.3. Foérmula del trapecio

La férmula del trapecio, como también la formula de Simpson, hace parte
de las formulas de Newton-Cotes. Sean n + 1 valores igualmente espaciados
a = xg, L1, T3, ..., T, = b, donde

_b—a

ri=a+1ih, i1=0,1,2,...n, h ,
n
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N

Lo X1 T2 Tm Tom Tn—m Tn
a b

Figura 6.2: Division en subintervalos

y supongamos conocidos y; = f(x;). Supongamos ademés que n es un multi-
plo de m, n = km. La integral f;;" f(z)dz se puede separar en intervalos méas
pequenos:

/xn f(z)dx = /xm f(x)dx + . flx)dz + -+ /xn f(z)dx.

m

En el intervalo [xg, ,,] se conocen los puntos (2o, ¥o), (Z1,¥1); s (T, Ym) ¥
se puede construir el polinomio de interpolacién de Lagrange p,,(x). Entonces
la integral f;’;’" f(z)dz se aproxima por la integral de p,,,

/x:m f(z)dx ~ /x:m pm(2)dz.

Para m = 1 se tiene la férmula del trapecio. Su deduccién es mucho mas
sencilla si se supone que zy = 0. Esto equivale a hacer el cambio de variable
¥ =x— xp.

r—T xr —XT
pi(x) = yo : + U 0,
To — Iq 1 — X
(2) x—h+ x
T) = —
m(2) :y0+:c%.
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Yo n

Zo h X1

Figura 6.3: Formula del trapecio

Entonces

1 h _
/ p(2)de = / (vo+ 2 L0 gy
o 0 h

h? Y1 — Yo
— yoh + —
Yo + 9 h ’

Yo n
= h —_— _—

/ f(z)de ~ h w (6.1)

De la férmula (6.1) o de la grafica se deduce naturalmente el nombre de
férmula del trapecio.

Ejemplo 6.1.

0.2
1 1
/ edr =~ 0.2(560 + 560'2) = 0.22214028. <
0

Aplicando la férmula del trapecio a cada uno de los intervalos [z; 1, ;] se
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tiene:
o Yo . N
dr ~ h(= + =
z2
| f@de = hCG D)
o Yn—1 Yn
dr ~ h =
[ syt )
o Yo U1 yi o Y2 Yn—1  UYn
/wof(a:)a: (2+2+2+2+ 2+2),
o Yo Yn
/ f(fv)dfff%h(7+y1+yz+ Yoo + Yo 1+7)
zo
/ fla)dz ~ +Z Z+— (6.2)
xo
Ejemplo 6.2.

0.8
1 1
/ e“dr ~ 0.2(560 + %2 4 el 4 00 4 560'8) = 1.22962334. <
0

6.3.1. Errores local y global

El error local de la férmula del trapecio es el error proveniente de la formula

(6.1).

€loc = [loc - Iloc>

€loc = f( )dl‘— (%—i_%)

o

Fa)da — / pi(2)dz
-/ :1(f(w)—p1(x))dfc
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Utilizando la férmula del error para la interpolacién polinémica 5.6,

oo = [ TR s 6 € )

El teorema del valor medio para integrales dice: Sean f continua en [a,b], g
integrable en |a,b], g no cambia de signo en [a,b], entonces

[ swterir =10 [ gyis

para algin ¢ en [a,b].

Teniendo en cuenta que (z—z)(x—x1) < 0 en el intervalo [z, z1] y aplicando
el teorema del valor medio para integrales, existe z € [xg, z1] tal que

_ ")

€loc =
2

/ml(x — wo)@ — 2)dz, % € [z0,71].

Zo

Mediante el cambio de variable t = x — xq, dt = dz,

" h
oo =132 [ttt = € fan, )
0
" 3
=P el
Cloc = —h? f_(z)’ z € [xg, 11]. (6.3)

12

La féormula anterior, como muchas de las férmulas de error, sirve principal-
mente para obtener cotas del error cometido.
h3

le10c] < EM’ M = max{|f"(2)| : z € [wo, 21]}. (6.4)
En el ejemplo 6.1, f"(z) = €*, max{|f"(2)| : z € [0, 0.2]} = 1.22140276,
luego el maximo error que se puede cometer, en valor absoluto, es (0.2)? x
1.22140276/12 = 8.1427 - 10~*. En este ejemplo, se conoce el valor exacto
I =¢% —1=0.22140276, luego |e| = 7.3752 - 10~*.

En algunos casos, la férmula del error permite afinar un poco més. Si f"(z) >
0 (f estrictamente convexa) en [xg, 1] y como I = [+ey,., entonces la féormula
del trapecio da un valor aproximado pero superior al exacto.
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En el mismo ejemplo, f”(z) varfa en el intervalo [1, 1.22140276] cuando x €
0, 0.2]. Luego
eloe € [—0.00081427, —0.00066667],

entonces
I e [0.22132601,0.22147361].

El error global es el error correspondiente al hacer la aproximacion de la
integral sobre todo el intervalo [xg, ,], 0 sea, el error en la férmula 6.2,

€glob = / f(%)dﬁ—h(%‘i‘yl—'—yQ‘i‘+yn—2+ynfl+y7n)

”Z h3
—Z f ) ), 2z € [xio1, x

Sean
M; = min{f"(z) : x € [a,b]}, My =max{f"(z): x € [a,b]}.
Entonces
My < f"(zi) < My, Vi

nM; < Zf”(zz) <nMs,,

=1

1
<=5 1) < M.
_ni:1f(2)_ 2

Sife C'[Qa > entonces, aplicando el teorema del valor intermedio a f”, existe

¢ € la,b] tal que
1 L
=1
Entonces

h3
€glob = —Enf//(f)a £ € la,b].
Como h = (b — a)/n, entonces n = (b — a)/h.
%m:—m@:%gmg,gemﬂ. (6.5)
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6.4. Foérmula de Simpson

Es la formula de Newton-Cotes para m = 2,

/: f(z)dx ~ /QC:Q po(z)dz.

El polinomio de interpolacién ps(x) se construye a partir de los puntos
(0,%0), (1,y1), (z2,y2). Para facilitar la deduccién de la férmula, supong-
amos que py es el polinomio de interpolacién que pasa por los puntos (0, yo),
(h,y1), (2h,ys). Entonces

(x — h)(z — 2h) (x —0)(x — 2h) (x —0)(x — h)
Pr) =v g0 T ok —2h T 0@ k)
1

= 55 (wo(x = h)(x = 2h) = 2yr a(a — 20) + o (e — 1)),

1

— ﬁ(aﬂ(yo —2y1 + y2) + hx(=3yo + 4y1 — y2) + 2h2yo),

2h 1 /8h? 4h?
/ p2(z)dr = _(_(yo —2y1 + 1) + h?(—?’yo + 4y — o)
0

2h2\ 3
+ 2h2(2h)y0>,
2h 1 4 1
dr = h(= — —1s).
/O p2(z)dx (3yo + 3 + 3y2)
Entonces
X2 h
/ f(a:)da: ~ ?(yo —+ 4y1 + y2) (66)
o

Suponiendo que n es par, n = 2k, al aplicar la formula anterior a cada uno
de los intervalos [zg, s, [T2, 4], [T4, T6], -y [Tn_a, Tn_2], [Tn_2, T,], se tiene:

Tn h
/ f(z)de =~ —(yo +4y1 + 2y> + dys + - - - + Y1 + Yn)
o

3
. h k k1
/ f(x)dr ~ ?( Yo + 423/2]‘71 + 2 23/23‘ + Yn) (6.7)
o 7j=1 7j=1
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Ejemplo 6.3.
08 0.2
/ e dr ~ ?(60 + 4(e%? + %) 4 22 + €7¥) = 1.22555177.
0

El valor exacto, con 8 cifras decimales, es 1.22554093, entonces el error es
—0.00001084. <

6.4.1. Errores local y global

Para facilitar la deduccion del error local, consideremos la integral entre —h
y h. Sea [ € C’fﬂhﬁ].

) =t = [ g@ir= [ piaan

h
B / Fla)do— 2 (F(=h) + 4(0) + 1),

Sea F' tal que F'(z) = f(z), entonces f_hh f(z)dx = F(h)—F(—h). Al derivar
con respecto a h se tiene f(h)+ f(—h).

() = F(B) + F(~h) — = (F(=h) + 47(0) + F(A)
~ (- PR ),
3¢(h) = 21 (k) + 2(~h) — 47(0) — A(f'(h) — J'(~h)).

3¢"(h) = 2f'(h) = 2f'(=h) — f'(h) + f'(=h) = h(f"(h) + f"(=h)),
= ['(h) = f'(=h) = h(f"(h) + ["(=P))-

3¢"(h) = f”(h) + [1(=h) = (F"(h) + f1(=R)) = h(f"(h) = F"(=h)),
—h(f" (k) = f"(=h)),
elll(h) _ _g ( f///(h) B f///(_h) )’
e///(h> _ _ 2h° f”/(h) — f”/(_h).

3 2h
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231 6.4. FORMULA DE SIMPSON

De los resultados anteriores se ve claramente que e(0) = €'(0) = €¢”(0) =
¢”(0) = 0. Ademas, como f € C*, entonces f” € C'. Por el teorema del
valor medio, existe § € [—h,h], § = ah, a € [-1,1], tal que

f//l(h) _ fl/l(_h)

— 4 —
5 = fWah), aec[-1,1].

Entonces
2h?

e///(h) - _ ?

f(4)(ah), a € [-1,1].
Sea

ga(h) = fP(ah).

Como g4 es continua, ¢* es integrable y no cambia de signo en [0, h], se puede
aplicar el teorema del valor medio para integrales,

h
() =~ gu(6) /O 2dr. & e l0.h],

2

e"(h) = ) h? 94(&4).

Sea

entonces

De manera semejante,

¢(h) = /0 (1) di + ¢/(0), e'(h):—g /0 £ g5 (1) dt,

h
) = gl [ Edt @M ) =~ h (o)
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Sea

g2(h) = g3(&) = fW(6ah), —1<6,<1,
¢(h) = —% B go(h).

e(h) = /0 ¢(8) dt + e(0),

1 h

h)=—— [ t'g.(t)dt,
e(h) = —13 ; 92(1)
h
() =g i) [ i, el
1
e(h) = ~90 h® ga(&2),
(h) = —’;—;f“)(elh), ~1<6 <1,
(h) = —g—;f(4)(z), ~h<z<h

= 2 € [0, 2] (6.8)

La deduccion del error global se hace de manera semejante al error global
en la férmula del trapecio. Sean n = 2k, M; = min{fW(z) : = € [a,b]},
My = max{fW(z) : z € [a,b]}.

' k k—1
h
€glob = f($)d$— <?( y0+4zy2j—1+22y2j + yn)>’
X =1 j=1
f(4)(z<)
- jz:; < ’ 90 ; ) ! Zj € [$2j—2al‘2j]’
h zk: (4)
~ 00 ()
20 j=1
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233 6.4. FORMULA DE SIMPSON

M, < fB(z) < My, Vj

k

My <) fO(z) < BM;,
j=1
k

1
M < EZfM)(Zj) < My,

J=1

Entonces, existe £ € [a, b], tal que
Lk
D ANCHEN RG]
j=1
k
D FBz) =k D),
j=1

k
Z f(z) = 5 £9),

k
4 _b—a 4
]Zlf”(zj)— i ).

Entonces

1 (= 0)JE)

S el (6.9)

€glob = —

La férmula de Simpson es exacta para polinomios de grado inferior o igual a
3. El error global es del orden de h.

Pasando de una interpolacion lineal (férmula del trapecio) a una interpolacién
cuadrética (férmula de Simpson), el error global pasa de O(h?) a O(h%), es
decir, una mejora notable. Se puede ver que al utilizar interpolacion cibica
se obtiene

|

xs3 3
/ f(x)dz = <(3yo + Yy1 + Yy + 3y3) — %h‘r’f(‘*)(z) . % € [xg, w3),
Zo

llamada segunda férmula de Simpson. Entonces el error local es O(h®) y el
error global es O(h?). La férmula anterior es exacta para polinomios de grado
inferior o igual a 3. En resumen, la interpolacién cibica no mejora la calidad
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234 6.5. OTRAS FORMULAS DE NEWTON-COTES

de la aproximacién numérica, luego es preferible utilizar la férmula (6.7), més
sencilla y de calidad semejante.

Sin embargo, cuando se tiene una tabla fija con un niimero impar de subinter-
valos (n impar, nimero par de puntos), se puede aplicar la (primera) férmula
de Simpson sobre el intervalo [z, x,,_3] y la segunda férmula sobre el intervalo

[xn—?n xn]

6.5. Otras formulas de Newton-Cotes

Las férmulas de Newton-Cotes se pueden clasificar en abiertas y cerradas.
Las férmulas del trapecio y de Simpson son casos particulares de las férmulas
cerradas. En ellas se aproxima la integral en el intervalo [xg,x,,] usando el
polinomio de interpolacién, de grado menor o igual a m, construido a partir de
los puntos (zg, ¥0), (1,Y1); s (Tm—1,Ym-1); (Tm, Ym), igualmente espaciados

en . o .
/ f(z)dz %/ pm(2)dz.

La siguiente tabla muestra las mas importantes.

m / pm(x)dx error
o
h f"(2) 5

1 — ———2h
h fU(2)

2 - 4 R
3 (Yo +4y1 +12) 9(2)
3h 3 z

3 g(yo + 3y1 + 3y2 + y3) _fT()hs
2h 8 fO(z)

4 — 2 12 2 —— T
45(7yo+3 y1 + 12ys + 32y3 + Ty,) 915

En todos los casos, z € [xg, Tp,].
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6.5.1. Formulas de Newton-Cotes abiertas

En estas férmulas el polinomio de interpolacion se calcula sin utilizar los
extremos del intervalo de integracion,

Tm+2 Tm+2
[ t@de [T s
o o

donde p,,, polinomio de grado menor o igual a m, se construye utilizando los

puntos (z1,v1), (2,Y2), -+, (TmsYm), (Tmi1, Yma1), igualmente espaciados en
x.
Tm+2
m / Pm(z)dx error
zg
"
0 2h 1y, +fT(Z> h?
3h 3f"(=
1 7(91 + 42) +fT() h?
4h 14 f@(2)
2 —(2y1 — 2 —=n’
5 (201 — o +24s) + i
5h 95 F(z2) .
— (11 11 ———h
3 | gy (M +y +ys + 1) Tid

En todos los casos z € [zg, T2

Ejemplo 6.4.

0.8

4x0.2

/ e dr ~ X3 (207 — 0% 4 2%0) = 1.22539158 .
0

El valor exacto, con 8 cifras decimales, es 1.22554093, entonces el error es
0.00014935. <

En general, las formulas cerradas son més precisas que las abiertas, entonces,
siempre que se pueda, es preferible utilizar las formulas cerradas. Las férmulas
abiertas se usan cuando no se conoce el valor de la funcién f en los extremos
del intervalo de integracion; por ejemplo, en la soluciéon numérica de algunas
ecuaciones diferenciales ordinarias.
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6.6. Cuadratura adaptativa

Sea | = ff f(z)dx e I, laaproximacién de I por un método fijo de Newton-
Cotes (trapecio, Simpson,...) utilizando n subintervalos. La férmula que rela-
ciona I, I,, y el error global se puede expresar asi:

I=1,+ F(b—a)h?f9(¢), para algin £ € [a, D],

donde F, p y q dependen del método escogido; & depende del método, de la
funcion f, de n y del intervalo. Entonces

b —

1= L4 F(b—a) (== ().
=1, + F%ﬂq)(&)-
n
Sea m = 2n,
— (b—a)* (9)

I = In+ P20 [9(Q),

Supongamos que
FO©) = f9(c)

Entonces

I~1,+2°G=~1,+e,,
I=1,+G~I,+e,,

donde G = wa(q)((’), €n YV € son los errores. Se puede despejar G:

np2p
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237 6.6. CUADRATURA ADAPTATIVA

I, —1I
m~ G =" 6.10
e o 1 (6.10)
1, — I, ¢ .
= — rapecio
3 p
= — 1m n
5 pso

Con G se obtiene, supuestamente, una mejor aproximacion de I:

I~1I,+G. (6.11)

Los datos para el proceso iterativo para cuadratura adaptativa son: el método
(la formula de Newton-Cotes), f, a, b, ng, €, Nmax-

Se empieza con un n = ny (debe ser adecuado) y se obtiene I,,. A partir
de ahi se empieza a duplicar el nimero de subintervalos. El calculo de la
nueva aproximacién I,, se hace sin repetir evaluaciones de la funcién
f, ya que al duplicar el nimero de subintervalos los valores f(x;) de la etapa
anterior hacen parte de los valores f(z;) de la etapa actual. Se calcula G
aproximacién de e,,, usando (6.10). Si |G| < ¢, entonces se supone que el
error es suficientemente pequenio y se toma como valor final I, + G. En
caso contrario, se continua duplicando el nimero de subintervalos. De todas
maneras esta previsto un mumero maximo de subintervalos np.., ya que
es posible que no se obtenga una aproximacién del error suficientemente
pequena.

Ejemplo 6.5.

I—/ sen(x)dz,
0

utilizando el método del trapecio (ng = 1) y el de Simpson, (ny = 2),e = 1078
Método del trapecio:
n I, G

1 0.0000000000000002
2 1.5707963267948966  0.5235987755982988
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4 1.8961188979370398  0.1084408570473811

8 1.9742316019455508 0.0260375680028370

16  1.9935703437723395  0.0064462472755962
32 1.9983933609701441  0.0016076723992682
64  1.9995983886400375 0.0004016758899645
128  1.9998996001842038  0.0001004038480554
256  1.9999749002350531  0.0000251000169498
512  1.9999937250705768  0.0000062749451746
1024  1.9999984312683834 0.0000015687326022
2048  1.9999996078171378  0.0000003921829181
4096  1.9999999019542845  0.0000000980457155
8192  1.9999999754885744  0.0000000245114300
16384  1.9999999938721373  0.0000000061278543

I ~

Método de Simpson:

1.9999999938721373 + 0.0000000061278543
1.9999999999999916 .

n I, G

2 2.0943951023931953

4 2.0045597549844207 -0.0059890231605850

8 2.0002691699483881 -0.0002860390024022
16 2.0000165910479355 -0.0000168385933635
32 2.0000010333694127 -0.0000010371785682
64 2.0000000645300013 -0.0000000645892941
128 2.0000000040322572 -0.0000000040331829

I~ 2.0000000040322572 - 0.0000000040331829

1.9999999999990743 .

6.7. Cuadratura de Gauss-Legendre

En las diferentes férmulas de Newton-Cotes, los valores x; deben estar igual-
mente espaciados. Esto se presenta con frecuencia cuando se dispone de una
tabla de valores (z;, f(x;)). En la cuadratura de Gauss se calcula la integral
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239 6.7. CUADRATURA DE GAUSS-LEGENDRE

en un intervalo fijo [—1, 1] mediante valores precisos pero no igualmente es-
paciados. Es decir, no se debe disponer de una tabla de valores, sino que debe
ser posible evaluar la funcién en valores especificos.

La férmula de cuadratura de Gauss tiene la forma
1 n
/ Fl)de ~ 3w f(a). (6.12)
-1 i=1

Los valores w; se llaman los pesos o ponderaciones y los x; son las abscisas.
Si se desea integrar en otro intervalo,

/ab p(&) d€

es necesario hacer un cambio de variable,

2 _b—a b—a

t:b_a(g—a)—l, 13 5 (t+1)+a, dé= dt

2 )., TV 2
’ b—a b—
RIS CR !
b b—a
[ aEn 5> e (6.13)
& = b;“(xi +1) +a. (6.14)

En la cuadratura de Gauss se desea que la férmula (6.12) sea exacta para los
polinomios de grado menor o igual que m = m,, y se desea que este valor
m,, sea lo mas grande posible. En particular,

/1 f(z)dx = iwzf(xz), si flx)=1,2,2% ...,2™.
-1 i=1

La anterior igualdad da lugar a m,, + 1 ecuaciones con 2n incégnitas (los w;
y los x;). De donde m,, = 2n — 1, es decir, la férmula (6.12) debe ser exacta
para polinomios de grado menor o igual a 2n — 1.
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240 6.7. CUADRATURA DE GAUSS-LEGENDRE

Recordemos que

0 si k es impar,

1
k
¥ dx =

/_1 2

i1 si k es par.

Para n = 1, se debe cumplir

Se deduce inmediatamente que

’LU1:2, IL‘1:0.

/lf(x)deQf(O). (6.15)

Para n > 2, se puede suponer, sin perder generalidad, que hay simetria en
los valores z; y en los pesos w;. Mas especificamente, se puede suponer que:

Ty < Xg < o < Ty,
Xy = —Tn4+1—i,

W; = Wp41—i -

Paran = 2,
wy + we =

W1T1 + Wekg =

2 2
W1 T] + Waky =

3 3
Wyx|] + Weky =
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Por suposiciones de simetria,

Entonces

Finalmente,

Para n = 3,

(L’1<0<.’L'2,
Iy = —x2,

w1 = Wa.

2’[1)1 = 2,

wy + wy + wz = 2,

W11 + WX + W3T3 = 0,

2 2 y 2
W] + Wals + W3y = 3,
3 3 3
w1 x| + wexy + wary = 0,
2

4 4 4
w1y + Wo Ty + W3Tg = g,

5 5 5
w1y + WoTs + W3Tg = 0.

Por suposiciones de simetria,

LE1<0:(E2<(E3,
ry = —I3,

w1 = Ws.

241
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Entonces
211)1 + wo = 2,
2wy a] =
2w ] =
Finalmente,
5!
w1—-§, Ty = —
8
w2—-§, xo = 0,
5
w3 = 57 T3 =

3

3

La siguiente tabla contiene los valores w;, x;, para valores de

iguales a 6.

(6.17)

n menores o

w;

X

0

+0.

577350269189626

wl o —| =

.888888888888889
.5555555555655556

0

+0.

774596669241483

.339981043584856
.861136311594053

+0.
+0.

652145154862546
347854845137454

.568888888888889
.478628670499366
.236926885056189

0

+0.
+0.

538469310105683
906179845938664

.467913934572691
.360761573048139
.171324492379170

ot
O O OO O OO OO0 O+ |N

+0.
+0.
+0.

238619186083197
661209386466265
932469514203152

Tablas mds completas se pueden encontrar en [Fro70] o en [AbS65].
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Ejemplo 6.6. Calcular una aproximacién de

0.8
/ e* dx
0.2

por cuadratura de Gauss con n = 3.

8-0.2
& = %(—0.774596669241483 +1) +0.2 = 0.26762099922756
0.8 —0.2
=5 (0+1)+02=05
0.8 —0.2
€5 = ———2(0.774596669241483 + 1) + 0.2 = 0.73237900077244

0.8
0.8—-0.2 /5 8 5
T dr a3t = 62 < &3
/0‘.26 T 5 (96 +96 —l—ge)

~ 1.00413814737559

El valor exacto es e?8—e%2 = 1.00413817033230, entonces el error es 0.00000002295671
~ 2.3-1078. Si se emplea la férmula de Simpson, que también utiliza tres
evaluaciones de la funcion, se tiene

0.8

0.3

/ e dr ~ — ("% 4+ 4% 4 €"®) = 1.00418287694532
0.2

El error es —0.00004470661302 ~ 4.5-107°. ©

La formula del error para 6.12 es:

_ 2 ()t on
ey = (2n+1)((2n)!)3f( ), —-1<é<1. (6.18)

Para 6.13, el error esta dado por:

(b— a)2"+1(n})*

(2n + 1)((2n)!)3f(2n)(5) , a<{<D. (6.19)

€n —
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244 6.7. CUADRATURA DE GAUSS-LEGENDRE

Comparemos el método de Simpson y la formula de cuadratura de Gauss con
n = 3, para integrar en el intervalo [a, b], con h = (b—a)/2. En los dos casos
es necesario evaluar tres veces la funcion.

h5
€Simpson — —%f(4)(2) )
2h)7 (314 h’
CGauss3 = %Jf(ﬁ)(f) = Mf(ﬁ)(f)-

Se observa que mientras que la férmula de Simpson es exacta para polinomios
de grado menor o igual a 3, la formula de Gauss es exacta hasta para poli-
nomios de grado 5. Sea 0 < h < 1. No sélo h” < h®, sino que el coeficiente
1/15750 es mucho menor que 1/90.

En el ejemplo anterior, h = 0.3, y tanto f como f(® varfan en el intervalo
[1.22, 2.23 1.

€Simpson = —2.7- 10_5 f(4) (Z) ’
€Gauss3 = 1.39 - 10_8f(6) (5) .

6.7.1. Polinomios de Legendre

Las férmulas de cuadratura vistas son las férmulas de Gauss-Legendre. En
ellas estan involucrados los polinomios ortogonales de Legendre. También hay
cuadratura de Gauss-Laguerre, de Gauss-Hermite y de Gauss-Chebyshev,
relacionadas con los polinomios de Laguerre, de Hermite y de Chebyshev.

Hay varias maneras de definir los polinomios de Legendre; una de ellas es:

Po(r) =1, (6.20)
1 a4, n
P,(x) = Sl g (x*—1)". (6.21)
Por ejemplo,
Po(z) =1, Pi(z) =z,
1 1
Py(z) = 5(31‘2 - 1), Py(z) = 5(5933 —x),

1
Py(z) = §(35x4 — 302° + 3).
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También existe una expresion recursiva:

Po(r) =1, (6.22)
Pi(z) =z, 6.23)
2n +1 n
() =~ a Pala) = P (@) (6.24)
Algunas de las propiedades de los polinomios de Legendre son:
1
o / *P,(z)dr =0, k=0,1,2,...,n—1, (6.25)
~1
1
o / P.(x)P,(x)dz =0, m#n, (6.26)
~1

1
2
P, (x))*dx = : 6.27
R (6.27)
Las abscisas de las formulas de cuadratura de Gauss-Legendre son exacta-
mente las raices de P,(x). Ademas,

1 ' P,(x)
_ d 2
¢ = s /193_% .. (6.28)

1 2
(Pi(w:))* 1 — a3

7

(6.29)

.U}i:

6.7.2. Cuadratura de Gauss-Laguerre y Gauss-Hermite

La cuadratura de Gauss-Laguerre usa los polinomios de Laguerre para cal-
cular una aproximacién de
o0
/ f(z)dz.
0

Las abcisas son las raices de los polinomios de Laguerre. Las ponderaciones
estan relacionadas con estos polinomios. Las férmulas se pueden presentar
de dos maneras:
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/000 f(x)de =~ Zwiexif(mi), (6.30)
/000 e *g(xr)dr ~ szg(xl) (6.31)

En [AbS65] hay tablas con valores de x; y w; para valores de n < 15. Por
ejemplo, para n = 8:

ZT; W;
0.170279632305 3.69188589342e-1
0.903701776799 4.18786780814e-1
2.251086629866 1.75794986637¢e-1
4.266700170288  3.33434922612¢-2
7.045905402393  2.79453623523e-3

10.758516010181  9.07650877336e-5
15.740678641278  8.48574671627e-7
22.863131736889 1.04800117487¢e-9

La cuadratura de Gauss-Hermite usa los polinomios de Hermite para calcular

una aproximacion de
/ f(z)dx.

Las abcisas son las raices de los polinomios de Hermite. Las ponderaciones
estan relacionadas con estos polinomios. Las férmulas se pueden presentar
de dos maneras:

/ h flz)dx ~ Zwiex? f), (6.32)
/OO e g(z) dx ~ Zw,g(m,) (6.33)

En [AbS65] hay tablas con valores de z; y w; para valores de n < 20.
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6.8. Derivacion numérica

Dados los puntos (zo,%o), (1,91), ---y (Zn,yn) igualmente espaciados en z, o
sea, x; = xo + ih, se desea tener aproximaciones de f'(x;) vy f"(x;).

Como se vio anteriormente, (5.6),
f(2) = pal) + (2 = 20)(x — 21) -+~ (2 = 2) fV(E)/(n+ 1.

Sea ®(x) = (z — x¢)(z — x1) -+ (x — ). Como £ depende de z, se puede
considerar F(x) = f*Y(¢£(x))/(n + 1)!. Entonces

f(x) = pu(x) + ®(2) F ()

f'() = pi(x) + () F(x) + D(z) F'(z),

f'(@i) = py (i) + (i) F () + P (ai) F(2),

F'(wi) = p (i) + () F ()
Paran =1

pie) =g+ LW o) gl = )
O(z)= (v —zo)(x—21), P'(2)=21—210—h

Entonces

F(ae) = W) 4 (90— 9wy — BYF(ag) = L8 P gy,

h h 2
Pl = U0 (o, 2wy - mP() = W) e,
En general,
e G ¥ (LN
fleg =WV By cepre) 639

El primer término después del signo igual corresponde al valor aproximado.
El segundo término es el error. Se acostumbra decir simplemente que el error
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es del orden de h. Esto se escribe

fa) = =) o)

h
! Yi — Yi—
Py = B0 o),
Para n = 2, sea s = (z — x0)/h,
s(s — 1) A?
pg(x):yo—i-SAfo—f‘ ( 9 ) 2f0,
B T — To T —1x9 T—ax9—h A%f
p2(z) = yo + 3 Afo + A 3 5
’ Af() 21‘-21‘0—]1 A2f0
pQ(x): h + h2 2 )
, Afo | A%
Phlan) = S5+ 5 =
Y2 — Yo
pQ(xl) - 2h

O(x) = (x — zo)(x — 20 — h) (T — 29 — 2h),
®(1) = (v — 20)* — 3h(z — 20)* + 2h*(z — 20),
(z)
)

' (x) = 3(x — x0)* — 6h(x — 10) + 2R,
®'(x1) = 3h? — 6h* + 2h* = —h>.
Entonces 2
fle) = B = T f"(€) €€ lwo,m)
De manera general,
i —Yia W
f(ai) = FEZE = fE), €€ o i), (6.36)
O también,
(@) = % +O(R). (6.37)

En [YoGT72], pdg. 357, hay una tabla con varias férmulas para diferenciacién
numérica. Para la segunda derivada, una formula muy empleada es:

Yirn =2y tyia R
e === = ), €[zl (639)
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249 6.8. DERIVACION NUMERICA

O también,

" Yir1 — 2 + Yi-
F(a) = 24 - L+ om?). (6.39)

La deduccién de las férmulas de derivacién numérica se hizo a partir de
una tabla de valores (z;,y;), pero para el uso de éstas solamente se requiere
conocer o poder evaluar f en los puntos necesarios. Por esta razén, algunas
veces las formulas aparecen directamente en funcién de h:

flay = Lot hg —@ L om), (6.40)
o) = L= z(:c —M 4 om), (6.41)
O A h);hf(x —M L om), (6.42)
iy = L) = 2];(2@ Il L ome), (6.43)

Ejemplo 6.7. Dada f(x) = /z, evaluar aproximadamente f'(4) y f"(4),
utilizando h = 0.2.

2.0494 -2

'(4) ~ — 0.2470
92— 1.9494
2.0494 — 1.9494
'(4) ~ — 0.2501
F'@) 2% 0.2 0.250
2.0494 — 2 x 2 + 1.9494
F(4) ~ 022 i — 0.0313. ©

El error de las dos primeras aproximaciones no es el mismo, pero es del
mismo orden de magnitud O(h). La tercera aproximacién es mejor que las
anteriores; su error es del orden de O(h?). Los valores exactos son f'(4) =
0.25, f"(4) = —0.03125.

6.8.1. Derivadas parciales

Sea f: R™ — R con derivadas dobles continuas. La férmula (6.42) se puede
generalizar a
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250 6.8. DERIVACION NUMERICA

aof 1 _ _ _ _
aﬂfi (:L‘) = % (f(xlv s i1, T + h7 Liglyeey xn)
 F(Fy e Bor B — Py Tip1, s i‘n)> +O(h?) (6.44)
También se puede escribir de manera més compacta
of .. f(@+ he')— f(z — he') )
p— .4
@) - +O(?) (6.45)
donde
e =1(0,..,0,1,0,...,0) € R"
La férmula (6.43) se puede generalizar a
2 - h AN 2 - T —h 7
af _f(l‘—f— 6) f(!E)—f—f(:L‘ e)+0(h2) (646)

W(@ - h2

%

Ejemplo 6.8. Sean f(xi,z5) = €™ sen(wzy). Obtenga una aproximacién de
of 0 f

—(2 de —5(2 h=0.2.

S23) yde Gh23) eon h=0

I (5~ {2 3.2)0f4f(2, 2.8)

0o

= —7.2664401
ﬁ@ 3~ J223) =202, 3) + £(18,3)
oz 0.04

= 1.0462241

6.8.2. En Scilab

Sea f : R — R derivable. La aproximacién de la derivada se obtiene por
medio de derivative(f, x). Sien un archivo se define la funcién
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function y = func246(x)
y = sqrt(x)
endfunction

y se carga este archivo en Scilab, entonces la derivada en x = 4 se obtiene
mediante

der = derivative(func246, 4)
Si se quiere obtener también la segunda derivada:

[der, der2] = derivative(func246, 4)
Sea f : R™ — R, por ejemplo, la definida en la siguiente funcion

function y = func245( x )

y = exp(x(1)) * sin(x(2))

endfunction
Si se carga en Scilab el archivo donde estd esta funcion, entonces para un
vector columna x, la funcién derivative produce un vector fila con el gra-

diente.

[2 3]
derivative (func245, x)

X

g

Para obtener, adicionalmente, la matriz hessiana:

x = [2 3]’
[g, Al = derivative(func245, x, H_form =’blockmat’)

Sea f : R" — R™, por ejemplo, la definida en la siguiente funcién

function fx = func247( x )
fx = zeros(3,1)

fx(1) = exp(x(1)) * sin(x(2))

fx(2) = 3*xx(1) + 4*x(2)

fx(3) = x()*x(1) + 5xx(1)*x(2) + 3*x(2)*x(2)
endfunction
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Si se carga en Scilab el archivo donde estd esta funcion, entonces para un
vector columna x, la funcion derivative produce una matriz m xn, la matriz

jacobiana.
x = [2 3]
J = derivative(func247, x)
Ejercicios
6.1 Calcule )
/ e’ dx
0.2
utilizando la férmula del trapecio y de Simpson, variando el nimero de
subintervalos. También por medio de la cuadratura de Gauss variando
el nimero puntos. Calcule los errores. Compare.
6.2 Calcule .
/ e da
0
utilizando la féormula de Simpson. Utilice seis cifras decimales. Tome
los valores n = 2, 4, 8, 16, 32... hasta que no haya variacion.

6.3 Haga un programa para calcular f: f(z)dz, siguiendo el esquema del
ejercicio anterior.

6.4 Observe, por ejemplo, que paran = 2 se evalia la funcién en a, (a+b)/2,
b. Para n = 4 se evalia la funcién en a, a + (b — a)/4, (a + b)/2,
a+ 3(b —a)/4, b. Haga el programa eficiente para que no evalie la
funcién dos veces en el mismo punto.

6.5 Haga un programa para calcular fff(m)dx, partiendo [a,b] en subin-

tervalos y utilizando en cada subintervalo cuadratura de Gauss.
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6.6

6.7

6.8

Considere los puntos
(0.05, 2.0513),
(0.10, 2.1052),
(0.15, 2.1618),
(0.20, 2.2214),
(0.25, 2.2840),
( )
( )

)

0.30, 2.3499),
0.35, 2.4191),
(0.40, 2.4918).
Calcule de la mejor manera posible
0.35 0.40 0.45
f(z)dr, f(z)de, f(z)dr.
0.05 0.05 0.05

Considere los mismos puntos del ejercicio anterior. Calcule una aprox-

imacion de f'(0.25), f/(0.225), f”(0.30).

Combine integracion numérica y solucion de ecuaciones para resolver

/ e Pdt =0.1.
0
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Capitulo 7

Ecuaciones diferenciales

Este capitulo se refiere inicamente a ecuaciones diferenciales ordinarias. Las
primeras secciones tratan las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden con condiciones iniciales:

Y = f(z,y) paraa <z <D,

y(20) = 10 (T1)

Frecuentemente la condicién inicial esta dada sobre el extremo izquierdo del
intervalo, o sea, a = xy. Un ejemplo es:

I Yy 2
Yy —Hl‘—w—f‘?)l‘, I€[2,4],

y(2) = 5.

Temas importantisimos como existencia de la solucién, unicidad o estabili-
dad, no seran tratados en este texto. El lector debera remitirse a un libro
de ecuaciones diferenciales. Aqui se supondra que las funciones satisfacen
todas las condiciones necesarias (continuidad, diferenciabilidad, condicién de
Lipschitz... ) para que la solucién exista, sea tnica...

Como en todos los otros casos de métodos numéricos, la primera opcién para
resolver una ecuacion diferencial es buscar la solucion analitica. Si esto no se
logra, entonces se busca la solucion numérica que consiste en definir puntos
en el intervalo [a,b], xo = a < 21 < T3 < -+ < T,,_1 < T, = by encontrar
valores aproximados 1, v2, ..., ¥, tales que

yi = y(r), i=1,..,n,
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En muchos casos los valores x; estan igualmente espaciados, o sea,

h—
ri=a-+1h, i1=0,1,...n, con h= a‘
n

En varios de los ejemplos siguientes se aplicaran los métodos numéricos para
ecuaciones diferenciales con soluciéon analitica conocida. Esto se hace simple-
mente para comparar la solucion numeérica con la solucion exacta.

7.0.3. En Scilab

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial:

, Tty
= + 4 + cos(x),
T (@)

y(2) = 3.

Antes de utilizar la funcién ode, es necesario crear en Scilab la funcion f y
cargarla. La funcion ode evalia aproximaciones del valor de y en valores del
tercer parametro, un vector fila o columna. El resultado es un vector fila con
las aproximaciones de la solucién en los valores deseados (tercer pardmetro).

Después de definir y cargar
function Dy = func158(x, y)
Dy = ( x +y )/( xxx + yxy ) + 4 + cos(x)

endfunction

se obtiene la solucién aproximada mediante

x0 = 2
yo = 3
t = 2:0.05:3;

yt = ode(y0, x0, t, funcl58)
Ahora es posible graficar el resultado mediante

plot2d(t, yt)
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7.1. Método de Euler

Se aplica a una ecuacion diferencial como en (7.1) utilizando puntos igual-
mente espaciados. Su deduccién es muy sencilla.

/ _ylzo+h) —y(xo)
Y (z0) ~ A .

Por otro lado

Yy (o) = f(z0,%0)-

Entonces

y(zo + h) = yo + hf(xo, o).

Si denotamos por y; la aproximacién de y(zg + h), entonces la férmula del
método de Euler es justamente

Y1 = Yo + hf(zo, y0).

Aplicando varias veces el mismo tipo de aproximaciones, se tiene la férmula
general:

Vi1 = Yi + hf(xi, vi). (7.2)

Gréficamente esto significa que y(x; + h) = y(z;41) se aproxima por el valor
obtenido a partir de la recta tangente a la curva en el punto (x;,y;).

El valor y; es una aproximacién de y(z1). A partir de y;, no de y(x;), se
hace una aproximacién de y'(z1). Es decir, al suponer que ys es una apro-
ximacién de y(x3), se han hecho dos aproximaciones consecutivas y el error
pudo haberse acumulado. De manera analoga, para decir que y3 es una aprox-
imacién de y(x3), se han hecho tres aproximaciones, una sobre otra.

Sea ¢(t,h) definida para t; < t < ty y para valores pequenios de h. Se dice
que

o(t,h) = O()
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y(l'o + h)

Yo = y(wo)

Figura 7.1: Método de Euler

si para valores pequenos de h existe una constante ¢ tal que
lo(t, h)| < chP, Wt € [t ta].
También se acostumbra decir que
o(t, h) = ch”.

El error local tiene que ver con el error cometido para calcular y(x;. 1)
suponiendo que y; es un valor exacto, es decir, y; = y(x;). El error global
es el error que hay al considerar y,, como aproximacién de y(x,) (n indica el
numero de intervalos).

Los resultados sobre el error en el método de Euler son:

1 = y(z1) + O(h?) (7.3)
Yn = y(zn) + O(h). (7.4)

Ejemplo 7.1. Resolver, por el método de Euler, la ecuacién diferencial

y =22 —dx+y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1, 3], con h = 0.25.

La primera observacién es que esta ecuaciéon diferencial se puede resolver
analiticamente. Su solucién es y = e — 222, Luego no deberfa ser resuelta
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numéricamente. Sin embargo, el hecho de conocer su solucién exacta permite

ver el error cometido por el método numérico.

1 = yo + hf(zo,yo)
= 0.7182818 + O.25f(1, 0.7182818)

— 0.7182818 + 0.25(0.7182818 + 2 x 12 — 4 x 1)

= 0.3978523

Yo =t +hf(z1, 1)
= (.3978523 + O.25f(1.25, 0.3978523)

= 0.3978523 + 0.25(0.3978523 + 2 x 1.25% — 4 x 1.25)

= 0.0285654
Ys =
1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3978523 | 0.3653430
1.50 | 0.0285654 | -0.0183109
1.75 | -0.3392933 | -0.3703973
2.00 | -0.6428666 | -0.6109439
2.25 | -0.8035833 | -0.6372642
2.50 | -0.7232291 | -0.3175060
2.75 1 -0.2790364 | 0.5176319
3.00 | 0.6824545 | 2.0855369

En los primeros valores se observa que el error es muy pequeno. A partir de
x = 2 se empiezan a distanciar los valores g(x) y y(z). Si se trabaja con h =
0.1 se obtiene §(3) = 1.4327409; con h = 0.01 se obtiene 7(3) = 2.0133187;

con h = 0.001 se obtiene 7(3) = 2.0782381. <

El método de Euler se puede escribir en Scilab mediante:

function [Y, X] = Euler(f, x0, yO, xf, n)

// Metodo de Euler para la ecuacion diferencial

//
/]y = £(x,y)
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-1 ‘ : :
1 2 3

Figura 7.2: Ejemplo del método de Euler

// y(x0) = yO0
// en intervalo [x0, xf]
//

// n = numero de subintervalos

// Y, X seran vectores fila de n+1 elementos

// Y contendra las aproximaciones de

// y(x0) y(x0+h) y(x0+2h) ... y(xf)

// con h = (xf-x0)/n

// X contendra los valores x0 x0+h =x0+2h ... xf

h = (xf-x0)/n

X = zeros(1,n+1)

Y =X

X(1) = x0

Y(1) = y0

xi = x0

yi = y0

for i=1:n
yi = yi + hxf(xi,yi)
xi xi+h
Y(i+1)
X(i+1)

end

endfunction

yi
xi
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y(lxg+h) F-————- (z1,31)

Yo =y(wo) | —— =

|
|
|
|
|
|
|
}
o I’O—f-h

Figura 7.3: Método de Heun

7.2. Meétodo de Heun

Este método es una modificacién o mejora del método de Euler y se utiliza
para el mismo tipo de problemas. También se conoce con el nombre de método
del trapecio. En el método de Euler se utiliza la aproximacion

y(z +h) = y(z) + by (z).

En el método de Heun se busca cambiar, en la aproximacion anterior, la
derivada en x por un promedio de la derivada en x y en x + h.

() +y'(x+h)

/
y(x + h) %y(m)—khy
o sea,

y(x+ h) ~ y(z) + h LEVE) + f(;c +hoy(z +h)

La férmula anterior no se puede aplicar. Sirve para aproximar y(z + h) pero
utiliza y(x + h). Entonces, en el lado derecho, se reemplaza y(z + h) por la
aproximaciéon dada por el método de Euler

fl@,y() + flx+ hy(z) + hf(z,y(z)))

y(x+h)=y(x)+h 5 .
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La anterior aproximacion suele escribirse de la siguiente manera:

K, = hf(xiﬂyi)
Ky = hf(zi + h,yi + K1) (7.5)

1
Yig1 = Yi + §(K1 + Ks).

Ejemplo 7.2. Resolver, por el método de Heun, la ecuacion diferencial

Y =21 —4x+y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1, 3], con h = 0.25.

Ky = hf(xo,y0)
— 0.25f(1, 0.7182818)
= —0.320430

Ky = hf(xo+ h,yo + K1)
= 0.25/(1.25,0.397852)
= —0.369287

Y1 =yo + (K1 + K2)/2
= 0.3734236

Ky = hf(z1,y1)
= 0.25f(1.25, 0.3734236)
= —0.375394
Ky =hf(zy + h,yn + Ky)
= 0.25(1.500000, —0.001971)
= —0.375493
Yo = Y1 + (Kl + KQ)/2
= —0.0020198

261



262 7.2. METODO DE HEUN

1 2 3

Figura 7.4: Ejemplo del método de Heun

1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3734236 | 0.3653430
1.50 | -0.0020198 | -0.0183109
1.75 | -0.3463378 | -0.3703973
2.00 | -0.5804641 | -0.6109439
2.25 | -0.6030946 | -0.6372642
2.50 | -0.2844337 | -0.3175060
2.75 | 0.5418193 | 0.5176319
3.00 | 2.0887372 | 2.0855369

En este ejemplo los resultados son mucho mejores. Por un lado, el método
es mejor, pero, por otro, es natural tener mejores resultados pues hubo que
evaluar 16 veces la funcién f(x,y), 2 veces en cada iteracién. En el ejemplo
del método de Euler hubo simplemente 8 evaluaciones de la funcién f(z,y).
Al aplicar el método de Heun con h = 0.5 (es necesario evaluar 8 veces la fun-
cién) se obtiene §(3) = 2.1488885, resultado no tan bueno como 2.0887372,
pero netamente mejor que el obtenido por el método de Euler. Si se tra-
baja con h = 0.1 se obtiene ¢(3) = 2.0841331; con h = 0.01 se obtiene
7(3) = 2.0855081; con h = 0.001 se obtiene 7(3) = 2.0855366. <
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y(l'() + h)

Yo = y(xo)

Figura 7.5: Método del punto medio

7.3. Meétodo del punto medio

También este método es una modificacién o mejora del método de Euler y se
utiliza para el mismo tipo de problemas. En el método de Euler se utiliza la
aproximacion

y(x + h) = y(z) + hy/'(2).

En el método del punto medio se busca cambiar, en la aproximacion anterior,
la derivada en z por la derivada en el punto medio entre x y x + h, o sea,
por la derivada en = + h/2.

y(x+h) = y(x)+hy (z+h/2)
o sea,

ylx+h)=y(x)+hf(x+h/2,y(x+ h/2))

Como no se conoce y(x + h/2), se reemplaza por la aproximacién que darfa
el método de Euler con un paso de h/2.

W+ b2~ ylo) + o f )

o+ h) % y(o) + B+ b2 9(@) + 5 f )
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La anterior aproximacion suele escribirse de la siguiente manera:

K, = hf(xi,yi)
Ky =hf(x; +nh/2,y; + K1 /2) (7.6)
Yir1 = Yi + Ko.

Ejemplo 7.3. Resolver, por el método del punto medio, la ecuacién difer-
encial

y =227 —4dx+y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1, 3], con h = 0.25.

K1 = hf(xo,y0)
— 0.25/(1, 0.7182818)
= —0.320430

Ky = hf(xo+h/2,y0 + K1/2)
— 0.257(1.125, 0.558067)
= —0.352671

Y1 =1Yo + Ko
= (0.3656111

Ky = hf(x1,y1)
= 0.25f(1.25, 0.3656111)
= —0.377347

Ky =hf(z1+h/2,y1 + K1/2)
= 0.25f(1.375, 0.176937)
= —0.385453

Y2 = 41 + Ko
= —0.0198420
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—1

1 2 3
Figura 7.6: Ejemplo del método del punto medio

1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3656111 | 0.3653430
1.50 | -0.0198420 | -0.0183109
1.75 | -0.3769851 | -0.3703973
2.00 | -0.6275434 | -0.6109439
2.25 | -0.6712275 | -0.6372642
2.50 | -0.3795415 | -0.3175060
2.75 | 0.4121500 | 0.5176319
3.00 | 1.9147859 | 2.0855369

También, en este ejemplo, los resultados son mucho mejores. De nuevo hubo
que evaluar 16 veces la funcién f(z,y), 2 veces en cada iteracién. Al aplicar
el método del punto medio con h = 0.5 (es necesario evaluar 8 veces la fun-
cién) se obtiene §(3) = 1.5515985, resultado no tan bueno como 2.0887372,
pero netamente mejor que el obtenido por el método de Euler. Si se tra-
baja con h = 0.1 se obtiene g(3) = 2.0538177; con h = 0.01 se obtiene
7(3) = 2.0851903; con h = 0.001 se obtiene 7(3) = 2.0855334. <

7.4. Método de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta o, mas bien, los métodos de Runge-Kutta se
aplican a (7.1) utilizando puntos igualmente espaciados. La forma general
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266 7.4. METODO DE RUNGE-KUTTA

del método RK de orden n es la siguiente:
Ky = hf(xi, ;)
Ky = hf(zi + ash, yi + fa K1)
K3 = hf(zi + ash, yi+ B K1 + B3Ks)

Kn = hf(xz + anha Yi + Banl + BnQKQ + -+ Bn,n—lKn—l)

Yir1 = Yi + 1K + Ro Ko + ...+ R K,

Se ve claramente que los métodos vistos son de RK: el método de Euler es
uno de RK de orden 1, el método de Heun y el del punto medio son métodos

de RK de orden 2.

Método de Euler:
Ky = hf(x;, )
Yir1 = ¥ + K.
Método de Heun:
K, = hf(xi,yi)
Ky =hf(xi+h,y, + Ky)
1 1
1=y + =K+ =K>.
Yit1 y2+2 1+2 2
Método del punto medio:
Kl = hf(xzvyz)
1 1
Ky = hf(x; + §h7yi + §K1)
Yiy1 = i + 0K + Ko.

Un método muy popular es el siguiente método RK de orden 4:

Ky = hf(zi,y:)
Ky =hf(xi+h/2, y; + K1/2)
Ky = hf (i + h/2, yi + K2/2)
Ky =hf(zi+h, yi + K3)
Yiv1 = Yi + (K1 + 2Ky +2K3 + K4)/6.

266
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267 7.4. METODO DE RUNGE-KUTTA

Ejemplo 7.4. Resolver, por el método RK4 anterior, la ecuaciéon diferencial

y =22 —dr 4y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1, 3], con h = 0.25.

Ky = hf(xo,y0)
— 0.25/(1, 0.7182818)
= —0.320430

Ky = hf(zo + h/2, 50 + K1 /2)
— 0.25f(1.125, 0.558067)
= —0.352671

Ka = hf(zo + /2,90 + Ka/2)
— 0.25f(1.125, 0.541946)
= —0.356701

Ky =hf(xo+ h,yo + K3)
= 0.25/(1.25,0.361581)
= —0.378355

Y1 = Yo+ (K1 + 2Ky + 2K3 + K4)/6
= (0.3653606

Ky = hf(x,y1)
= 0.25f(1.25, 0.3653606)
= —0.377410

Ky =hf(z1+h/2,y1 + K1/2)
= 0.25f(1.375,0.176656)
= —0.385524
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—1

1

2

3

Figura 7.7: Ejemplo del método Runge-Kutta 4

Ky =hf(z1+h/2,y1 + K5/2)
— 0.25f(1.375, 0.172599)
= —0.386538

Ky=hf(xy+h,y + K3)
= 0.25f(1.5,—0.02117)

= —0.380294
Y2 = y1 + (K1 + 2K, + 2K3 + Ky) /6

= —0.0182773

1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3653606 | 0.3653430
1.50 | -0.0182773 | -0.0183109
1.75 | -0.3703514 | -0.3703973
2.00 | -0.6108932 | -0.6109439
2.25 | -0.6372210 | -0.6372642
2.50 | -0.3174905 | -0.3175060
2.75 | 0.5175891 | 0.5176319
3.00 | 2.0853898 | 2.0855369

En este ejemplo, los resultados son ain mejores. Hubo que evaluar 32 veces
la funcién f(z,y), 4 veces en cada iteracién. Si se trabaja con h = 0.1 se
obtiene §(3) = 2.0855314; con h = 0.01 se obtiene g(3) = 2.0855369; con
h = 0.001 se obtiene y(3) = 2.0855369. <
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El método RK4 se puede escribir en Scilab de la siguiente manera:

function [Y, X] = RK4(f, x0, y0, xf, n)
// Metodo Runge-Kutta 4 para la ecuacion diferencial

//
/]y’ = £(x,y)
// y(x0) = y0
// en intervalo [x0, xfl
//
// n = numero de subintervalos
//
// Y, X seran vectores fila de n+l1 elementos
// Y contendra las aproximaciones de
// y(x0) y(x0+h) y(x0+2h) ... y(xf)
// con h = (xf-x0)/n
// X contendra los valores x0 x0+h =x0+2h ... xf
h = (xf-x0)/n
X = zeros(1l,n+1)
Y =X
X(1) = x0
Y(1) = y0
xi = x0
yi = y0
for i=1:n
K1 = hx*f(x1i, yi)
K2 = hxf(xi+h/2, yi+K1/2);
K3 = hxf(xi+h/2, yi+K2/2);
K4 = hxf(xi+h, yi+K3);
X1l = xXi+h
yi =yi + (K1 + 2%K2 + 2%K3 + K4)/6
Y(i+1) = yi
X(i+1) = xi
end
endfunction
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7.5. Deduccion de RK2

En secciones anteriores se hizo la deduccién, de manera mé&s o menos intuitiva,
de los métodos de Heun y del punto medio. Los dos resultan ser métodos de
RK de orden 2. En esta seccién veremos una deduccién diferente y general
de RK2.

El método RK2 tiene el siguiente esquema:

K, = hf($iayi)
Ky = hf(z; + ash, y; + B Ki)
Yir1 = Yi + R1 K + R K.

Como hay un solo coeficiente a y un solo coeficiente 3, utilicémoslos sin
subindices:

K, = hf(l‘i,yz‘)
Ky = hf(x; + ah, y; + fK;)
Yir1 = Vi + B K + Ro K.

Sea g una funcién de dos variables. Si g es diferenciable en el punto (u,v),
entonces se puede utilizar la siguiente aproximacion de primer orden:

g(u+ Au, v+ Av) = g(u,v) + Au@(ﬂ, v) + Av@(a, ). (7.12)
ou ov
La aproximacién de segundo orden para y(x; + h) es:
h2
y(x; + h) = y(z;) + hy'(z;) + 79//(%’) +O(h?%) (7.13)
2
y(wi +h) =~ y(x:) + hy'(z:) + 5" (). (7.14)

2

En la aproximacién anterior, podemos tener en cuenta que y(z;) = y;, y que
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271 7.5. DEDUCCION DE RK2

y'(xi) = f(xi,:). Ademds,

y' (i) = —x?/(ﬂ?i)

o 0
= =~ f(zi, yi) + 8_31;[ (i, yz)a—i(%)
of

5,
= %f(xi, yi) + y/(xz‘)a_]ycf(xiv Yi):

Para acortar la escritura utilizaremos la siguiente notacion:

f=f(wi,y)

0
Jo = 8—£f($z‘>yi)

0
fy = a—chf(%,yi)
y = y(z;)
y = y/(flfz) = fzi,y:) = f
y" =y ().

Entonces
y” - fx + ffy
h? h?
y(i+h) =y +hf+ - fot o ffy (7.15)

Por otro lado, el método RK2 se puede reescribir:
Yir1 = Yi + Rahf(zi,yi) + Rohf(x; + ah, yi + BKY).
Utilizando (7.12):
Yir1 = Yi + Rahf(zi, y;)

+ Rah <f(95z‘, Yi) + ah%(l’u%) + ﬁKlg(%,yiO .
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272 7.6. CONTROL DEL PASO

Utilizando la notacién se obtiene:

Yivr1 =Y + thf -+ th (f + Oéhfx + ﬁKlfy)
Yir1 =y + (R1 + Ro)hf + Roh*af, + RohBK, fy.

Como K; = hf, entonces
Yir1 =y + (Ri + Ro)hf + Rool®f, + RaBH2S f,. (7.16)

Al hacer la igualdad y(z; + h) = y;11, en las ecuaciones (7.15) y (7.16) se
comparan los coeficientes de hf, de h?f, y de h*f f, vy se deduce:

R+ Ry =1,
Rya = %,
p= L
Entonces
p=a, (7.17)
R, — % (7.18)
Ry =1-R,. (7.19)

Sia =1, entonces f =1, Ry =1/2y Ry = 1/2, es decir, el método de Heun.
Sia=1/2, entonces 5 =1/2, Ry =1y Ry = 0, es decir, el método del punto
medio. Para otros valores de « se tienen otros métodos de RK de orden 2.

7.6. Control del paso

Hasta ahora, se ha supuesto que para hallar la solucion numérica de una
ecuaciéon diferencial, los puntos estan igualmente espaciados, es decir, x; —
ri_1 = h para i = 1,2,...,n. Esta politica no es, en general, adecuada. Es
preferible utilizar valores de h pequenos cuando es indispensable para man-
tener errores relativamente pequenos, y utilizar valores grandes de A cuando
se puede.
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Hay varios métodos para el control de h. En uno de ellos, se supone conocido
y;, una muy buena aproximacién de y(z;), y se aplica un método con un paso
h para obtener ¢ aproximacién de y(z; + h). También se aplica el mismo
método dos veces con el paso h/2 para obtener g, otra aproximacién de
y(x; + h). Con estos dos valores se puede acotar el error y asi saber si es
necesario trabajar con un paso mas pequeno.

En otro enfoque, el que veremos en esta seccidén, se aplican dos métodos
diferentes, con el mismo h y con estas dos aproximaciones se acota el error.
Asi se determina la buena o mala calidad de las aproximaciones.

Supongamos que tenemos dos métodos: el método A con error local O(hP)
y el método B con error local O(h?*!) (o con error local O(h?), ¢ > p+1).
Partimos de y;, muy buena aproximacion de y(x;). Aplicando los dos métodos
calculamos y4 y yp, aproximaciones de y(x; + h). El control de paso tiene dos
partes: en la primera se obtiene una aproximacién del posible error obtenido.

lerror| ~ e = ®1(ya,yB, h, p).

Si e es menor o igual que un valor € dado, entonces se acepta yg como buena
aproximacién de y(x + h). En caso contrario, es necesario utilizar un valor
de h mas pequeno. En ambos casos el valor de h se puede modificar, bien sea
por necesidad (e > ¢), bien sea porque, siendo h aceptable, es conveniente
modificarlo para el siguiente paso. Para ello se calcula un coeficiente Cy que
sirve para obtener C' coeficiente de h

C(0 = q)Q(yAmyB? h7p)
O = QO(O(), )
h = Ch.

Los diferentes algoritmos difieren en la manera de calcular e, Cy y C (las
funciones @1, 5 y ). Més ain, para el mismo método A y el mismo método
B hay diferentes algoritmos.

Un método muy popular es el de Runge-Kutta-Fehlberg, construido a
partir de un método de RK de orden 5 (el método A) y de un método de
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274 7.6. CONTROL DEL PASO

RK de orden 6 (el método B). Una de sus ventajas esta dada por el siguiente
hecho: los valores Ky, Ky, K3, K4 y K5 son los mismos para los dos métodos.
Teniendo en cuenta la forma general (7.7) del método RK, basta con dar los
valores «; y f3;;. Recuérdese que siempre Ky = hf(x;, ;).

[ Q; ﬁil 51'2

| 1
211
g 3 3 9
8 32 3
L 12 1932 7200 7206
13 2197 2197 2197
S, 49 3680 845 (7.20)
216 513 4104
e L _8& o, 344 189 11
2 27 2565 4104 40

25 1408 2197 1
Ya =it o+ 08 4 oree K 4+ o = 2 s
6656 28561 9 2
3 Ky— — K5+ —Kg

16
— i+ — K, + 0K.
yp =i+t 1+ 082+ 56430 50 55

135 12825

Los errores locales son respectivamente O(h°) y O(h%). Realmente hay varias
férmulas RK5 y RK6; las anteriores estan en [BuF85] y [EnU96]. Hay otras
férmulas diferentes en [ChC99].

La aproximacion del error esta dada por

lerror| & e = “’A;hyf" (7.21)
El coeficiente para la modificacién del valor de h esta dado por:
1/4
Cyp = 0.84 (5> ,
. 22
C = min{Cy, 4}, (7.22)

C' = max{C,0.1}.
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Las féormulas anteriores buscan que C' no sea muy grande ni muy pequeno.
Mas especificamente, C' debe estar en el intervalo [0.1, 4].

En la descripcion del algoritmo usaremos la siguiente notacién de Matlab y

de Scilab. La orden
u = [u; t]

significa que al vector columna u se le agrega al final el valor t y el resultado
se llama de nuevo u.

METODO RUNGE-KUTTA-FEHLBERG
datos: g, yo, b, ho, €, humin
T =0, Yy = Yo, h =ho
X = [zo], ¥ = [
mientras z <b

h = min{h,b — x}

hbien =0

mientras hbien =0

calcular y,, yp segun (7.20)

€= |yA_yB’/h

sie<e
r=x+4+h, y=yg
bienh =1
X=[X;q], Y=[V; y
fin-si

Co = 0.84(g/e)'/*
C = max{Cy,0.1}, C' = min{C,4}
h=Ch
si h < hp;, ent parar
fin-mientras
fin-mientras

La salida no deseada del algoritmo anterior se produce cuando h se vuelve
demasiado pequeno. Esto se produce en problemas muy dificiles cuando, para
mantener el posible error dentro de lo establecido, ha sido necesario disminuir
mucho el valor de h, por debajo del limite deseado.

En una versién ligeramente mas eficiente, inicialmente no se calcula y4 ni yp.
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Se calcula directamente

1 128 2197 1
K, — Ky — Ky+ — 2Kl
36071 T 1275 % T 7240t T 50 0 T 55Tt

e =

Cuando el valor de h es adecuado, entonces se calcula yp para poder hacer
la asignaciéon y = yp.

Ejemplo 7.5. Resolver, por el método RKF con control de paso, la ecuacion
diferencial
y =22 —dx+y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1,3], con hg = 0.5 y € = 1075.

ya = —0.01834063
yp = —0.01830704
e = 0.00006717

h = 0.5 no sirve.

Co = 0.29341805
C = 0.29341805
h = 0.14670902

ya = 0.51793321

yp = 0.51793329
e = 0.00000057

h = 0.14670902 sirve.

z = 1.14670902
y = 0.51793329
Cy = 0.96535578
C = 0.96535578
h = 0.14162640
ya = 0.30712817
yp = 0.30712821
e = 0.00000029
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h = 0.14162640 sirve.

z = 1.28833543
y = 0.30712821

I () | y(x) |
1.0000000 | 0.1467090 | 0.7182318 | 0.7182818
1.1467090 | 0.1416264 | 0.5179333 | 0.5179333
1.2883354 | 0.1622270 | 0.3071282 | 0.3071282
1.4505624 | 0.1686867 | 0.0572501 | 0.0572501
1.6102491 | 0.1333497 | -0.1946330 | -0.1946330
17525088 | 0.1329359 | -0.3736279 | -0.3736279
1.8855347 | 0.1191306 | -0.5206051 | -0.5206051
2.0046653 | 0.1092950 | -0.6137572 | -0.6137571
2.1139603 | 0.1024064 | -0.6566848 | -0.6566847
2.2163666 | 0.0971218 | -0.6506243 | -0.6506241
93134884 | 0.0928111 | -0.5948276 | -0.5948275
24062996 | 0.0891591 | -0.4877186 | -0.4877184
24954587 | 0.0859853 | -0.3273334 | -0.3273332
2.5814440 | 0.0831757 | -0.1114979 | -0.1114977
2.6646196 | 0.0306534 | 0.1620898 | 0.1620900
2.7452730 | 0.0783639 | 0.4958158 | 0.4958160
2.8236369 | 0.0762674 | 0.8921268 | 0.8921270
9.8999043 | 0.0743333 | 1.3535162 | 1.3535164
2.9742376 | 0.0257624 | 1.8825153 | 1.8825156
3.0000000 2.0855366 | 2.0855369

7.7. Orden del método y orden del error

Para algunos de los métodos hasta ahora vistos, todos son métodos de RK,
se ha hablado del orden del método, del orden del error local y del orden del
error global.
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—1

1 2 3
Figura 7.8: Ejemplo del método Runge-Kutta-Fehlberg

El orden del método se refiere al nimero de evaluaciones de la funcién f en
cada iteracion. Asi por ejemplo, el método de Euler es un método de orden
1 y el método de Heun es un método de orden 2.

El orden del error local se refiere al exponente de h en el error tedrico
cometido en cada iteracién. Si la férmula es

y(x+h) =y(z) + Riky + Ro Ky + - - + R, K, + O(h?),
se dice que el error local es del orden de AP, o simplemente, el error local es
de orden p.

El orden del error global se refiere al exponente de h en el error obtenido al
aproximar y(b) después de hacer (b — x)/h iteraciones.

Hemos visto seis métodos, Euler, Heun, punto medio, un RK4, un RK5 y un
RKG6. La siguiente tabla presenta los 6rdenes de los errores.

Método Foérmula | Orden del | Error
método local

Euler (7.2) 1 O(h?)
Heun (7.5) 2 O(h?)
Punto medio | (7.6) 2 O(h?)
RK4 (7.11) 4 O(h°)
RK5 (7.20) 5 O(h?)
RK6 (7.20) 6 O(h%)
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El orden del error global es generalmente igual al orden del error local menos
una unidad. Por ejemplo, el error global en el método de Euler es O(h).

A medida que aumenta el orden del método, aumenta el orden del error, es
decir, el error disminuye. Pero al pasar de RK4 a RK5 el orden del error
no mejora. Por eso es mas interesante usar el RK4 que el RK5 ya que se
hacen solamente 4 evaluaciones y se tiene un error semejante. Ya con RK6
se obtiene un error mas pequeno, pero a costa de dos evaluaciones mas.

7.7.1. Verificacion numérica del orden del error

Cuando se conoce la solucion exacta de una ecuacién diferencial, en muchos
casos, se puede verificar el orden del error de un método especifico. Mas aun,
se podria obtener el orden del error si éste no se conociera.

Sea O(hP) el error local del método. Se puede hacer la siguiente aproximacion:
error = e ~ ch”.
Al tomar logaritmo en la aproximacién anterior se obtiene
log(e) ~ log(c) + plog(h) (7.23)

Para diferentes valores de h se evalia el error cometido y se obtienen asi varios
puntos de la forma (log(h;),log(e;) ). Estos puntos deben estar, aproximada-
mente, sobre una recta. La pendiente de esta recta es precisamente p. El valor
de p se puede obtener graficamente o por minimos cuadrados.

Ejemplo 7.6. Obtener numéricamente el orden del error local del método
de Heun usando la ecuacién diferencial

y =227 —4dx+y
y(1) = 0.7182818,
con h = 0.1, 0.12, 0.14, 0.16, 0.18 y 0.2.

h |xo+h|g(xo+h)|y(zo+h) e log(h) log(e)
0.10| 1.10 | 0.584701 | 0.584166 | 0.000535 | -2.302585 | -7.532503
0.12| 1.12 | 0.556975| 0.556054 | 0.000921 | -2.120264 | -6.989970
0.14| 1.14 | 0.529024 | 0.527568 | 0.001456 | -1.966113 | -6.532007
0.16| 1.16 | 0.500897 | 0.498733|0.002164 | -1.832581 | -6.135958
0.18| 1.18 | 0.472641 | 0.469574 | 0.003067 | -1.714798 | -5.787212
0.20| 1.20 | 0.444304 | 0.440117]0.004187 | -1.609438 | -5.475793
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-25 =20 -1.5

Figura 7.9: Orden local

En la siguiente grafica, log(h) en las abscisas y log(e) en las ordenadas, los
puntos estan aproximadamente en una recta.

Al calcular numéricamente los coeficientes de la recta de aproximacién por
minimos cuadrados, se obtiene

log(e) = 2.967325 log(h) — 0.698893
e =~ 0.497135h>°7.

Estos resultados numéricos concuerdan con el resultado tedrico. <

7.8. Meétodos multipaso explicitos

Los métodos RK son considerados como métodos monopaso (unipaso) por la
siguiente razén. El valor y; se calcula unicamente a partir del punto (x;, y;).
En los métodos multipaso se utilizan otros puntos anteriores, por ejemplo,
para calcular y;.; se utilizan los puntos (z;_9,y;—2), (Ti—1,vi—1) ¥ (Ti, ¥s)-

Veamos un caso particular. Supongamos que se conocen los valores y, =
y(zo), 11 = y(x1) v y2 = y(x2). Por facilidad para la deduccion, supongamos
que zo =0, r1 = h 'y xo = 2h.

Sea po(x) el polinomio de grado menor o igual a 2 que interpola a f en los
valores 0, h y 2h, es decir, el polinomio pasa por los puntos (0, fy), (h, f1)

y (2h, f3), donde f; = f(x;,y;). Este polinomio se puede obtener utilizando
polinomios de Lagrange:

(x — h)(x — 2h)
(0 —h)(0 — 2h)

(x —0)(z — 2h)
(h —0)(h — 2h)

(x —0)(z — h)
(2h — 0)(2h — h)

+ fi

+ fo

pa(r) = fo
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Después de algunas factorizaciones se obtiene:
1

~ 2h2
Por otro lado, por el teorema fundamental del calculo integral

/zg Y ()de = y(xs) — y(z2)

T2

pa(z) ((fo—2f1+ fa)2® + (=3fo + 4f1 — fa)ha + 27 fy) .

y(zs) = y(w2) + /I3 y'(x)dx

Z2
3h

y(ws) = y(z2) + . f(z,y)dz.

Si se reemplaza f(x,y) por el polinomio de interpolacién, se tiene:

3h

y(ws) ~ y(ra) + / pa()dz
2h an 1

o) = ylan) + [

L. 2h2 ((fo —2f1 + fo)z*+

(=3fo +4f1 — fo)hx + 2h2fo> dx

Ys = Y2+ # <(f0 —2fi+ f2)?h3+
(=3fo+4fi— fz)ghs + 2h3f0>
Ys =y2 + %(51‘0 — 16 f1 + 23 f,) (7.24)

La anterior igualdad se conoce con el nombre de férmula de Adams-Bash-
forth de orden 2 (se utiliza un polinomio de orden 2). También recibe el

nombre de método multipaso explicito o método multipaso abierto de orden
2.

Si los valores yo, ¥1 v Y2 son exactos, o sea, si yo = y(xo), y1 = y(x1) y
y2 = y(x2), entonces los valores f; son exactos, o sea, f(z;,y;) = f(x;,y(z;))
y el error esta dado por

y(ws) = y(z2) + %(5f0 — 161 +23fy) + gy(3)(z)h4, 2 € [zo, x3]. (7.25)
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La férmula (7.24) se escribe en el caso general
h
Yi+1 = Yi + E(5f172 —16fi_1 +23f). (7.26)

Para empezar a aplicar esta férmula se requiere conocer los valores f; ante-
riores. Entonces es indispensable utilizar un método RK el ntimero de veces
necesario. El método RK escogido debe ser de mejor calidad que el méto-
do de Adams-Bashforth que estamos utilizando. Para nuestro caso podemos
utilizar RK4.

Ejemplo 7.7. Resolver, por el método de Adams-Bashforth de orden 2, la
ecuacion diferencial

y =22° —dx+y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1, 3], con h = 0.25.
Al aplicar el método RK4 dos veces se obtiene:

y1 = 0.3653606
yo = —0.0182773.

Entonces

fo= f(xo,y0) = —1.2817182

fi = f(x1, 1) = —1.5096394

fo = —1.5182773

ys = yo + h(5fy — 161 + 23 f5)/12
= —0.3760843

f3 = fla3,y3) = —1.2510843

ys = —0.6267238
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—1

Figura 7.10: Ejemplo del método de Adams-Bashforth 2

1

2

1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3653606 | 0.3653430
1.50 | -0.0182773 | -0.0183109
1.75 | -0.3760843 | -0.3703973
2.00 | -0.6267238 | -0.6109439
2.25 | -0.6681548 | -0.6372642
2.50 | -0.3706632 | -0.3175060
2.75 | 0.4320786 | 0.5176319
3.00 | 1.9534879 | 2.0855369

En este caso hubo que evaluar 8 veces la funcién para los dos valores de RK4
y en seguida 6 evaluaciones para un total de 14 evaluaciones de la funcion f.

&
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MULTIPASO EXPLICITO: ADAMS-BASHFORTH

n error

0| yis1 =y +hf; sy (E)n?
h 5,1 3

L yis1 =y + 5(_fi—1 +3f3) y" (E)h
h 3. (4) e\ Bl

2| Y1 =y + E(5fi—2 —16fi1 +23f3) AL

h
3| Yir1 =i + ﬂ(_gfi—?; + 37 fi—o — 59f;_1 +55fi) | Zly®)(E)h®

h
4] Yirr = Y+ s (251 fia — 1274fi 5 + 26165 By O ()RS

—2774f;_1 4+ 1901 f;)

En la anterior tabla se muestran las principales formulas. Alli n indica el
grado del polinomio de interpolacién usado. En algunos libros, n esta asociado
con numero de puntos utilizados para la interpolacién (igual al grado del
polinomio m&s uno). Obsérvese que la primera férmula es simplemente el
método de Euler.

7.9. Meétodos multipaso implicitos

En estos métodos se utiliza un polinomio de interpolacién, el mismo de los
métodos explicitos, pero el intervalo de integracion varia.

Veamos un caso particular. Supongamos que se conocen los valores y, =
y(xo), 11 = y(z1) v y2 = y(x2). Por facilidad para la deduccién, supongamos
que ro =0, 1 = hy xo = 2h.

Sea po(z) el polinomio de grado menor o igual a 2 que interpola a f en los
valores 0, h y 2h, es decir, el polinomio pasa por los puntos (0, fo), (h, f1) ¥y
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285 7.9. METODOS MULTIPASO IMPLICITOS

(2h, fa), donde f; = f(x;,y;). Como se vio en la seccién anterior,

p2(r) = # ((fo —2f1 + fo)a® + (=3fo + 4f1 — fo)hx + 2h2f0) .

El teorema fundamental del calculo integral se usa de la siguiente manera:

/”yuwx:y@g—y@n

Si se reemplaza f(x,y) por el polinomio de interpolacion se tiene:

2h
y(zo +/ pa(z)d
h

2h
i) ~ylen) + | £4 2+ e

(=3fo +4f1 — fo)hx + 2h2fo) dx

y2—y1+ <(f0—2f1+f2)
(=3fo+4f1 — fo)= h3+2h3f)
Y2 = + i ( Jo+8f1+5f). (7.27)

La anterior igualdad se conoce con el nombre de formula de Adams-Moul-
ton de orden 2 (se utiliza un polinomio de orden 2). También recibe el

nombre de método multipaso implicito o método multipaso cerrado de orden
2.
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Si los valores 4o, y1 v y2 son exactos, o sea, si yo = y(zo), y1 = y(z1) y
y2 = y(x2), entonces los valores f; son exactos, o sea, f(x;,y;) = f(x;,y(x;))
y el error estda dado por

y(@2) = y(z1) + %(—fo +8f1+5f2) — Q—Zy(?’)(z)h‘*, 2z € [0, 2] (7.28)

La férmula (7.27) se escribe en el caso general

h
Yir1 = Yi + E(_fi—l +8fi + 5fiv1)- (7.29)

Para empezar a aplicar esta férmula es indispensable conocer los valores f;
anteriores. Entonces se requiere utilizar un método RK el nimero de veces
necesario. El método RK escogido debe ser de mejor calidad que el método de
Adams-Moulton que estamos utilizando. Para nuestro caso podemos utilizar
RKA4.

Una dificultad mas grande, y especifica de los métodos implicitos, estd dada
por el siguiente hecho: para calcular y;,, se utiliza f; 1, pero este valor es
justamente f(x;11,yi+1). Coémo salir de este circulo vicioso? Inicialmente se
calcula y?H, una primera aproximacién, por el método de Euler. Con este
valor se puede calcular f2,; = f(z;41,401) y en seguida y;, ;. De nuevo se
caleula fl | = f(zi41,y}1) v en seguida y7, ;. Este proceso iterativo acaba
cuando dos valores consecutivos, yfﬂ y yffll, son muy parecidos. Este método
recibe también el nombre de método predictor-corrector. La formula queda
entonces asi:

h
yfjll =Y+ E(_fi—l +8fi+5 z]j-l) (7.30)

El criterio de parada puede ser:

k+1 _ K
|yz Iiyzl| S c.
max{1, [y; [}

Ejemplo 7.8. Resolver, por el método de Adams-Moulton de orden 2, la
ecuacion diferencial

y =22 —dx+y
y(1) = 0.7182818
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287 7.9. METODOS MULTIPASO IMPLICITOS

en el intervalo [1, 3], con h = 0.25 y ¢ = 0.0001.

Al aplicar el método RK4 una vez, se obtiene:

y1 = 0.3653606

Entonces

fo = f(zo,y0) = —1.2817182
fi = fz1,y1) = —1.5096394

Aplicando Euler se obtiene una primera aproximacion de ys:

Y9 = —0.0120493
§ = —1.5120493

Empiezan las iteraciones:

yy = —0.0170487
fy = —1.5170487
ys = —0.0175694
5 = —1.5175694
ys = —0.0176237 = 1,

Para calcular y, se utilizan los valores:

f1 = —1.5096394
fo = —1.5176237.

Aplicando Euler se obtiene una primera aproximacion de ys:

y9 = —0.3970296
fy = —1.2720296
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—1

1

2

3

Figura 7.11: Ejemplo del método de Adams-Moulton 2

Empiezan las iteraciones:

ys = —0.3716132

f3 = —1.2466132
y2 = —0.3689657
f3 = —1.2439657
ys = —0.3686899
3 = —1.2436899
ys = —0.3686612 = ys3

1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3653606 | 0.3653430
1.50 | -0.0176237 | -0.0183109
1.75 | -0.3686612 | -0.3703973
2.00 | -0.6076225 | -0.6109439
2.25 | -0.6315876 | -0.6372642
2.50 | -0.3084043 | -0.3175060
2.75 | 0.5316463 | 0.5176319
3.00 | 2.1065205 | 2.0855369

En este caso hubo que evaluar 4 veces la funcién para el valor de RK4 y
en seguida, en cada uno de los otros 7 intervalos, una evaluacién fija més
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las requeridas al iterar. En este ejemplo hubo, en promedio, 4 por intervalo,
para un total de 32 evaluaciones de f. El valor final yg es més exacto que el
obtenido por Adams-Bashforth, pero a costa de mas evaluaciones. <

Teoéricamente, los dos métodos multipaso de orden 2 tienen un error local

del mismo orden, O(h?), pero el coeficiente en el método multipaso explicito,
3/8, es nueve veces el coeficiente en el error del método implicito, 1/24.

MULTIPASO IMPLICITO: ADAMS-MOULTON

n error
h 1, 3

1| Yip1 =y + §<fz + fit1) —12Y (€)h
h

2 | Y1 =y + E(—fi—l + 8fi +5fit1) —57y P (&)h?
h

3| Yir1 =y + ﬂ(fz’—2 —5fic1 +19fi + 9 fit1) — by W (&R

h
4\ Yy =y + %(—19fi—3 +106f;_2 — 264 fi_1 | — 2y (£)AS

+646 f; + 251 fi11)

La tabla anterior contiene las principales férmulas. Alli n indica el grado del
polinomio de interpolacién usado. Obsérvese que el método de Heun corre-
sponde a una iteracién (una sola) del método multipaso implicito de orden
1.
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7.10. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Un sistema de m ecuaciones diferenciales de primer orden se puede escribir
de la siguiente forma:

dy
dr _fl(xaylay%'“vym)
dyo
dr _fQ(x7y17y2>"'7ym)
dym
% = fm($7y17y2a'-'7ym)

para xg < x < b, con las condiciones iniciales

Y1 (o) = y?
yz(ifo) = yg
Ym (Z0) = Yy,

Utilicemos la siguiente notacion:

Y= (Y1,Y2 - Ym)
Yy’ = (U1, U s U
f(z,y) = f(xz, 91,2, ,ym)
= (f1(@ 915 Ym)s 2T, Y1, Um) s oos fn (2,91, o Yim) )-

De esta manera, el sistema se puede escribir asi:

y/:f(x7y>7 xoﬁxﬁb
y(xo) = 3°.

La solucién numérica del sistema de ecuaciones consiste en un conjunto de
0 1 2 n
vectores ¥y, Yy, Yy, ..., Y,

yi = (yivyév "‘7yZn)7
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donde cada yj- es una aproximacion:
i ~
Y; ~ yj<xk’)

Los métodos vistos anteriormente se pueden generalizar de manera inmedia-
ta. Si se trata de los método RK, entonces los K; dejan de ser nimeros y
pasan a ser vectores K°. Para y se utiliza un superindice para indicar el in-
tervalo, ya que los subindices se usan para las componentes del vector. Por
ejemplo, las féormulas de RK4 se convierten en:

—hf(:r y')

=hf(z;+nh/2, y' + K'/2)

hf(zi+h/2, y' + K?/2) (7.31)
:hf(xi—i—h, y' + K?)

Yy =y (K +2K% 4+ 2K 4+ K1) /6.

Ejemplo 7.9. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por RK4:

! 2y1

Y= "=+ 2%y, 1<z<2
X
, 3
Yy = ny
Y1) = 1

con h = 0.2.

La solucién (exacta) de este sencillo sistema de ecuaciones es:

yi(r) = —x

yo(z) = 273
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7.10.

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Para la solucion numérica:

(=0
(=
(—0.1871036,
(=
(=

, —0.6)

0. 2136600

0.2026222,
1.2006916,

(—0.2001062,
(—0.2093988,
(—0.1912561,
(—0.2011961,
(—1.4011269,

—0.3818182)
—0.4413223)
—0.2793388)
0.5790634)

—0.2895317)
—0.2004450)
—0.2210035)
—0.1534542)
0.3647495)

EAEETCOEEORIOIET N
1.0 -1.0 1.0 -1.0 1.0
1.2 | -1.2006916 | 0.5790634 | -1.2 | 0.5787037
1.4 | -1.4011269 | 0.3647495 | -1.4 | 0.3644315 | <
1.6 | -1.6014497 | 0.2443822 | -1.6 | 0.2441406
1.8 | -1.8017156 | 0.1716477 | -1.8 | 0.1714678
2.0 | -2.0019491 | 0.1251354 | -2.0 | 0.125
7.10.1. En Scilab

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

2
vy =" 4By,
X
, 3
Yy = $y2
yi(1) = —1
y2(1) = 1
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Después de definir y cargar

function fxy = func43(x, y)
fxy = zeros(2,1)
fxy (1) = 2xy(1)/x + x"3xy(2)
fxy(2) = -3%y(2)/x
endfunction

se utiliza la misma funcién ode, pero con los pardametros de dimension
adecuada.

x0 =1

yo = [-1 1]°

t = (1:0.2:2)°

yt = ode(y0, x0, t, func43)

En este caso, yt es un matriz de dos filas. En la fila ¢ estan las aproxima-
ciones de los valores de y;(t;).

Escribir una funciéon en Scilab para un sistema de ecuaciones diferenciales
es casi igual a la funcién para una ecuacion diferencial. A continuacion una
version del método RK4 para sistemas.

function [Y, X] = RK4Sist(f, x0, yO, xf, n)
// Metodo Runge-Kutta 4 para sistema de ecuaciones diferenciales
//
/]y’ = £(x,y)
// y(x0) = y0
// en intervalo [x0, xf]
//
// x0 es un numero
// yO es un vector columna, digamos p x 1.
// La funcion f tiene dos parametros,
// X un numero, Yy un vector columna,
// su resultado es un vector columna.

// n = numero de subintervalos.

293



294 7.11.  ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

//

// Y sera una matriz con p filas, n+l columnas.

// X sera un vector fila de n+l1 elementos.

// Cada columna de Y contendra las aproximaciones de
// y(x0) y(x0+h) y(x0+2h) ... y(xf)

// con h = (xf-x0)/n

// X contendra los valores x0 x0+h x0+2h ... xf

h = (xf-x0)/n

p = size(y0,1)

disp(p, ’p’)

X = zeros(1,n+1)

Y = zeros(p,n+1)

X(1) = x0

Y(:,1) =y0

xi = x0

yi = y0

for i=1:n
K1 = hx*f(xi, yi)
K2 = h*f(xi+h/2, yi+K1/2);
K3 = hxf(xi+h/2, yi+K2/2);
K4 = hxf(xi+h, yi+K3);
xi = xi+h
yi = yi + (K1 + 2%K2 + 2%K3 + K4)/6
Y(:,i+1) = yi
X(i+1) = xi

end

endfunction

7.11. Ecuaciones diferenciales de orden
superior

Una ecuacion diferencial ordinaria, de orden m, con condiciones iniciales, se
puede escribir de la siguiente manera:
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y(zo) = yo
?/(xo) = yf)
y"(l’o) = y()’

Esta ecuacion diferencial se puede convertir en un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden, mediante el siguiente cambio de variables:

Uy =y
Uy =y
Uz = y"
[ y(mfl)

Entonces la ecuacion diferencial se convierte en el siguiente sistema:

Uy = Uz
Uy = u3
Ué = Uy
Uy, = U,
ul = f(x,ur, ug, ..., Up)

g
[\
8
(=)
~— ~— ~—
Il
e
o~ O

(=N

Um(0) = Yo"
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De forma mas compacta,
u'=F(z,u), 1o <z <b
u(zo) = Ko,
(m-1)

donde ko = [yo Y, vy - Yo | Este sistema se puede resolver por los
métodos para sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden.

Ejemplo 7.10. Resolver la ecuacién diferencial

o
y,,:4y 2561/7 | <z<2,
x
y(1) =3
y'(1) = 10,
por el método RK4, con h = 0.2.
Sean u; =y, us = y'.
, Aug — zug
Uy = 1<z <2
2 1'2 ) )

La solucién exacta es y = 422 — 2. Al aplicar el método RK4 se obtiene:

(2, 0.4)

= (2.04, 0.7900826)
(2.0790083, 0.7678437)
(

(

2.1535687, 1.0270306)

Kl
K2
K3
K4
u' = (5.0652642, 10.7571472)
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7.12.

ECUACIONES DIFERENCIALES CON CONDICIONES DE FRONTERA

1.0 3.0 10.0 3.0
1.2 | 5.0652642 | 10.757147 | 5.0655556
1.4 | 7.3293797 | 11.928367 | 7.3297959
1.6 | 9.8488422 | 13.287616 | 9.849375
1.8 | 12.65069 14.742141 | 12.651358
2.0 | 15.749173 | 16.249097 | 15.75

7.12. Ecuaciones diferenciales con condiciones

de frontera

Una ecuacion diferencial de segundo orden con condiciones de frontera se
puede escribir de la forma

y' = f(z,y,y), a<az<b,

y(a) = Ya
y(b) = Yb-

(7.32)

Esta ecuacién diferencial se puede convertir en un sistema de dos ecuaciones
diferenciales, pero para obtener su solucién numérica se presenta un incon-
veniente: se deberfa conocer el valor y/, = y/(a). Esta dificultad se supera
mediante el método del disparo (shooting).

Como no se conoce ¥/, se le asigna un valor aproximado inicial. Puede ser

ylwyb_ya
" b—a

Con este valor inicial se busca la solucién numérica, hasta obtener

9(b) = g(b, ya)-

Este valor deberia ser el valor conocido ¥,. Si no coinciden, es necesario
modificar la suposicién de y/, hasta obtener el resultado deseado. Si §(b, ) <
Yy, entonces se debe aumentar la pendiente inicial del disparo. De manera
andloga, si §(b,y.) > u», se debe disminuir la pendiente inicial del disparo.
Lo anterior se puede presentar como la solucién de una ecuacion:

o(yl) =y — G(b,yl) = 0.
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Esta ecuacion se puede resolver, entre otros métodos, por el de la secante o
el de biseccién.

Para facilitar la presentaciéon del método se considera el problema P(v),
donde:

v = aproximacién de vy,

n = numero de intervalos para la solucion numérica,

¥ = (Jo, Y1, ---,Yn) = solucién numérica del siguiente problema:

y = flz,y), a<z<b
y(a) = ya P(v)
y'(a) = v,
() = yp — Un = Yo — 4(b,v). (7.33)

Se desea encontrar v* tal que ¢(v*) = 0. Entonces la solucién numérica de
P(v*) es la solucién numérica de (7.32). Si se aplica el método de la secante
para resolver la ecuacién p(v) = 0, el algoritmo es el siguiente:
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METODO DEL DISPARO
datos: f, a, b, ya, W, €, maxit, &
e, = max{1, |y} ¢
vo = (Yo — ¥a)/(b— a)

g = solucién numérica de P(vp)
©0 =Yy — Un
si |po| <&, ent parar
v = v+ o/ (b—a)
g = solucién numérica de P(v)
Y1 =Yp — gjn
si |¢1| <&, ent parar
para k =1,...maxit
d=p1— o
si 0] <&y ent parar
Vg = V1 — @1(?)1 — Uo)/(s
y = solucién numérica de P(vy)
©2 = Yp — Yn
si |¢2] <e. ent parar
Vo = V1, U1 = V2, Po = L1, P1 = P2
fin-para
0JO: no hubo convergencia.

Ejemplo 7.11. Resolver la ecuacién diferencial

s 2cos(2x) — ' — 4oty
y" = 5 :

02<2<07

xr
y(0.2) = 0.3894183

y(0.7) = 0.9854497,

con h = 0.1 y utilizando RK4 para la solucién del sistema de ecuaciones
diferenciales asociado.

La primera aproximacion de y'(a) es
v = (0.9854497 — 0.3894183) /(0.7 — 0.2) = 1.19206278

Al resolver numéricamente el problema P(1.19206278) se obtiene:

ys = 0.94935663.

299



300 7.12. ECUACIONES DIFERENCIALES CON CONDICIONES DE FRONTERA

El disparo resulté muy bajo.

o = 0.03609310
v = 1.19206278 + 0.03609310/(0.7 — 0.5) = 1.26424897

Al resolver numéricamente el problema P(1.26424897) se obtiene:

ys = 0.95337713
w1 = 0.03207260

Primera iteracion del método de la secante:
vy = 1.84009748
Al resolver numéricamente el problema P(1.84009748) se obtiene:
Us = 0.98544973
Este disparo fue preciso (no siempre se obtiene la solucién con una sola

iteraciéon de la secante). El tltimo vector § es la solucién. La solucién exacta
es y = sen(2z).

0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7

0.3894183
0.5647741
0.7174439
0.8415217
0.9320614
0.9854497

0.3894183
0.5646425
0.7173561
0.8414710
0.9320391
0.9854497
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301 7.13. ECUACIONES LINEALES CON CONDICIONES DE FRONTERA

7.13. Ecuaciones diferenciales lineales con
condiciones de frontera

Una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con condiciones de frontera
se puede escribir de la forma

p(x)y" +q(x)y +r(x)y = s(z), a<z<b,
(@) = v (734)
y(b) = yp.

<

Obviamente para esta ecuacién se puede utilizar el método del disparo, pero,
dada la linealidad, facilmente se puede buscar una solucién aproximada us-
ando diferencias finitas para 3’ y 3.

El intervalo [a, b] se divide en n > 2 subintervalos de tamano h = (b — a)/n.
Los puntos x; estdn igualmente espaciados (z; = a + ih). Se utilizan las
siguientes aproximaciones y la siguiente notacion:

v Yi-1 = 2Yi + Yin

yi ~ h2
J —Yi—1 + Yit1
! 2h

pi = p(x;)

¢ = q(x;)

ri = 1r(z;)

s; = s(x;).

Entonces:
i—1— 2Yi T Ui —Yi— ; .
Pz‘y : hy2+y+1+%‘ Y ;;y+1+Tiyi=8m i=1..,n—1

Es decir, se tiene un sistema de n — 1 ecuaciones con n — 1 incognitas, y1, ya,

ceey Yn—1-

Yie1 — 2Ui + Yix1 —yi1 + Y 2hPry; 2R
P 202 T T T 202

(2p;i — hai)yi—1 + (—4p; + 207y + (2pi + hai)yir1 = 2h%s;
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302 7.13. ECUACIONES LINEALES CON CONDICIONES DE FRONTERA

Este sistema es tridiagonal.

di (7 B
Ly dy s Y2 Bo
ly d3 wus Ys _ B3 : (7.35>
ln—S dn—2 Up—2 Yn—2 671—2
L ln—2 dn—l_ _yn—l_ _Bn—l_
donde
d; = —4p; + 2h°r;, i=1,..,n—1,
Ulz2pl+hqz, 7;:1,...,71—2,
li:2pi+1_th'+1a 1= ,...,n—2,
Bi = 2h*s1 — (2p1 — hq1)Ya,
B; = 2h7s;, 1=2,...,n—2,

571—1 = 2h2$n—1 - (2pn—1 + hQn—l)yb-
Ejemplo 7.12. Resolver por diferencias finitas la ecuacion diferencial
22y +y + 42’y = 2cos(2z), 0.2 <z <0.7
y(0.2) = 0.3894183
y(0.7) = 0.9854497,
con n = b, es decir, h = 0.1.
Al calcular los coeficientes del sistema tridiagonal se obtiene:

d1 = —4])1 + 2h27"1
dy = —4(0.3)* + 2(0.1)%4(0.3)* = —0.3528

up = 2p1 + hagy
u; = 2(0.3)* +0.1(1) = 0.28
[y = 2py — hqo

I, =2(0.4)* —0.1(1) = 0.22
d = (—0.3528, —0.6272, —0.98, —1.4112),

u=(0.28, 0.42, 0.6),
[=(0.22, 0.4, 0.62),
B = (0.00186, 0.0278683, 0.0216121, —0.7935745).
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7.13.

ECUACIONES LINEALES CON CONDICIONES DE FRONTERA

Su solucién es

7.1

(Y1, Y2, Y3, ya) = (0.5628333, 0.7158127, 0.8404825, 0.9315998).

0.2 [ 0.3894183 | 0.3894183
0.3 | 0.5628333 | 0.5646425
0.4 | 0.7158127 | 0.7173561
0.5 | 0.8404825 | 0.8414710
0.6 | 0.9315998 | 0.9320391
0.7 | 0.9854497 | 0.9854497
Ejercicios

Escoja varias ecuaciones diferenciales (o sistemas de ecuaciones diferen-
ciales) de las que conozca la solucién exacta. Fije el intervalo de trabajo.
Determine qué métodos puede utilizar. Aplique varios de ellos. Com-
pare los resultados. Cambie el tamano del paso. Compare de nuevo.

Un procedimiento adecuado para obtener las ecuaciones diferenciales
consiste en partir de la solucién (una funcién cualquiera) y construir la

ecuacion diferencial.

La aplicacién de los métodos se puede hacer de varias maneras: a mano
con ayuda de una calculadora; parte a mano y parte con ayuda de soft-
ware para matematicas como Scilab o Matlab; haciendo un programa,

no necesariamente muy sofisticado, para cada método.

A continuacién se presentan algunos ejemplos sencillos.

T

Su solucién es y = ¥ — — -
x
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7.2
Y1 =2y +y2 +3
Yo = dy1 — Y2 +9
y1(0) = =3
y2(0) =5
Su solucién es y;(t) = —e 28 — 2, yo(t) = de 2 + 1.
7.3
2
"o /
v x(2 — x)y
y(1) = =2
y(1) =1
Su solucién es y = —21In(2 — x) — z — 1. Tenga especial cuidado con el
intervalo de trabajo.
7.4
y///+y//+y/+y — 461‘
y(0) =1
y'(0) =2
y"(0) =1
y//l(o) — 0
Su solucién es y = e* + sen(zx).
7.5

Su solucién es y = e* + sen(zx).
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7.6

' +e %y +y=2e"+1+ e " cos(x)
y(0) =1

y(m) = €™

Su solucién es y = e* + sen(x).
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Capitulo 8

Ecuaciones diferenciales
parciales

8.1. Generalidades

Sea u = u(x,y) una funcién de dos variables con derivadas parciales de orden
dos. Una ecuacion diferencial se llama cuasi-lineal si es de la forma

Aty + Bugy + Cuyy = o(x,y, u, Uy, uy),
donde A, B y C son constantes. Hay tres tipos de ecuaciones cuasi-lineales:

eliptica si B2 —4AC < 0,
parabdlica si B — 4AC =0,
hiperbélica si B> — 4AC > 0.

Un ejemplo tipico de una ecuacion eliptica es la ecuacién de Poisson
2, _ _
VU = ugy + uyy = f(x,y).
Un caso particular es la ecuacién de Laplace

Ugg + Uyy = 0.
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307 8.2. ELIPTICAS: ECUACION DE POISSON

Un ejemplo tipico de una ecuacion parabdlica es la ecuacién unidimensional
del calor
Uy = gy,

Un ejemplo tipico de una ecuacion hiperbdlica es la ecuacién de onda

2
Uit = C Ugy-

Este libro presenta unicamente el método de diferencias finitas para EDP, (las
derivadas parciales se aproximan por diferencia finitas). Hay otros métodos
muy importantes y posiblemente mas usados para EDP que no son trata-
dos aqui (su complejidad queda fuera del alcance de este libro). Algunos de
ellos son: método de elementos finitos, de volimenes finitos, de elementos de
contorno, métodos espectrales.

8.2. Elipticas: ecuacién de Poisson

Consideraremos un caso particular cuando el dominio es un rectangulo,

Q={(z,y):a<z<b c<y<d},
0 = frontera de €.

La ecuacion de Poisson con condiciones de frontera de Dirichlet es la siguiente:

Au(z,y) = f(z,y) en Q,
u(z,y) = g(x,y) en 0. (8.1)

Hay condiciones de frontera que utilizan derivadas con respecto al vector
normal en la frontera. Estas condiciones se llaman condiciones de Neumann.

Resolver numéricamente la ecuacién diferencial consiste en obtener aproxi-
maciones de u(z;,y;), donde los puntos (z;,y;) estan en Q. De manera mas
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8.2. ELIPTICAS: ECUACION DE POISSON

d :
U j41
Un, | b o]
Yj
hy
uqu ............
y]. ‘ ...............
c
e
a I T Z; Tng b
Figura 8.1: Divisién del rectangulo
precisa, sean
Ng €L, ng > 1,
ny € Z, ny > 1,
b—a
he =
ng + 1
d—c
hy = ——,
ny, + 1
ri=a+ih,, 1=1,..,n4,
yi =c+jhy, j=1,...,ny,
U5 =~ U(.’Il'i7yj>, 1= 1, My j = 1, vy Ny

Usando la aproximacién

se obtiene

Uit1j — 2Us5 + Ui

St ~ p(t+h) —2p(t) +p(t —h)

~

h2

Au(z,y;) ~

02 P2

308

Wi j1 — 2U5 + Ui j—1



309 8.2. ELIPTICAS: ECUACION DE POISSON

Sea 1 = hy/h,.

Bl )~ Ut R et 7 B g

N, yy) ~ Witr,j + Uim1,j + 772Ui,j+1h;r i1 — (2+ 2772)%" (8.3)
En el caso particular cuando h = h, = hy,

Az, y;) ~ Lt + Uio1g Uit — AUy (8.4)

h2

Al aplicar la aproximacién (8.3) en (8.1), y cambiando el signo aproximacién
por el signo de igualdad, se obtiene

—Uit1,j — Ui—1,5 — 772ui,j+1 - 772%',];1 + (2 + 2772)Uij = _h:%fijv (8-5>

donde f;; = f(x;,y;) son valores conocidos. Al considerar los n,n, puntos de

la malla se obtiene un sistema de n,n, ecuaciones con n,n, incégnitas. Para
simplificar la notacién, sean

n=n,
m=n,
N =nm
h = h,
h
175,
p=n
o =2+2n?
a; = g(a,y;)
B; = g(b, y])
v = g(@i,c)
i = g(zi, d)
Entonces
—Uit1 — Uim1j — PUijp1 — Plij—1 + Ous; = —h’ fi; (8.6)
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310 8.2. ELIPTICAS: ECUACION DE POISSON

Utilizaremos el siguiente orden para los puntos: primero los puntos de la
primera fila (la fila horizontal inferior), en seguida los puntos de la segunda
fila, ..., y finalmente los puntos de la fila superior. En cada fila el orden es el
usual, de izquierda a derecha.

En este orden se plantean la ecuaciones: la ecuacién en (zq,y;), en (x2,91),
oy en (T,,y1), en (x1,ys2), ... Para las variables utilizaremos el mismo orden

§1 = un
52 = U2
gn = Un1
§n+1 = U12
fn+2 = U22
£2n = Up2
fN = Unm

Con el anterior orden para las variables la igualdad (8.6) se reescribe as:
—PUi g1~ Uim1j + OU — Uirg — Pl = —hP fi
El sistema de NN ecuaciones con N incognitas se escribe simplemente:
A =w. (8.7)

En alguno de los siguientes cuatro casos: ¢ = 1,7 =mn, j =1y j = m,
alguno(s) de los valores uy,; corresponde al valor de u en la frontera. En este
caso se utilizan las condiciones de frontera, es decir, los valores de g en el
punto de frontera especifico. Como son valores conocidos, entonces pasan al
lado derecho de la igualdad. A continuacion estan algunas de las igualdades.

Al plantear la ecuacién en el punto (x1,y;) se obtiene:

2
—puip — U1 + OUIL — U1 — PU12 = —h” fi1.
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311 8.2. ELIPTICAS: ECUACION DE POISSON

Es necesario cambiar u;o por el valor conocido v, y cambiar ug; por el valor
conocido a;. Utilizando la notacion &, se obtiene:

0& — & — p&uyr = —h2f11 + py + an.
En el punto (x9,y;) se obtiene:
—PUsg — U1 + OUsy — Uz — plss = h* — fo
&1+ 0& — & — playa = —hP for + pre.
En el punto (x3,y;) se obtiene:
—pUz0 — U2l + OU3L — Ug1 — PU32 = —h? 1
—& + 083 — &4 — plngs = —h* fa1 + ps.
En el punto (x,,y;) se obtiene:
—PUpo — Up—1,1 + OUp1 — Upy11 — PUp2 = —h?
_fnfl + O-gn - prn = _h2fn1 + pvn + 61~
En el punto (x1,ys2) se obtiene:
—pury — Uz + OUyz — Ugy — pny = —h’ fia
—p&1 + 0&ni1 — Envo — Plont1 = —h2f12 + as.
En el punto (x3,y2) se obtiene:
—puss — Us + OUgs — Usz — pusg = —h” fa
—p€s — Enta + 0&nis — Enpa — plonss = —h* fsa.

Sin=mn, =3y m=n, =4, lamatriz A tiene la siguiente forma:

c -1 0 -p 0 0 0 0 0 0 0 0
1 o -1 0-p 0 0 0 0 0 0 O

0 -1 o 0 0-p 0 0 0 0 0 0

—p 0 0 o -1 0 -—p 0 0 0 0 O

0O —p 0 -1 o -1 0-p 0 0 0 0

A_] 0 0= 0 -1 o 0 0 - 0 0 0
0 0 0-p 0 0 o -1 0—=p 0 0

0O 0 0 0 -p 0 -1 o -1 0 ——p 0

0 0 0 0 0 -p 0 -1 o 0 0 —p

0O 0 0 0 0 0-p 0 0 o -1 0

O 0 0 0 0 0 0 —-p 0 -1 o —1

0 0 0 0 0 0 0 0 —p 0 -1 o
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312 8.2. ELIPTICAS: ECUACION DE POISSON

Se puede observar que A es una matriz simétrica, tridiagonal por bloques, de
tamano m x m bloques, donde cada bloque es de tamano n x n.

D —pl, O
—pl, D —pl,
A 0 —pl, D
D —pl,
—pl, D

D es una matriz simétrica tridiagonal de tamano n x n.

c -1 0

-1 o -1

D 0 -1 o
|
-1 o

A es de diagonal positiva dominante. En la mayoria de las filas

Z lag] =2+ 2p = ay.
j=1
J#i

En algunas filas

n
Z |aij| < Q5.
j=1

J#1
Para resolver A{ = v se puede utilizar el método de Gauss si m y n son
pequenos. Si N es muy grande no se puede almacenar completamente A
como matriz densa y, ademas, el tiempo de calculo se vuelve muy grande.
Hay varios métodos que pueden ser maés eficientes para N grande, algunos
son especificos para la ecuacién de Poisson en un rectangulo. Por ejemplo
se puede utilizar el método de Gauss Seidel o el de sobrerrelajacién. Estos
dos métodos se pueden implementar sin almacenar los elementos no nulos de
A. Conociendo m, n, o y p se tiene toda la informacién sobre A. También
se pueden utilizar métodos basados en la FFT (Fast Fourier Transform).

Otros métodos son: el de reduccién ciclica, el método FACR (Fourier Analysis
Cyclic Reduction) y el método de doble barrido de Cholesky.
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Ejemplo 8.1. Resolver la ecuacion diferencial

Au=6r+ 12y, 1<x<13, 2<y<7

Entonces h, =3, hy =1, p=9, 0 = 20,
v =[235 2529 10531 —519 —810 1353 —505 —918 1367 6319 8235 16615]".
Al resolver el sistema 12 x 12 se obtiene

w=[118 397 1054 192 471 1128 314 593 1250 496 775 1432]".

La ecuacién diferencial es muy sencilla, su solucién es u(x,y) = x* + 2y°. En
este caso, la solucién numérica obtenida es exacta. <

8.3. Parabdlicas: ecuacion del calor

La ecuacién unidimensional del calor es:
du 5, 0%

E(x,t):c@(x,t), O<z<L, 0<t, (8.8)

con las condiciones

u(0,t) =o(t), t>0 (8.9)
u(L,t) =w(t), t>0 (8.10)
u(z,0) = f(z), 0<az<L. (8.11)

La funcién u(x, t) indica la temperatura de una barra uniforme, en la posicién
x y en el tiempo t. Generalmente las funciones v(t) y w(t) son constantes, es
decir, se supone que la temperatura en los extremos de la barra es constante
para todo tiempo t.
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[ ] [ 2 L ] [ ]

t3 . . . .

U3
(2 ° S ° °

U2
1 ° . ° °

Uyp U2 Um—1,1
0

0 X1 T2 Tm—1 [,

Figura 8.2: Malla para la ecuacion del calor

De manera analoga a las ecuaciones elipticas, se coloca en la regién
Q =0, L[x]0, +o00]
una malla determinada por los valores

ri=1thy, 1=0,1,2,....m
ti=jh, 7=0,1,2,..

donde
L
hy = —-
m

El objetivo es encontrar valores w;;, aproximaciones de los valores u(x;,t;).
Como se conoce la funcion u en la frontera de €2, entonces se conocen los
valores:

U0, U105 -5 Um0, t=0,
U1, UQ2y --+5 UQgy +-- [L':O,
U1, Um2s - Uy - x=L.
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315 8.3. PARABOLICAS: ECUACION DEL CALOR

Los valores buscados son:

U1, ULy weey Um—1,1, L=t
U2, U2y wevy Un—1,2, t =19
U13, U3,y -evy Um—1,3, =13

Cada uno de los paquetes anteriores tiene m — 1 valores correspondientes a
un tiempo fijo ¢;.

Aunque el problema estda plantedao para 0 < ¢t < +o00, obviamente no se
puede ir hasta infinito. Entonces se toma un valor 7" adecuado y

0<t<T (8.12)
T

h — - 8.13

0= (8.13)

ti=jh, j=0,1,2, .. n (8.14)

8.3.1. Meétodo explicito

La segunda derivada 9%u/0x? se aproxima como en el caso eliptico, la deriva-
da Ju/0t se aproxima hacia adelante:

0*u Uip1j — Ui + Ui—1,
oz (inty) m —H (8:.15)
ou o Wij+1 — U

E(‘r“t]) ~ ht

(8.16)

Remplazando en (8.8) se obtiene

315



316 8.3. PARABOLICAS: ECUACION DEL CALOR

ui7j+1 — uij — 2ul+1,j 2“1] + ul—l]
hy h?2
*hy 2c% Iy, 2hy
Uijil = 5 Uinl,j +(1- T ) Wi + T2 Wit
Ujj+1 = QX Ui—1 5 + ﬁ Uyj + o Uit1,5 (817)
Cth
a = Tz (8.18)
f=1-2a. (8.19)

En la férmula (8.15) el error es del orden de O(h2), en (8.16) el error es del
orden de O(h;). El error en (8.17) es del orden de (h; + h2).

Los valores usados en (8.17) forman la “molécula”:

Ui, j+1

|

Ui—1,5 U5 Uitl,g

El valor w; ;11 aproximacién de u(w;,t;4+1), pintado con bola hueca o, se
calcula utilizando los valores para ¢;, pintados con bola rellena e .

Para calcular los valores w11, ua1, ..., Un—1,1 S€ necesitan valores ugg, pero estos
son conocidos por corresponder a la condicién (8.11). Entonces los valores w1,
Ug1, ..., Um—1,1, S€ calculan sin ningtin problema.

Para calcular los valores w2, 192, ..., Um—12 se necesitan los valores g1, u11,
U1, -y Um—1,1, Um1. Bl primero y el ultimo estdn dados por las condiciones
(8.9) y (8.10); los otros se acaban de calcular. Después, de manera semejante,
se calculan los valores u;3 y asi sucesivamente.

Ejemplo 8.2. Aplicar las formulas anteriores a la ecuacién diferencial

ou 2 0% T
—(x,t) = — —(a,t O<z<—=, 0<t<2
at(w7) 9 axQ(x7 )7 X 37 =
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317 8.3. PARABOLICAS: ECUACION DEL CALOR

con las condiciones

==

t>0

1)
(3:1)
u(z,0)

u

9,
U 9,

wl X

t>0

sen(3z) +5, 0<z< g

con m = 10y n = 50.
La solucién exacta de la ecuacién diferencial es
u(z,t) = e *sen(3z) +5.
Al aplicar las formulas se obtiene:
h, = 7/30 = 0.1047198
a = 0.8105695
£ = —0.6211389

Para empezar, los valores wgg, 110, %20, .., U10,0 son: 5, 5.309017, 5.5877853,
5.809017, 5.9510565, 6, 5.9510565, 5.809017, 5.5877853, 5.309017, 5.

Para t = t; = 0.04 son datos: ug; = 9, w190 = 5.
U1 = Qg + Buig + g
U1 = g + Bug + ausg

ug1 = agy + Bugy + Q1o

Para t =t5 = 0.08

Uiz = a1 + Burr + aug

En la tabla siguiente aparecen los valores exactos u(z;, 2) y los valores obtenidos
U;,50-
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ZT; ‘ U(in, 2) ‘ UZ"50
0.000000 | 5.000000 | 5.000000
0.104720 | 5.005660 | 9.269937
0.209440 | 5.010766 | -3.103062
0.314159 | 5.014818 | 16.178842
0.418879 | 5.017419 | -8.111031
0.523599 | 5.018316 | 18.817809
0.628319 | 5.017419 | -8.111031
0.733038 | 5.014818 | 16.178842
0.837758 | 5.010766 | -3.103062
0.942478 | 5.005660 | 9.269937
1.047198 | 5.000000 | 5.000000

Se observa que los resultados obtenidos por las férmulas no son buenos. Como
aparece en la siguiente tabla, si se utiliza n = 100 los resultados son buenos.

i | ow(@i2) | wieo error |
0.000000 | 5.000000 | 5.000000 | 0.000000
0.104720 | 5.005660 | 5.005394 | 0.000266
0.209440 | 5.010766 | 5.010261 | 0.000505
0.314159 | 5.014818 | 5.014123 | 0.000695
0.418879 | 5.017419 | 5.016602 | 0.000817
0.523599 | 5.018316 | 5.017456 | 0.000859
0.628319 | 5.017419 | 5.016602 | 0.000817
0.733038 | 5.014818 | 5.014123 | 0.000695
0.837758 | 5.010766 | 5.010261 | 0.000505
0.942478 | 5.005660 | 5.005394 | 0.000266
1.047198 | 5.000000 | 5.000000 | 0.000000

El ejemplo anterior muestra resultados malos con n = 50 y bastante buenos
con n = 100. Esto tiene una razén: el método con las féormulas (8.17) es a
veces estable, a veces inestable (los errores de redondeo o truncamiento se
propagan exponencialmente). Este método es condicionalmente estable (ver
[BuF85]). Si

2 hy

hi

<= (8.20)

N | —
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319 8.3. PARABOLICAS: ECUACION DEL CALOR

el método es estable.

Fécilmente se comprueba que, en el ejemplo anterior,

2p

Ch%t — 0.8105695 sin = 50
2p

Ch; — 0.4052847  sin =100

x

8.3.2. Meétodo implicito

La derivada Ou/0t se aproxima hacia atras:

ou U5 — Ui 5—1
32u Uit1.5 — 2uz + Ui—1,5
@(Ilat]) ~ = hgj ’ (822)

Remplazando en (8.8) se obtiene

Uig = Uig—1 _ pUit1j = 2uij + Uiy

he h2

Si queremos calcular los valores wy;, para t = t;, y conocemos los valores
para t = t;_;, entonces agrupamos asi:

C2ht 1 C2ht Czht
e Wieg + {1+ T2 ) Wi T e Wiy = Wit
x x x

De manera méas compacta:

—QU;—1,5 + TUij — QU415 = U 51 (823)
C2ht
v =14 2. (8.25)

La férmula (8.23), al igual que en el método explicito, tiene un error de orden
O(ht + hi)
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320 8.3. PARABOLICAS: ECUACION DEL CALOR

Los valores usados en (8.23) forman la “molécula”:
Wi-1,j Wij  Uit1,j
O—I—O
Ui -1

Al utilizar (8.23) para los m — 1 puntos (z1,t;), (22,%;), ..., (Tm-1,t;), se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Y — 0 0 0 Uy Up,5-1 + QUpj

—-a v —a 0 .. 0 Ugj U j—1

0 — Y — 0 Uzj _ U3, j—1 (8 26)
| 0 0 —a 7] | Um—1,;] | Um—1,j—1 + QU |

Este sistema tridiagonal se puede resolver por cualquier método, pero es mas
eficiente resolverlo por un método especifico para sistemas tridiagonales, ver
seccion (2.13). Ademas, como la matriz del sistema es la misma para todas
las iteraciones, entonces la factorizacién LU tridiagonal es la misma para
todas las iteraciones y se calcula inicamente una vez. Asi, en cada iteracion
se resuelve el sistema conociendo ya la factorizacion LU.

Los valores ug; ¥ u,; estan dados por los valores v(t;) y w(t;) provenientes
de las condiciones de frontera.

Ejemplo 8.3. Aplicar este método a la misma ecuacion diferencial

ou 2 0%

ot =g g

s
- <2
5 (z,1), O<x<3, 0<t<

con las condiciones
1)
(3:1)
(

u(z,0) =sen(3z) +5, 0<z<

=

5, t>0

u( >
5

Y
Y

U t>0

wl X
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321 8.3. PARABOLICAS: ECUACION DEL CALOR

con m = 10 y n = 50.

Al aplicar las férmulas se obtiene:

h, = 7/30 = 0.1047198

a = 0.8105695
v = 2.6211389
Para empezar, los valores wgg, 110, U2, .-, U10,0 son: 5, 5.309017, 5.5877853,

5.809017, 5.9510565, 6, 5.9510565, 5.809017, 5.5877853, 5.309017, 5.

Los valores «v y 7 definen la matriz del sistema (8.26) para todas las ite-
raciones. Para t = t; = 0.04, los términos independientes son: 9.3618643,
5.5877853, 5.809017, 5.9510565, 6, 5.9510565, 5.809017, 5.5877853, 9.3618643 .

La solucion del sistema es : 5.2863007, 5.5445763, 5.749545, 5.8811429,
5.9264885, 5.8811429, 5.749545, 5.5445763, 5.2863007 . Estos valores cor-
responden a w1, Usq, ..., Ugy.

La siguiente tabla muestra, para t = 2, los valores tedricos, los valores
obtenidos por el método y las diferencias:

’ x; ‘ u(z4,2) ‘ Ui 50 error
0.000000 | 5.000000 | 5.000000 0.000000
0.104720 | 5.005660 | 5.006792 | -0.001132
0.209440 | 5.010766 | 5.012919 | -0.002153
0.314159 | 5.014818 | 5.017781 | -0.002963
0.418879 | 5.017419 | 5.020903 | -0.003484
0.523599 | 5.018316 | 5.021979 | -0.003663
0.628319 | 5.017419 | 5.020903 | -0.003484
0.733038 | 5.014818 | 5.017781 | -0.002963
0.837758 | 5.010766 | 5.012919 | -0.002153
0.942478 | 5.005660 | 5.006792 | -0.001132
1.047198 | 5.000000 | 5.000000 0.000000

Si se considera n = 100, los valores para t = 2 son:
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322 8.3. PARABOLICAS: ECUACION DEL CALOR

x; ‘ u(z;,2) ‘ Ui 100 error
0.000000 | 5.000000 | 5.000000 0.000000
0.104720 | 5.005660 | 5.006315 | -0.000655
0.209440 | 5.010766 | 5.012011 | -0.001245
0.314159 | 5.014818 | 5.016532 | -0.001714
0.418879 | 5.017419 | 5.019434 | -0.002015 o
0.523599 | 5.018316 | 5.020434 | -0.002119
0.628319 | 5.017419 | 5.019434 | -0.002015
0.733038 | 5.014818 | 5.016532 | -0.001714
0.837758 | 5.010766 | 5.012011 | -0.001245
0.942478 | 5.005660 | 5.006315 | -0.000655
1.047198 | 5.000000 | 5.000000 | 0.000000

8.3.3. Meétodo de Crank-Nicolson

De acuerdo con las férmulas (6.34) y (6.35) el valor

5= Y Wij—1
hy
. . ., [ .
se puede considerar como la aproximacién de E(%’ t;) o bien como la aprox-

. ., u .
imacién de —(z;,t;_1). Es decir,

ot

ou . Uiy — Ui j—1 ht (9 u

E(l‘htj—l) - h—t 2 8152 (xz7€>7 5 € [] 1 ]7
ou Ui — Ui j hy 0%u
E(Ii,tj) = ]h—tjl + 2t o2 5 (15,C), ¢ € [tj1,t].

En ambos casos el error es del orden de O(h;). El mismo valor ¢ puede ser
interpretado de una tercera manera usando (6.38):

ou uij —uij1  h? u
O ity 4 hy/2) = g Wit N
c‘)t(x’j 1t hef2) hy 24 8t3( ™)

El valor t;_; 4+ h¢/2, que sera denotado por t;_q/s, es el punto medio entre
tj—1y t;. Al plantear la ecuacién diferencial en el punto (z;,¢;_1/2) tenemos:

ou 0*u
E(%tj—m) = 02@(%%—1/2)

T € [tj_1,t4],
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323 8.3. PARABOLICAS: ECUACION DEL CALOR

u 0%u
Ahora remplazaremos En por d y W(xz, tj—1/2) por el promedio de aproxi-
x
2
maciones de — en dos puntos vecinos:

0x?

Uij — Uij—1

2 (0% 0%u
e 2 \a i)t el t)
2

Wij — Uij—1 € (U1 -1 — 2Uj 51 + Uig1,5-1 X Uim1,j — 2Uij + Uiy
hy 2 h2 h2

Esta férmula tiene un error de orden O(h? +h2). Ahora agruparemos dejando
a izquierda los valores buscados, ¢ = t;, y a derecha los que se suponen
conocidos, t = t;_:

—PUi1 g+ P U — PU1 = PU1 1+ P U1+ PUi1 1 (8.27)

D
a= % (8.28)
a
p=1+a (8.30)
p=1—a (8.31)

La “molécula” correspondiente a (8.27) es:

Ui—1,5 Uij Uitl,j
o : i

Ui—1,5—1 Ui j—1 Ui41,5—1
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324 8.3. PARABOLICAS: ECUACION DEL CALOR

Al utilizar (8.27) parai = 1,2,...,m—1 se obtiene el sistema tridiagonal, que
se puede resolver de manera eficiente:

[ o —p 0 0 0 Uy

—p pu —p 0 .0 Ug;
0O —p pn —p ... 0 ugj | _
0 0 P Ml [Um-1;]

-P’Uo,jfl + puy -1 + puz,-1 + Plo;
PUL -1+ Pug i1+ pu3 ;1

puU2j—1 + QU3 1 + pUgj—1 (8.32)

| PUm—2,j—1 T PUm—1,5-1 F PUm j—1 + PUnm; |

Ejemplo 8.4. Resolver la misma ecuaciéon diferencial de los dos ejemplos
anteriores por el método de Crank-Nicolson, con m = 10, T' = 2, n = 50.

hy = 0.1047198

h; = 0.04
a = 0.8105695
p = 0.405284
1= 1.8105695
w = 0.1894305
Para empezar, los valores wgg, 10, U2, --., U10,0 son: 5, 5.309017, 5.5877853,

5.809017, 5.9510565, 6, 5.9510565, 5.809017, 5.5877853, 5.309017, 5.

Los valores p1 y p definen la matriz del sistema (8.32) para todas las ite-
raciones. Para t = t; = 0.04, los términos independientes son: 7.3231813,
5.5644666, 5.7769216, 5.9133261, 5.9603279, 5.9133261, 5.7769216,
5.5644666, 7.3231813.

La solucién del sistema es : 5.2854339, 5.5429275, 5.7472756, 5.8784752,
5.9236835, 5.8784752, 5.7472756, 5.5429275, 5.2854339.

Estos valores corresponden a w1, a1, ..., Ugi.
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325 8.3. PARABOLICAS: ECUACION DEL CALOR

La siguiente tabla muestra, para t = 2, los valores tedricos, los valores
obtenidos por el método y las diferencias:

’ x; ‘ u(z4,2) ‘ Ui 50 error
0.000000 | 5.000000 | 5.000000 0.000000
0.104720 | 5.005660 | 5.005836 | -0.000176
0.209440 | 5.010766 | 5.011101 | -0.000336
0.314159 | 5.014818 | 5.015280 | -0.000462
0.418879 | 5.017419 | 5.017962 | -0.000543
0.523599 | 5.018316 | 5.018887 | -0.000571
0.628319 | 5.017419 | 5.017962 | -0.000543
0.733038 | 5.014818 | 5.015280 | -0.000462
0.837758 | 5.010766 | 5.011101 | -0.000336
0.942478 | 5.005660 | 5.005836 | -0.000176
1.047198 | 5.000000 | 5.000000 0.000000

Si se considera n = 100, los valores para t = 2 son:

’ x; \ u(z;,2) \ Ui 100 error
0.000000 | 5.000000 | 5.000000 0.000000
0.104720 | 5.005660 | 5.005845 | -0.000186
0.209440 | 5.010766 | 5.011119 | -0.000353
0.314159 | 5.014818 | 5.015304 | -0.000486
0.418879 | 5.017419 | 5.017990 | -0.000571 S
0.523599 | 5.018316 | 5.018916 | -0.000601
0.628319 | 5.017419 | 5.017990 | -0.000571
0.733038 | 5.014818 | 5.015304 | -0.000486
0.837758 | 5.010766 | 5.011119 | -0.000353
0.942478 | 5.005660 | 5.005845 | -0.000186
1.047198 | 5.000000 | 5.000000 0.000000

Los resultados obtenidos por el método de Crank-Nicolson con n = 50 son
mejores que los obtenidos con el método implicito. Los resultados obtenidos
con el método de Crank-Nicolson con n = 100 (h? = 0.0004, h2 = 0.0109662,
h? + h? = 0.0113662), no mejoran (empeoran ligeramente) los obtenidos con
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326 8.4. HIPERBOLICAS: ECUACION DE ONDA

n = 50 (h? = 0.0016, h2 = 0.0109662, h? + h2 = 0.0125662). En este caso
el orden del error depende fundamentalmente de h,. Si se utiliza el método
de Crank-Nicolson con m = 20 y n = 50 (h? = 0.0016, h2 = 0.0027416,
h? + h2 = 0.0043416) los resultados mejoran notablemente:

’ x; \ u(x;, 2) \ Wi 50 \ error
0.000000 | 5.000000 | 5.000000 | 0.000000
0.052360 | 5.002865 | 5.002883 | -0.000018
0.104720 | 5.005660 | 5.005694 | -0.000035
0.157080 | 5.008315 | 5.008366 | -0.000051
0.209440 | 5.010766 | 5.010831 | -0.000066
0.261799 | 5.012951 | 5.013030 | -0.000079
0.314159 | 5.014818 | 5.014908 | -0.000091
0.366519 | 5.016319 | 5.016419 | -0.000100
0.418879 | 5.017419 | 5.017526 | -0.000107
0.471239 | 5.018090 | 5.018201 | -0.000111 S
0.523599 | 5.018316 | 5.018428 | -0.000112
0.575959 | 5.018090 | 5.018201 | -0.000111
0.628319 | 5.017419 | 5.017526 | -0.000107
0.680678 | 5.016319 | 5.016419 | -0.000100
0.733038 | 5.014818 | 5.014908 | -0.000091
0.785398 | 5.012951 | 5.013030 | -0.000079
0.837758 | 5.010766 | 5.010831 | -0.000066
0.890118 | 5.008315 | 5.008366 | -0.000051
0.942478 | 5.005660 | 5.005694 | -0.000035
0.994838 | 5.002865 | 5.002883 | -0.000018
1.047198 | 5.000000 | 5.000000 | 0.000000

8.4. Hiperbdlicas: ecuacién de onda

Consideramos la siguiente ecuacion

02 0?
8—;‘(55,@ - 028—;;(36,1%), O<az<L, 0<t, (8.33)
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327 8.4. HIPERBOLICAS: ECUACION DE ONDA

con las condiciones

u(0,t) =a, t>0, (8.34)
w(L,t)=b, t>0, (8.35)
u(z,0) = f(z), 0<z<L, (8.36)
%(w,O) =g(x), 0<z<L. (8.37)

Esta ecuacion describe el movimiento en el tiempo de una cuerda vibrante,
de longitud L, fija en los extremos y de la que se conoce la posicion inicial y
la velocidad inicial. Generalmente los valores constantes a y b son iguales y
nulos.

8.4.1. Meétodo explicito

La region es la misma de la ecuacién del calor y se divide exactamente de la
misma forma. Sea T" un tiempo adecuado:

zi=ihy, i=0,1,2,...m
ti=jh, j=0,12 . n

Se desea conocer los valores u;;, buenas aproximaciones de u(z;, t;). Se utiliza
la ecuacién diferencial en el punto (z;,t;):

0%u 0*u
W(xi’tj) = 02$(Ii,tj) (838)

Aproximando las segundas derivadas por diferencias finitas en el punto (x;, t;)
se obtiene:

Wij—1 — 2Ujj + Uijy1 2 Ui—1j — 2Ujj + Uiy

hi hZ
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328 8.4. HIPERBOLICAS: ECUACION DE ONDA

Si se suponen conocidos los valores para t = t; y para t = t;_;, entonces se
puede obtener w; j1:

Wi 1 = Puij + o(Uim1j + Wig1j) — Wij—1 (8.39)
c? hf
B=2—2a (8.41)

La molécula es:

Ui—1,5

Uj 51

La férmula (8.39), con error de orden O(h2+h?), se puede aplicar facilmente,
salvo para la obtencién de los valores u;; ya que seria necesario conocer los val-
ores u; —1. Aproximaciones de estos valores se obtienen utilizando las condi-
ciones (8.37) sobre la velocidad inicial, mediante la siguiente aproximacién
cuyo error es del orden de O(h?),

( ) U1 — Ui —1
i = 9\Ti) = —— 7
g g 2,
Uj,—1 = Uil — 2hy gi (8'42)

Remplazando en (8.39) para j = 0 y teniendo en cuenta que ugy = fp =

f<Ik)7

uin = Bfi +a(fic1 + fivr) — (ua — 2hegs)
2uy = Bfi + ol fic1 + fir1) + 2y

(6% .
Uiyl = gfl + §<fi—1 + fi+1) + htgi, 1= 1, 2, e, — 1 (843)

Una vez calculados los valores u;; por medio de (8.43), se utiliza (8.39) para
Jj=1,2,...,n—1, teniendo en cuenta que ug; = a y Uy,; = b.
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Ejemplo 8.5. Resolver la ecuacion diferencial

8? 8?
a—;;(x,t) =225 (a,t), O<az<m/2, 0<t,

0x?
con las condiciones

u(z,0) =sen(2z), 0<z<7/2,
=3sen(2z), 0<z<7/2,

utilizando T'= 8, m = 10, n = 80.

Se puede comprobar que la solucion exacta de esta ecuacion diferencial es

u(z,t) = sen(2x)(sen(3t) + cos(3t))

Para la solucion numérica

h, = 0.1571
hy = 0.1

o = 0.911891
B =0.176219

Los valores inciales u;y son: 0, 0.3090170, 0.5877853, 0.8090170, 0.9510565,
1, 0.9510565, 0.8090170, 0.5877853, 0.3090170, 0.

Para calcular los valores w;; se utiliza (8.43) y se obtiene: 0, 0.3879303,
0.7378873,1.0156148, 1.1939268, 1.2553689, 1.1939268, 1.0156148, 0.7378873,
0.3879303, 0.

Los deméds valores u;, se calculan usando (8.39). Asi los valores wu; son: 0,
0.4322161, 0.8221239, 1.1315565, 1.3302245, 1.3986808, 1.3302245, 1.1315565,
0.8221239, 0.4322161, 0.

A continuacién aparecen: los valores x;, los valores u(x;,8) exactos y los
valores aproximados obtenidos por el método:
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xT; ‘ U(l’i, 8) ‘ ui,SO
0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.1571 | -0.1488 | -0.1567
0.3142 | -0.2830 | -0.2981
0.4712 | -0.3895 | -0.4103
0.6283 | -0.4578 | -0.4823
0.7854 | -0.4814 | -0.5072
0.9425 | -0.4578 | -0.4823
1.0996 | -0.3895 | -0.4103
1.2566 | -0.2830 | -0.2981
1.4137 | -0.1488 | -0.1567
1.5708 | 0.0000 | 0.0000

Este método presenta problemas de inestabilidad. Se puede garantizar la
estabilidad (no la exactitud) si

hy

— <1
ch_

T

(8.44)

En el ejemplo anterior ch;/h, = 0.955. Si se hubiera aplicado el método con
n =70, chy/h, = 1.091, los resultados serfan:

| u(x,8) | Ui 70
0.0000 | 0.0000 0.0000
0.1571 | -0.1488 6409754 .0604
0.3142 | -0.2830 | -12192077.0562
0.4712 | -0.3895 16780953. 1666
0.6283 | -0.4578 | -19727193.7389 S
0.7854 | -0.4814 | 20742397.1952
0.9425 | -0.4578 | -19727192.0929
1.0996 | -0.3895 16780950.5034
1.2566 | -0.2830 | -12192074.3931
1.4137 | -0.1488 6409752.4144
1.5708 | 0.0000 0.0000
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8.4.2. Meétodo implicito

Consideremos la ecuacién diferencial en el punto (z;,t;),

0%u 0*u
w(l‘z‘atj) = 02@(%%‘)7

pero cambiando la doble derivada parcial con respecto a z, en el punto (z;, t;),
por el promedio de la derivada en los puntos vecinos (z;,t;_1) ¥ (@i, tj41)

0*u ? (0%u >*u
ot = 5 (Gaten i) + ety

Ahora utilizamos aproximacién por diferencias finitas:

+

2
Wi i1 — 2Ug5 + Ujj41 _c <ui71,j71 — 22U 51+ Uiy1-1
2 9 2
h; 2 hZ
Ui—1j41 — 2Uj 541 + ui+1,j+1>
2
hz

Ahora dejamos a la izquierda los valores desconocidos y a la derecha los que
son conocidos:

2w 51 — Aug; + 2u 541 = Oé(ui—l,j—l — 22U 51+ Uig1,5-1
+ Ui i1 — 2Ui 1+ Uis1j41)

=i ji1 VUi — QUi i1 = AU — YU+ o1+ i)

(8.45)

2h2
a= Ch—; (8.46)
=242« (8.47)

Aplicando la igualdad (8.45) en los puntos (x1,t;), (z2,t;), ..., (Tm-1,1;), se
obtiene el siguiente sistema tridiagonal, de tamano (m — 1) x (m — 1):
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—Q r N
7 U1, j+1
—Q —Q
" U2 5+1
0 —a v -« : B
Um—2,j+1
0 0 0 —a 7y | LYm—li+1]

4U1j — YU1,5-1 + OC(CL + u2,j_1)
4U2j — ’}/UQJ'_l + oz(ul,j_l + U3’j_1)
: (8.48)
A9 — Ym—2j—1 + (Um—3j-1 + Um—1,j-1)
1,5 — Ym—1,j-1 + (Um—2j—1 + b)

Este sistema tridiagonal se puede resolver eficientemente. Para empezar, tam-
bién es necesario calcular los valores u;; por medio de (8.43). Después es
necesario resolver n — 1 veces el sistema (8.48). Este método implicito no es
inestable.

Ejemplo 8.6. Resolver la ecuacion diferencial
0%u 0%u

W(l‘,t):225@(l',t), 0<$<7T/2, 0<t,

con las condiciones

u(0,t) =0, t>0,
u(r/2,t) =0, t>0,

u(z,0) =sen(2z), 0<z<7/2,
0
8—7:(33,0) =3sen(2z), 0<z<7/2

utilizando el método implicito con T'= 2, m = 10, n = 100.

La solucién exacta de esta ecuacion diferencial es

u(z,t) = sen(2x)(sen(3t) + cos(3t))

332



333 8.4. HIPERBOLICAS: ECUACION DE ONDA

Para la solucion numérica

he = 0.1571
hy = 0.02

o = 0.036476
B = 1.927049
v = 2.072951

Los valores inciales u;y son: 0, 0.3090170, 0.5877853, 0.8090170, 0.9510565,
1, 0.9510565, 0.8090170, 0.5877853, 0.3090170, 0.

Para calcular los valores w;; se utiliza (8.43) y se obtiene: 0, 0.3270063,
0.6220030, 0.8561137, 1.006422, 1.0582148, 1.006422, 0.8561137, 0.6220030,
0.3270063, 0.

A continuacién aparecen: los valores x;, los valores u(x;,2) exactos y los
valores aproximados obtenidos por el método:

’ Ly ‘ u(zi, 2) ‘ 4,100 ‘
0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.1571 0.2104 | 0.1986
0.3142 | 0.4001 | 0.3778
0.4712 | 0.5507 | 0.5200
0.6283 | 0.6474 | 0.6113
0.7854 | 0.6808 | 0.6428
0.9425 | 0.6474 | 0.6113
1.0996 | 0.5507 | 0.5200
1.2566 | 0.4001 | 0.3778
1.4137 | 0.2104 | 0.1986
1.5708 | 0.0000 | 0.0000

Ejercicios
u u
8.1 Considere la ecuacién diferencial w(m, y)+a—y2(1’, y) = —2sen(z) sen(y),

en el rectangulo [0, 7] x [0, 7] con la condicién u(z,y) = 0 en la fron-
tera. La solucién exacta es u(z,y) = sen(z) sen(y). Obtenga la solucién
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8.2

8.3

8.4

aproximada para diferentes valores de n, y n,. Compare con la solucién
exacta.

2 2
Considere la ecuacion diferencial 8_1:2 (x, y)+8_;; (xz,y) = —2sen(x) sen(y),

en un rectangulo diferente del anterior. Suponga que la solucion exacta
es u(x,y) = sen(x)sen(y) y dé las condiciones de frontera adecuadas en
el rectangulo utilizado. Obtenga la solucion aproximada para diferentes
valores de n, y n,. Compare con la solucién exacta.

2

u u
Considere la ecuacién diferencial —(z,t) = ~—(z,t), para 0 < <

y 0 < t con las condiciones u(0,t) = u(m,t) = 2, wu(z,0) = sen(x).
La solucién exacta es u(x,t) = sen(x)e™* + 2. Obtenga la solucién
aproximada por el método explicito, por el implicito y por el de Crank-
Nicolson para t = 2. Use diferentes valores de m y de n. Compare con
la solucién exacta.

: . . 0% 0%u
Considere la ecuacién diferencial ?(x, t) = ~—(x,t), paral <z < 1
y 0 < t con las condiciones u(0,t) = u(1,t) =0, wu(x,0) = sen(mwz),
ou
a(m, 0) = 0. La solucién exacta es u(x,t) = sen(mwz) cos(wt). Obtenga
la solucion aproximada por el método explicito y por el implicito para
t =3 con m =10, n = 60 y con n = 20. Utilice otros valores de m y n.

Compare con la solucién exacta.
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Capitulo 9

Valores propios

9.1. Preliminares

Sea A € R™ ™ una matriz cuadrada real, un nimero A, real o complejo, es
un valor propio de A si existe un vector columna real o complejo no nulo
v € C™! tal que

Av = .

En ese caso, se dice que v es un vector propio asociado al valor propio A. Facil-
mente se comprueba que si a # 0, entonces también av es un vector propio
asociado a A. Generalmente se usan mas los vectores propios normalizados,
es decir, ||v]||z = 1.

Mientras no se diga lo contario, en este documento inicamente se consi-
deran matrices reales y los métodos seran para matrices reales.

Ejemplo 9.1. Sea

8 2 1
A=11 7 3
116
Como -
8 2 1 9 90
1 7 3 7T =170,
11 6] |4 40

entonces 10 es un valor propio de Ay [9 7 4]" es un vector propio de A
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336 9.1. PRELIMINARES

asociado a 10. El vector columna [0.7448453 0.5793241 0.3310424]" es un
vector propio normalizado asociado a 10. <

Con frecuencia se utiliza otra caracterizacion de los valores propios.

Av=X\v
Av— X v =0
Av—AMv =0
(A=X)v=0

Como v # 0 es soluciéon de un sistema homogéneo, entonces A no puede ser
invertible, es decir

det(A — AT) = 0. (9.1)

Como A es real, se puede demostrar que p(\) = det(A — A\I) es un polinomio
real de grado n:

PA) = pa(N) = ag + ar A + @\ + -+ o A" (9.2)

Este polinomio se llama el polinomio caracteristico de A (algunas veces se
considera que el polinomio caracteristico es det(AI — A)). Entonces, para
matrices pequenas, se pueden calcular los valores propios, obteniendo las
raices del polinomio caracteristico de A.

Ejemplo 9.2.
1 -2
S
1—X =2
det(A—/\I):det[ 3 4_)\}
=(1-=XN4—-X)+38
=X\ —51+10

A =2.5+iV15/2
Ao =25—-iV15/2. ©
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337 9.1. PRELIMINARES

Denotaremos con espec(A) el conjunto de valores propios de A y A o \;
sera un valor propio cualquiera. Para el complejo z = a + b, el modulo,

norma o tamano serém
2| = Va2 + B2,

que coincide con valor absoluto para ntmeros reales.

A continuacién algunas definiciones y resultados sobre valores propios. Es-
tos resultados no estan necesariamente en el orden conceptual ni en orden
para una posible demostraciéon. Ademas uno puede ser corolario de otro o
pueden corresponder al mismo concepto dicho de otra forma. Hay también
algunos resultados para matrices complejas, simplemente para uniformizar
con los resultados de unos libros de Algebra Lineal que presentan resultados
de manera general para matrices complejas.

a. Dos matrices A y B son semejantes si existe una matriz C' tal que
A=C"'BC.
b. A es ortogonal si A=t = A",
c. Si A € C™", se denota con A* o A la matriz transjugada de A, es decir,
A = (A)T = AT
d. Si A € C™" se dice que A es hermitiana (o hermitica) si A = A*.
e. Si A € C™" se dice que A es unitaria si A™1 = A*.

f. Una matriz A es diagonalizable si es semejante una matriz diagonal, es
decir, existe B invertible y D diagonal tales que

D =B 'AB.
Resultados:

1. Los coeficientes del polinomio caracteristico satisfacen:

= (="
Q1 —( 1) 'traza(A)

Qo — det(A) .
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10.

11.

12.

13.

14.

Hay n valores propios, reales o complejos, y pueden estar repetidos.
Si n es impar, hay por lo menos un valor propio real.

El nimero de valores propios estrictamente complejos (no reales) es
par.

Sean \i, Mg, ..., A\, valores propios distintos de A y v!, v2, ..., v* vectores

propios asociados correspondientes, entonces estos vectores propios son
linealmente independientes.

Teorema de Cayley-Hamilton. Si p es el polinomio caracteristico de A,
entonces p(A) = 0, es decir,

aol + 1A+ aA? + -+ a, A" = 0.

. Si Ay B son semejantes, A = C~'BC, entonces espec(A) = espec(B).

Teorema de Schur. Toda matriz A es semejante a una matriz triangular
superior (cuyos elementos diagonales son los valores propios de A).
Dicho de otra forma, existe U invertible y T' triangular superior tales
que T'= U 'AU. Esta matriz U es unitaria.

Si U es ortogonal, ||[Uzx||s = ||x||2. Asi, se dice que las matrices ortogo-
nales conservan la norma euclidiana.

Si A es simétrica, todos los valores propios son reales.

Si A es diagonal, triangular superior o triangular inferior, entonces los
valores propios son los elementos diagonales.

Teorema espectral. Si A es simétrica, entonces existen vectores propios
v, v?, .., v" ortonormales. Si Q = [v' v? .. "], entonces Q es
ortogonal y QT AQ es una matriz diagonal (con los valores propios de

A en la diagonal).
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339 9.2. METODO DE LA POTENCIA

15. Sea A simétrica. La matriz es definida positiva sssi los valores propios
son positivos.

16. Sea A simétrica. La matriz es semidefinida positiva sssi los valores pro-
pios son no negativos.

17. Si A no es invertible, A = 0 es un valor propio.

18. Si A es invertible, A € espec(A) sssi 1/ € espec(A™!).
19. A € espec(A) sssi A —t € espec(A —tI).

20. Para cualquier norma matricial generada || ||,

Al < T[A]].

21. Si A es ortogonal, |\| = 1, para cualquier valor propio real o complejo.

9.1.1. En Scilab

Los valores propios se calculan por medio de la funcién spec !. Si se ha
definido una matriz cuadrada a, entonces la orden

spec(a)
da como resultado un vector columna con los n valores propios. La orden
[V, L] = spec(a)

produce una matriz L diagonal, cuyos elementos diagonales son los valores
propios y una matriz V cuyas columnas son vectores propios normalizados
asociados correspondientes.

9.2. Meétodo de la potencia

Este método se puede aplicar para hallar \;, el valor propio dominante de
una matriz diagonalizable A, cuando éste existe, o sea, si

(Al > [Aaf 2 A = -+ = [l

len Matlab se usa eig.
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340 9.2. METODO DE LA POTENCIA

Una primera versién del método de la potencia es muy sencilla. Dado un z°

inicial

o = Ak kE=0,1,2,... (9.3)
Sea {v!, v? ..., v"} una base formada por vectores propios asociados a los
valores propios A1, Mg, ..., A, respectivamente. Entonces 2° # 0 se puede

expresar como combinacién de los vectores propios

2 = vt + agv® + ..+ "
' = Ax°
vt = Alav' + agv? + ..+ ao™)
!t = ag Avt + ap At + .+ a, A"
b = ag vt + ag v + o+ ap A, 0"
2 = Azt
= Alai Mot + appv® + 4 apAv™)
22 = ag M Avt + ag ) Av? + .+ a )\, A"

= aA\Jot + 30?4 L A"

2F = o Nt apMo? + L ap A"

n k
k E .1 i (A i
¥ =mA | v+ — (=] v

Esta ultima factorizacién estd bien definida si a; # 0, o sea, si 2° no es

ortogonal a v!. Como |\;/A;| < 1, entonces para valores grandes de k
2k~ al)\’fvl.
De manera analoga

2P AT

Entonces

ARVl WL
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Al tomar z

Ejemplo 9.3. Partiendo de z° = (1,1, 1), hallar el valor propio dominante

de

© 00 N O O W N = &

= e
N —» O

k
J

o
~6.000000

105.000000

-1617.000000
25176.000000

.9156870e+05
.091293e+06
.475172e+07
.473890e+09
.292677e+10
.566324e+11
.547518e+12
.629321e+13

2+

J ~

X

(S

-15.000000
237.000000

-3681.000000
57267.000000

.907930e+05
.385655e+07
.1556426e+08
.352826e+09
.215415e+10
.112726e+11
.261957e+13
.963010e+14

A

—2

, una componente no nula de z¥,

w5
~23.000000

346.000000

-5399.000000
83959.000000

.306040e+06
.031577e+07
.160177e+08
.915744e+09
.646579e+10
.189447e+12
.850218e+13
.878067e+14

-6

ohat

.00000000
-17.
-15.
-15.
-15.
-15.
-15.
-15.
-15.
-15.
-15.
-15.

50000000
40000000
56957328
55397998
55540148
55527176
55528360
55528252
55528262
55528261
55528261

El mecanismo anterior puede conducir hasta una buena aproximacion de
A1, pero tiene un inconveniente: ||z¥|| — oo. La solucién es normalizar. Sea

20 =20,

Zk — A.I‘k_l,
k

l‘k = —Zk .

12112

Ejemplo 9.4. Usar las férmulas anteriores, partiendo de z° = (1,1, 1), para
hallar el valor propio dominante de

k=1,2,3,.. (9.4)

(9.5)

~1 -2 -3
A=|-4 -5 —6
—7 -8 —8
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342 9.2. METODO DE LA POTENCIA

7y 75 5 o/
-0.213470 -0.533676 -0.818303 -6.00000000
0.242870 0.548191 0.800313 -17.50000000
-0.240212 -0.546829 -0.802045 -15.40000000
0.240454 0.546954 0.801887 -15.56957328
.240432 -0.546942 -0.801902 -15.55397998
0.240434 0.546943 0.801900 -15.55540148 <
-0.240434 -0.546943 -0.801901 -15.55527176
0.240434 0.546943 0.801901 -15.55528360
-0.240434 -0.546943 -0.801901 -15.55528252
.240434 0.546943 0.801901 -15.55528262
.240434 -0.546943 -0.801901 -15.55528261
.240434 0.546943 0.801901 -15.55528261

©O© 00 NO O d WN = Z
|
o

= o= e
N = O
|
oS O O

El siguiente esquema, ademaés de incluir la normalizacion, tiene una manera
mas eficiente de aproximar .

Algoritmo de la potencia

para k£ =1,...maxit

2k = Akl
k

N
124,
A = gk ok

si |\ — M1 < ¢, parar

fin-para

El proceso se detiene satisfactoriamente cuando dos aproximaciones, A} y
A1 son muy parecidas. La salida no deseada se tiene cuando se llega al
nimero maximo de iteraciones.

La rapidez de la convergencia estd ligada al valor |\ /Aa]. Si este valor es cer-
cano a 1, la convergencia es lenta. Si es mucho mayor que 1, la convergencia
es rapida.

Ejemplo 9.5. Hallar el valor propio dominante de

~1 -2 -3
A=|-4 -5 —6
-7 -8 -8
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343 9.3. METODO DE LA POTENCIA INVERSA

partiendo de z° = (1,1, 1).

k k k
xy x5 Ty Y

1 -6.000000 -15.000000 -23.000000
-0.213470 -0.533676 -0.818303 28.10693865

2 3.735732 8.432082 12.310128
0.242870 0.548191 0.800313 15.38164285

3 -3.740191 -8.514312 -12.488120
-0.240212 -0.546829 -0.802045 15.57034584

4  3.740005 8.507264  12.472478
0.240454 0.546954 0.801887 15.55390218

5 -3.740024 -8.507910 -12.473909
-0.240432 -0.546942 -0.801902 15.55540852

6 3.740022 8.507851  12.473779
0.240434 0.546943 0.801900 15.55527112

7 -3.740022 -8.507857 -12.473791
-0.240434 -0.546943 -0.801901 15.55528366

8 3.740022 8.507856  12.473790
0.240434 0.546943 0.801901 15.5565282561

9 -3.740022 -8.507856 -12.473790
-0.240434 -0.546943 -0.801901 15.55528262

10 3.740022 8.507856  12.473790
0.240434 0.546943 0.801901 15.55528261

11 -3.740022 -8.507856 -12.473790
-0.240434 -0.546943 -0.801901 15.55528261

El tltimo z* obtenido es una buena aproximacién de un vector propio norma-
lizado asociado a A;. <

9.3. Método de la potencia inversa

Este método se puede aplicar para hallar A, el valor propio menos dominante
de una matriz diagonalizable e invertible A, cuando éste existe, o sea, si

(M| = [Ae] = [As] = -+ > [A,] > 0.
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344 9.3. METODO DE LA POTENCIA INVERSA

Si A es invertible y tiene valores propios A\, \s,..., A, entonces los valores

propios de A~! son
1 1 1

>\_17 )\_2’ ceey A_n
El valor propio dominante de A~! es justamente 1/)\,. Entonces se puede
aplicar el método de la potencia a A~!. En lugar de escribir explicitamente

2 = A~12*=1 es preferible presentarlo como la solucién del sistema AzF =

k1

Potencia inversa

para k=1,...maxit

resolver AzF = k1
k_ 2
[[2*] 2
ok = gk 2k

si |oF — ™| < ¢, parar

fin-para

Cuando se obtenga la convergencia, A, ~ 1/o%.

Ejemplo 9.6. Aplicar, partiendo de 2° = (1,1,1), el método de la potencia
inversa para obtener el valor propio A, de la matriz

~1 -2 -3
A=|-4 -5 —6
~7 -8 -8
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345 9.4. FACTORIZACION QR

ot ok ok ot

1 1.000000 -1.000000 0.000000

0.707107 -0.707107 0.000000 1.41421356
2 3.771236 -5.421152 2.121320

0.543702 -0.781572 0.305832 6.93621735
3 3.839896 -5.810817 2.412678

0.520948 -0.788337 0.327321 7.37098425
4 3.818745 -5.807259 2.424942

0.518766 -0.788900 0.329422 7.36121039
5 3.816531 -5.806630 2.425988

0.518557 -0.788954 0.329622 7.35991006
6 3.816317 -5.806567 2.426087

0.518537 -0.788959 0.329641 7.35978177
7 3.816297 -5.806561 2.426096

0.518535 -0.788960 0.329643 7.35976946
8 3.816295 -5.806560 2.426097

0.518535 -0.788960 0.329643 7.35976828
9 3.816294 -5.806560 2.426097

0.518535 -0.788960 0.329643 7.35976817
10 3.816294 -5.806560 2.426097

0.518535 -0.788960 0.329643 7.35976816
11 3.816294 -5.806560 2.426097

0.518535 -0.788960 0.329643 7.35976815
12 3.816294 -5.806560 2.426097

0.518535 -0.788960 0.329643 7.35976815

Entonces A\, ~ 1/7.35976815 = 0.135873845. <

9.4. Factorizacién QR

Sea A € R™*", Una factorizacién QR de A consiste en encontrar matrices ()
y R tales que

= A=QR.

» ) € R™™ es ortogonal.
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346 9.4. FACTORIZACION QR

» R € R™"™ es triangular superior ( r;; =0sii > j ).

El proceso de factorizacién QR, por medio de diferentes clases de matrices
ortogonales, va obteniendo ceros en lugares adecuados. Supongamos que por
medio de ()1 ortogonal, la matriz ()1 A tiene ceros en sitios adecuados. Ahora,
con (), ortogonal, se busca que al hacer el producto Q21 A haya ceros en
otros sitios, sin perder los que ya tenia ()1 A. Finalmente se obtiene

QrQr_1 - Q2001 A = R triangular superior.

Como las matrices () son ortogonales, entonces

QIQY - QFQEQuQror - Q@i A = QTQE - Q1 QIR
A=QiQ3-- QL QLR

A=QR

En los programas, generalmente se empieza con A y sobre ella se va reescri-
biendo el producto Q1 A, después Q201 A. Al final se tendra, en donde estaba
A, la matriz R. Por otro lado, se puede empezar con () = I, y encima se va
reescribiendo el producto /Q)7, después Q)7Q)5. Finalmente en () se tendra el

producto Q7Q7% --- QF_,QF .

9.4.1. Matrices de Householder

Sea v € R v #£ 0, u = v/||v|| (vector columna de norma 1). Una matriz
de Householder es una matriz de la forma
2
H=H,=HWw)=1,— —vv"' =1, —2uu".
vty

A veces, al mismo tiempo que se obtiene el vector v deseado, se calcula el

numero
2

=t
entonces es comun expresar H en funcién de v y de [, aunque 8 no es
necesario. Simplemente, desde el punto de vista de eficiencia, si se conoce 3

no es interesante volverlo a calcular (son 2n — 1 “Hops”).

H=H(v,p)=1,— pvv".

346



347 9.4. FACTORIZACION QR

La matriz H tiene dos caracteristicas importantes, es simétrica y ortogonal.
Ademds, si z € R™! se puede escoger v para que
Hyaoe<el >.

En Algebra Lineal, dados ', 22, ... ¥ vectores del espacio vectorial en consid-
eracién, < z', 22, ..., 2% > denota el subespacio generado por estos vectores,
es decir, el conjunto de todas las combinaciones lineales de estos vectores:

<zt 2?2 ...,$k >= {Alxl T i N SV Wy R}.

Entonces,
Hyx = ae'.

Sea U = {£ € R™*! : "¢ = 0}, o sea, el hiperplano perpendicular a v y que
pasa por el origen. Dicho de otra forma, U es el complemento ortogonal del
subespacio generado por v, U = < v > .

Sea z € R™! y = Hx, p= (z+y)/2, o sea, el punto medio del segmento
que une a x con y. Se puede verificar que

v'p=0,0sea, peU.
Si

se puede verificar que
p'z=0.

Como p 4+ z = z, entonces se deduce que p es la proyeccion de x sobre U, y
como p es el punto medio entre x y y, entonces y es el punto simétrico de x
con respecto al hiperplano U o la reflexién de x con respecto a U.

Como H es ortogonal, entonces ||Hz|| = ||z||, es decir, ||y|| = ||z||. Si se
desea que y = ae!, entonces

y = =£|[x|| "

Sea £ € U, o sea, v = 0. Facilmente se comprueba que
(x—y)'€=0.
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348 9.4. FACTORIZACION QR

Si x = y, entonces = +||z||e!. Basta con tomar H = I, y asi, Hr = \el.
Si x # y, se puede tomar
v=2xF |zl

Ejemplo 9.7.
-2 3 =5 -2/3 —-1/3  2/3
x=|-11{, y=|10|, v=|-11|, H=|—-1/3 14/15 2/15
2 0 2 2/3  2/15 11/15
O también,
—2 —3 1 2/3 1/3 —2/3
x=|-11|, y= 0O, v=1|-1|, H= 1/3 2/3  2/3
2 0 2 —-2/3 2/3 —1/3

Es usual escoger v tal que v; = 1, asi s6lo se requiere almacenar los valores
Vg, V3, ..., U,. Generalmente estos valores se pueden almacenar donde estaban
To, T3, T,. Ademas, no es necesario construir explicitamente H, basta con
conocer v y f3.

Denotaremos por H (z) la matriz que proyecta  sobre el subespacio < e! >.

La siguiente funcién, ver [Par80] y [GoV96], presenta una manera eficiente de
calcular v y § a partir de un vector columna x. Esta escrita en seudocodigo
utilizando parcialmente notacion de Scilab.
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[v, B] =vHouse(x)
n = dim (z)
t=x(2:n)"x(2:n)

v=1_[1; z(2:n)]
sit=0
8=0
sino
v=/1?+1
si T S 0
VT =21 —V
sino
V1 = —t/(.l"l + I/)
fin-si
B =20{/(t+v)
v=uv/v
fin-si

fin vHouse

En resumen, dado x =€ R",

[v, B] = vHouse(x)
H(x)=H(v,B) =1— pov".

Ejemplo 9.8. Encontrar v y  para x = [ -2 -1 2 ]T.
1

v = 1/5 |, 525-
—2/5 3

9.4.2. Matrices de Givens

Esta es otra clase de matrices ortogonales. Sea # un angulo y

¢ = cos(0)

s = sen(f),
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350 9.4. FACTORIZACION QR

La matriz de Givens, en R"*" es simplemente un rotacién definida en el
plano de las variables ¢ y k:

[1 0 0 0 0]

01 0 0 0

0 0 c S 0] 4
G =G(i,k,c,s,n) =

00 —s c 0~

0 0 0 0 1]

El producto y = G"x se calcula muy facilmente:

cr; — Sx Sl j =1,
Y; = Ssr;+cxyp sig=k,

T en los demés casos.

Si se desea que y, = 0, basta con tomar

X
= 2 2’
x; +xk
§= 2 2
Ty + 7y,

En la préactica, es mejor utilizar la siguiente versién para el calculo de ¢y s
(ver [GoV96]),

350



351 9.4. FACTORIZACION QR

[c, s] =csGivens(a,b)

sib=0
c=1
s=0
sino
si |b] > |a
t=—a/b
s=1/vV1+1t?
c= st
sino
t=—b/a
c=1/V1+1¢2
s=ct
fin-si
fin-si

fin csGivens

Bl

Ejemplo 9.9. Calcular c y s para el vector [ 2 —3]T.

Por medio de esta funcién

Al aplicar la funcién csGivens se obtiene:

c = 0.5547002
s = 0.8320503

=T

9.4.3. Factorizacion QR con matrices de Householder

y asi

Para facilitar la presentacion del algoritmo, usaremos la siguiente notacion.
Si H € RP*P es una matriz de Householder, con p < n,
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352 9.4. FACTORIZACION QR

H sip=n
i =HnH) = rﬁm 0

sip<n
0 4 P
La matriz H € R™™ también es ortogonal.

En lo que sigue se supondra que A siempre indica la matriz obtenida al hacer
los productos efectuados hasta este momento, o sea, Q- - - Q2Q1 Ainicial -

Inicialmente se supone que Q = I,,, y se buscan ceros por debajo de aii, o
sea, se construye Q; = H; € R™™ tal que H{A(:,1) = ayet € R™*1

[v, 5] = vHouse(A(1:m, 1))

Hy = H(v, )
A - HlA
Q= QH, = QH,.

En seguida, se trabaja tnicamente con las filas 2,..., m de A. Se construye
Hy € Rm=Dx(m=1) ta] que Hy A(2:m,2) = ape’ € RMDX1 ¢ sea,

[v, ] = vHouse(A(2:m,2))

Hy = H(v, 3)
H, = H(m, H)
A=HA

Q = Qi

En general,

[v, 8] = vHouse(A(k:m, k))

Hy = H(v,B)
Hy, = H(m, Hy)
A=H,A
Q = QH,
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353 9.4. FACTORIZACION QR

Como se supone que en la iteracién k, las columnas 1, ..., k—1 de A son nulas
debajo de la diagonal, entonces no es necesario recalcularlas. La presentacién
formal anterior es exacta pero ineficiente, es mejor
[v, 8] = vHouse(A(k:m, k))
Hy, = H(U7 ﬁ)
A(k:m, 1) = HA(k:m, )
Q(:,k:m)=0Q(:,k:m)Hy

A continuacion hay dos presentaciones de la factorizacion QR por medio de
matrices de Householder, la primera versién es mas facil de presentar.

@, R] = QR_House (A)
[m,n| = tamano(A)
Q=1In
para k= 1:min(m,n)
[v, 8] = vHouse(A(k:m, k)

H=H(v,p)
H=H(m,H)
A=HA
Q=QH
fin-para
R=A
fin QR_House

Esta segunda versién es mucho mas eficiente.

(@, R] = QR_House (A)
[m,n| = tamano(A)
Q =In
para k= 1:min(m,n)
[v, B] = vHouse(A(k:m, k)
H = H(v,p5)
A(k:m,k:n) = HA(k:m,k:n)
Q(:,k:m)=Q(:,k:m)H
fin-para
R=A
fin QR_House
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354 9.4. FACTORIZACION QR

Ejemplo 9.10. Obtener la factorizacién QR de

2 3 4

5 4 3

A= 2 1 0
-1 -2 -3

-4 -5 —4

utilizando matrices de Householder.

k=1
beta = 0.717157
v :1 -0.98598563 -0.39439425 0.19719713 0.78878851

H =
0.2828427 0.7071068 0.2828427 -0.1414214 -0.5656854
0.7071068 0.3028029  -0.2788789 0.1394394 0.5577577
0.2828427 -0.2788789 0.8884485 0.0557758 0.2231031

-0.1414214 0.1394394 0.0557758 0.9721121  -0.11155615
-0.5656854 0.5577577 0.2231031 -0.111565156 0.5537938

A =
7.0710678 7.0710678 5.939697
0 -0.0140144 1.0874867
0 -0.6056057 -0.7650063
0 -1.1971971  -2.6174973
0 -1.7887885  -2.4699893

Q =
0.2828427 0.7071068 0.2828427 -0.1414214 -0.5656854
0.7071068 0.3028029  -0.2788789 0.1394394 0.5577577
0.2828427 -0.2788789 0.8884485 0.0557758 0.2231031
-0.1414214 0.1394394 0.0557758 0.9721121  -0.1115515
-0.5656854 0.5577577 0.2231031 -0.1115515 0.5537938

k=2

beta = 1.006267
v:1 0.26914826 0.53206814  0.79498802
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. 7999705
.2153107
.4256388
.3640330

.2797022
.2596204
.0337898
.6599727
.6462647

-0.7722974
-0.0384964

0.0892790
-0.5779337
-0.2451463

H =
-0.0062674 -0.2708351 -0.5354028
-0.2708351 0.9271052  -0.1441027
-0.5354028  -0.1441027 0.7151292
-0.7999705 -0.2153107 -0.4256388

A =
7.0710678 7.0710678 5.939697
0 2.236068 3.5777088
0 0 -0.0947664
0 0 -1.2925295
0 0 -0.4902926
Q =
0.2828427 0.4472136 0.2128929
0.7071068 -0.4472136  -0.4807445
0.2828427 -0.4472136 0.8431415
-0.1414214  -0.4472136 -0.1021209
-0.5656854  -0.4472136 -0.0473832
k=3
beta = 1.068392
vl 0.87309062  0.33118770
H =
-0.0683918 -0.9328028 -0.3538382
-0.9328028 0.1855786  -0.3089328
-0.3538382  -0.3089328 0.8828131
A =
7.0710678 7.0710678 5.939697
0 2.236068 3.5777088
0 0 1.3856406
0 0 0
0 0 0
Q =
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356 9.4. FACTORIZACION QR

0.2828427 0.4472136 0.5196152 -0.0119059  -0.6707147

0.7071068 -0.4472136 0.2886751 0.4121526 0.2163259

0.2828427 -0.4472136 -0.0577350 -0.8203366 —-0.2090802
-0.1414214  -0.4472136 -0.4041452 0.3962781 -0.6779604
-0.5656854  -0.4472136 0.6928203 0 0

Observaciones:

» No es necesario calcular explicitamente las matrices H (en el ejemplo
anterior aparecen, pero simplemente de manera ilustrativa). Basta con
conocer 3y v.

» Es necesario implementar eficientemente el producto HyA(k:m, :) a
partir de la informacién: A(k:m, :), f y wv.

= De manera analoga, es necesario implementar eficientemente el produc-
to Q(:,k:m)Hy a partir de la informacién: Q(:,k:m), 5 y v.

9.4.4. Factorizacion QR con matrices de Givens

Al utilizar matrices ortogonales de Givens, también se busca, columna por
columna, anular los elementos debajo de la diagonal. Con matrices de House-
holder, se utilizaba una matriz para cada columna. Con matrices de Givens,
en la columna £, se utiliza una matriz para anular a,, j , después otra matriz
para anular a,,_i, después otra matriz para anular a,,_2; y , finalmente,
otra matriz para anular a1 .
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357 9.4. FACTORIZACION QR

(@, R] = QR_Givens(A)
[m,n| = tamano(A)
— 1.
para k= 1:min(m,n)
para i =m:—1:k+1
¢, s] = csGivens(a;—1 4, aix)

G=G@{—1,i,¢,5,m)

A=G"A
Q=0QC
fin-para
fin-para

R=A
fin QR_Givens

Ejemplo 9.11. Obtener la factorizacién QR de

2 3 4
5 4 3
A= 2 1 0
-1 -2 -3
—4 -5 —4
utizando matrices de Givens.
k=1
i=25
c = -0.242536 s = 0.970143
G =
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 -0.2425356 0.9701425
0 0 0 -0.9701425 -0.2425356
A =
2 3 4
5 4 3
2 1 0
4.1231056 5.3357838 4.6081769
0 -0.7276069 -1.940285
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o+
= [}

P

A

1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

4

-0.436436

1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

2

5
-4.5825757

0

0

1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

3

4

-0.612372
-7.0710678

0

0

0

0

0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 -0.2425356 0.9701425
0 -0.9701425  -0.2425356
s = 0.899735
0 0 0
0 0 0
-0.4364358 0.8997354 0
-0.8997354  -0.4364358 0
0 0 1
3 4
4 3
-5.2372294  -4.1461399
-1.4289915 -2.0111733
-0.7276069  -1.940285
0 0 0
0 0 0
-0.4364358 0.8997354 0
0.2182179 0.1058512 0.9701425
0.8728716 0.4234049  -0.2425356
s = 0.790569
-7.0710678 -5.939697
-2.236068 -3.5777088
0 -1.3856406
0 0
0 0
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359 9.4. FACTORIZACION QR

Q =
-0.2828427 -0.4472136 -0.5196152 0.6708204 0
-0.7071068 0.4472136  -0.2886751 -0.2236068 0.4082483
-0.2828427 0.4472136 0.0577350 0.2236068 -0.8164966
0.1414214 0.4472136 0.4041452 0.6708204 0.4082483
0.5656854 0.4472136  -0.6928203 0 0

Para que la (o una) factorizacion QR de A sea eficiente hay que tener en
cuenta, entre otros, los siguietes detalles:

» No es necesario calcular explicitamente las matrices G (en el ejemplo
anterior aparecen, pero simplemente de manera ilustrativa). Basta con
conocer ¢, s, e 1. Obsérvese que siempre se trata de las filas 1 — 1 e 4.

» Es necesario implementar eficientemente el producto GTA a partir de
la informacién: A, ¢ y s.

= De manera analoga, es necesario implementar eficientemente el produc-
to QG a partir de la informacién: @, ¢ y s.

En general para efectuar, sobre B, el producto G(i,j, ¢, s,m)" B basta con
hacer:

x=DB(,:)
B(i,:)=c¢B(i,:)—sB(j, )
B(j,:)=sxz+cB(j, 1)

En el proceso de factorizacion QR, si se esta buscando un cero en la posicién
(i, k) de la matriz A, se modifican inicamente, la filas i — 1 e 7, pero se debe
tener en cuenta que las columnas 1, ..., kK — 1 son nulas por debajo de la
diagonal. Entonces se reduce el nimero de operaciones.
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360 9.4. FACTORIZACION QR

Qi—1k = CAi—1 )k — S A4k
a;r =0
t=AG—-1,k+1:n)
Al—1,k+1:n)=ct—sA(i,k+1:n)
A(l,k+1:n)=st+cA(i,k+1:n)

En general, para efectuar sobre B el producto B G(3, j,c,s,m), basta con
hacer:

r=B(:,1)
B(:,i)=cB(:,i)+sB(:,7)
B(:,j)=—-sx+cB(:,))

9.4.5. Solucién por minimos cuadrados

Una de las aplicaciones importantes de la factorizacién QR es la solucion de
sistemas de ecuaciones lineales por minimos cuadrados. El método mas popu-
lar para minimos cuadrados es el de las ecuaciones normales. Sin embargo, en
los casos, cuando el condicionamiento de A es muy grande comparado com-
parado con el residuo minimo [GoV96], el método QR resulta mas preciso y
estable.

Una propiedad importantisima de las matrices ortogonales es que preservan
la norma euclidiana. Si () es ortogonal, entonces

|Qz]| = [[].

Esto quiere decir que obtener el minimo de || Az —b||3 es equivalente a buscar
el minimo de ||PAz — Pb||3 para cualquier matriz ortogonal P. Si QR = A
es la factorizacion QR de A, entonces, se desea minimizar

Q" Az — Q|3 = [|Q"QRx — Q"b|[; = || Rz — Q0[5
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361 9.4. FACTORIZACION QR

Sea A € R™" c¢=Q"b,

i) -l

con U € RP*™ “triangular” superior, cuya ultima fila no es nula, d € RP*!,
r € R™”*Y p+ g =m. Entonces

o — o — lUx—d}

—-Tr

1Az = bl|3 = [|Uz — d||3 + [|7[]3.

Basta con buscar z solucién de Uz = d. Si el sistema anterior tiene
solucién, entonces
. 2 2
min ||Azx — bl|5 = ||r]|5.
in || 12 = [I7l]2

Si U es cuadrada (€ R"*") e invertible, la solucién es tnica.

Ejemplo 9.12. Resolver por minimos cuadrados el sistema Az = b, donde

2 3 4 29.1
5 4 3 33.9
A=1] 2 1 o, b=| 70
1 -2 -3 ~20.1
4 -5 —4 ~389
Q =
-0.2828427 -0.4472136 -0.5196152 0.6708204 0
~0.7071068  0.4472136 -0.2886751 -0.2236068  0.4082483
~0.2828427  0.4472136  0.0577350  0.2236068 -0.8164966
0.1414214 0.4472136 0.4041452 0.6708204 0.4082483
0.5656854  0.4472136 -0.6928203 0 0
R =
-7.0710678 -7.0710678 -5.939697
0 -2.236068  -3.5777088
0 0 ~1.3856406
0 0 0
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362 9.5. METODO QR PARA VALORES PROPIOS DE MATRICES SIMETRICAS

0 0 0
c : -59.029274 -21.108482 -5.6753531 0.0223607 -0.0816497
U =
-7.0710678 -7.0710678  -5.939697
0 -2.236068 -3.5777088
0 0 -1.3856406
d : -59.029274 -21.108482 -5.6753531
r 0.0223607 -0.0816497
X 2.0208333 2.8866667 4.0958333

Asf, ||r||2 =0.0071667. <

9.5. Meétodo QR para valores propios de ma-
trices simétricas

El método mas popular para obtener los valores propios de una matriz
simétrica (todos reales) es el método QR. Es posiblemente el més eficiente
para casos generales. El proceso tiene dos pasos:

1. Obtener, por matrices ortogonales, una matriz T" tridiagonal simétrica
semejante a A, o sea, encontrar () ortogonal tal que

QAQ" =T tridiagonal simétrica.

2. Obtener los valores propios de 7.

9.5.1. Tridiagonalizaciéon por matrices de Householder
para matrices simétricas

Sea A € R™ simétrica, H = H(n, H(A(2 : n,1)). Es claro que HA es
nula, en la columna 1, por debajo de la subdiagonal. Se puede observar, y
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363 9.5. METODO QR PARA VALORES PROPIOS DE MATRICES SIMETRICAS

también demostrar, que HAH , ademas de ser nula en la primera columna
por debajo de la subdiagonal, también es nula en la primera fila a la derecha
de la superdiagonal, y obviamente también es simétrica....

Ejemplo 9.13.

A =
2 3 4 5
3 -1 0 1
4 0 -2 8
5 1 8 10
H =
1 0 0 0
0 0.4242641 0.5656854 0.7071068
0 0.5656854 0.4441896  -0.6947630
0 0.7071068 -0.6947630 0.1315463
HA =
2 3 4 5
7.0710678 0.2828427 4.5254834 12.020815
0 -1.2604484  -6.4464829 -2.8284271
0 -0.5755605 2.4418963  -3.5355339
HAH =
2 7.0710678 0 0
7.0710678  11.18 -6.1814444  -1.3628445
0 -6.1814444 -1.6113918 3.2154369
0 -1.3628445 3.2154369 -2.5686082
<&

Este proceso se realiza en las otras columnas y filas y se obtiene una ma-
triz tridiagonal, simétrica, semejante a A. Como es costumbre, los productos
realizados se reescriben sobre A.
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A = triHouse(A)
n = dim (A)
para k=1:n-2
=Ak+1:n,k)
()
(n, H)
AH

m ml

H
H =
A=

m>

fin-para
fin triHouse

Ejemplo 9.14.

A =

H =

0.
0.
0.

g WwN

3. 4. 5
- 1. 0. 1

0. - 2. 8.

1. 8. 10.

4242641 0.5656854 0.7071068
5656854 0.4441896 - 0.6947630
7071068 - 0.6947630 0.1315463
7.0710678 0. 0.
.0710678 11.18 - 6.1814444 - 1.3628445
- 6.1814444 - 1.6113918 3.2154369
- 1.3628445 3.2154369 2.5686082
.9765473 - 0.2153028
.2153028 0.9765473
7.0710678 0. 0.
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7.0710678 11.18 6.3298973 0.
0. 6.3298973 - 0.3036510 - 2.7160739
0. 0. - 2.7160739 - 3.876349

&

Tal como estd descrito el algoritmo, se supone que se hace explicitamente el
producto H AH. En realidad se puede hacer de manera mds eficiente, teniendo
en cuenta que una parte de H es la identidad, que se conoce el nuevo valor
de agi1k, que debajo habré ceros, y que HAH también es simétrica.

A = triHouse(A)
n = dim (A)
para k=1:n—2
r=Ak+1:n,k)
[v, B] = vHouse(x)
p=PBAk+1:nk+1:n)v
w=p— (8/2) (5 v) v
A1k = Qg1 = | 2]
Ak+2:n,k)=0
Alk,k+2:n)=0
Alk+1:nk+1:n)=Ak+1:nk+1:n)—vw" —wo"
fin-para
fin triHouse

9.5.2. Tridiagonalizaciéon por matrices de Givens para
matrices simétricas

Con los conceptos e ideas de la factorizacion QR por medio de matrices
de Givens y de la tridiagonalizaciéon con matrices de Householder, resulta
naturalmente el proceso de tridiagonalizacién con matrices de Givens.

Primero se busca “tridiagonalizar” la primera columna y primera fila, o sea, se
buscan ceros por debajo de la subdiagonal y a la derecha de la superdiagonal.
Para ello se busca un cero en la posicién (n, 1), después en la posicién (n —
1,1), asi sucesivamente hasta la posicién (3,1). Al mismo tiempo se hace lo
andlogo con la primera fila.
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Después se trabaja con segunda columna y segunda fila, y asi sucesivamente,
hasta la columna y fila n — 2.

A = triGivens(A)
n = dim(A)
para k=1:n—2
para i=n:—1:k+2
¢, s] = csGivens(a;—1k , @)
G=G(i—1,i,¢,s,n)
A=G"AG
fin-para
fin-para
fin triHouse

Ejemplo 9.15.

A =
2 3 4 5
3 -1 0 1
4 0 -2 8
5 1 8 10
=1
=4
= -0.624695 s = 0.780869
A =
2 3 -6.4031242 0
3 -1 -0.7808688 -0.6246950
-6.4031242 -0.78086838 13.121951 4.097561
0 -0.6246950 4.097561 -5.1219512
i=3
c = 0.424264 s = 0.905539
A =
2 7.0710678 0 0
7.0710678 11.18 -4.9257204  -3.9755349
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0 -4.9257204 0.9419512 1.1727625
0 -3.9755349 1.1727625 -5.1219512
k=2
i=4
c =0.778168 s = -0.628057
A =
2 7.0710678 0 0
7.0710678 11.18 -6.3298973 0
0 -6.3298973 -0.3036510 -2.7160739
0 0 -2. -3.876349
&

No sobra recordar que el producto GT AG debe ser hecho de manera eficiente,
realizando tnicamente las operaciones necesarias.

9.5.3. Valores propios de matrices tridiagonales simétri-
cas

Sea T' una matriz tridiagonal simétrica. En lo que sigue en esta seccién, se
supone que T es tridiagonal simétrica.

La matriz T puede ser el resultado del proceso de tridiagonalizacién de House-
holder o de Givens.

La matriz T se llama no reducida, [GoV96] pag. 416, si todos lo elementos
subdiagonales (y los superdiagonales) son no nulos. Una matriz es reducida
si algun elemento subdiagonal o (superdiagonal) es nulo.

Ejemplo 9.16. Una matriz no reducida y dos reducidas:

2300 0 0 23000 0] [23000 0
34500 0 34500 0 34500 0
0567 0 0 0567 0 0 0560 0 0
0078 9 0/” [00o78 0 0| {00080 0
0009 10 11 0000 10 11 0000 10 11
000011 12) (000011 12 |00 00 11 12]
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T siempre se puede expresar como una matriz diagonal por bloques, donde
cada bloque es de tamano es 1 X 1 o de mayor tamano pero tridiagonal no
reducido.

En el primer caso del ejemplo anterior hay un solo bloque, en el segundo hay
dos. En el tercer caso hay tres bloques, uno de ellos es 1 x 1.

Para encontrar los valores propios de 1" basta con encontrar los de cada
bloque tridiagonal simétrico no reducido, agregando los bloques 1 x 1 que
son valores propios de 7T'.

El objetivo, a partir de ahora, es encontar los valores propios de T' no reduci-

da. Sea T' = QR la factorizaciéon QR de A y sea TT = RQ

QQR=Q'T
R=Q'T
T+ = RQ = Q"TQ.

Luego T es simétrica y semejante a 7. Ademds se puede demostrar que
también es tridiagonal.

Ejemplo 9.17.

T =
2 3 0 0
3 4 5 0
0 5 6 7
0 0 7 8
R =
-3.6055513  -4.9923018 -4.1602515 0
0 -5.0076864 -5.8371805 -6.9892556
0 0 -7.6563459  -7.4712474
0 0 0 2.8863072
Q =

-0.5547002  -0.0460830 0.3365427 0.7595545
-0.8320503 0.0307220 -0.2243618 -0.5063697
0 -0.9984651 -0.0224362 -0.0506370
0 0 -0.9142743 0.4050957
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T+ =
6.1538462
4.1666469
0
0

&

Un proceso, un poco lento, para hallar los valores propios de T, consiste
en hacer T = T7 y repetir varias veces. Se puede demostrar que la matriz
que se va obteniendo tiende a ser reducida. Dicho en palabras populares, la

4.1666469
5.6743747

7.644594
0

0
7.644594

7.0025484
-2.6388764

tridiagonal se va adelgazando en alguna parte.

Ejemplo 9.18. Aplicar el proceso anterior hasta que 7" sea reducida. FEn este
ejemplo se supone que 7T es reducida cuando para algin elemento subdiagonal

tiv1q] < 10710

T =
2 3
3 4
0 5
0 0
k=1
T+ =
9.8718663
-4.486006
0
0

repetir

0

0
-2.6388764

1.1692308

QR =T factorizacion QR de T

T = RQ
fin-repetir

0 0

5 0

6 7

7 8

-4.486006
10.134151

-4.5625729
0

0
-4.5625729
-1.1770851
-0.7764250
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k=2
T+ =
13.296028 -3.5861468 0
-3.5861468 8.2428763 1.7266634 0
0 1.7266634 -2.7961816 0.3062809
0 0 0.3062809 1.2572771
k = 10
T+ =
15.191934 -0.0059687 0 0
-0.0059687 6.6303783 0.0035727 0
0 0.0035727 -3.100073 0.0002528
0 0 0.0002528 1.2777606
k = 20
T+ =
15.191938 -0.0000015 0 0
-0.0000015 6.6303755 0.0000018 0
0 0.0000018 -3.1000743 3.577E-08
0 0 3.577E-08 1.2777606
k = 27; matriz reducida:
T+ =
15.191938 -4 .514E-09 0 0
-4 .514E-09 6.6303755 -8.713E-09 0
0 -8.713E-09 -3.1000743 -7.230E-11
0 0 -7.229E-11 1.2777606
&

Denotemos por espec(A) el conjunto de valores propios de A. Cuando se hace
un desplazamiento en los elementos diagonales de una matriz, los valores
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propios quedan desplazados igualmente, o sea,

A € espec(A) sssi A — s € espec(A — sI).
Hacer un desplazamiento adecuado en 7' puede acelerar notablemente la con-
vergencia.

Ejemplo 9.19. Aplicar el mismo proceso a T' — sI, con s = 1, hasta que
para algin elemento [¢; ;] < 107,

O O winN
O O bW
~N O 01 O
0 N O O

T-s81-=

©C O WK
oUW w
~N oo o
N~ oo

k = 9, matriz reducida:

T+ =
14.191935 -0.0052796 0 0
-0.0052796 5.5882374 0.6389663 0
0 0.6389663  -4.057933 -8.844E-12
0 0 -8.844E-12 0.2777606
T+s 1
15.191935 -0.0052796 0 0
-0.0052796 6.5882374 0.6389663 0
0 0.6389663 -3.057933 -8.844E-12
0 0 -8.844E-12 1.2777606
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Aunque hay varias maneras de calcular desplazamientos, uno de los més
utilizados es el desplazamiento de Wilkinson

d= tnfl,nfl — ton

b= tpn + d — signo(d)/d* + 1,
t2

n,n—1

tnn -

d + signo(d)/d? + t2

n,n—1

ra una matriz ridiagon imétri no reduci roce
Para una matriz T" € R™*" tridiagonal, simétrica o reducida, el proceso
que se aplica es el siguiente:

mientras 7 sea no reducida
calculo de p

T=T-—ul

QR =T factorizacion QR de T
T = RQ

T=T+pul

para i=1:n—1
si |aiv1i| < e(law| + |ait1it1])

aiy1; =0
Ajit1 = 0
fin-si
fin-para

fin-mientras

En [GoV96], p. 420, se encuentra una descripcion eficiente de la parte prin-
cipal de este proceso, desde el calculo de p hasta T' =T + ul.

Ejemplo 9.20. Hallar, por el proceso descrito anteriormente, una matriz
tridiagonal reducida semejante a la siguiente matriz tridiagonal:

8 3 0 0
3 6 -4 0
=10 4 10 —¢

0 0 -6 0

Con un propésito simplemente informativo, los valores propios obtenidos por
la funciéon spec son

—13.50417, 1.9698954, 5.0194039, 10.51487
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k=1
mu = 2.8102497
T -mu I
5.1897503 3 0 0
3 3.1897503 -4 0
0 -4 -12.81025 -6
0 0 -6 -2.8102497
T+ = RQ
7.2885019 2.0988427 0 0
2.0988427 -9.5701241 8.9042431 0
0 8.9042431 -4.1976395 -0.6390185
0 0 -0.6390185 -0.7617370
T+ mu I
10.098752 2.0988427 0 0
2.0988427 -6.7598744 8.9042431 0
0 8.9042431 -1.3873898 -0.6390185
0 0 -0.6390185 2.0485127
k =2
mu = 2.1635102
T -mu I
7.9352413 2.0988427 0 0
2.0988427 -8.9233846 8.9042431 0
0 8.9042431 -3.5509 -0.6390185
0 0 -0.6390185 -0.1149975
T+ = RQ
7.8706324 -3.26714 0 0
-3.26714 -14.885642 -2.4468061 0
0 -2.4468061 2.55641744 0.0357613
0 0 0.0357613 -0.1932052
T+ mu I
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10.034143 -3.26714
-3.26714 -12.722132
0 -2.4468061
0 0

k=3

mu = 1.9698396

T -mu I
8.064303 -3.26714
-3.26714 -14.691972
0 -2.4468061
0 0

T+ = RQ
7.1298463 5.6488809
5.6488809 -14.048752
0 0.5009906
0 0

T+ mu I
9.0996859 5.6488809
5.6488809 -12.078913
0 0.5009906
0 0

k=4

mu = 1.9698954

T -mu I
7.1297905 5.6488809
5.6488809 -14.048808
0 0.5009906
0 0

T+ = RQ
4.4614948 -9.0220625

0
-2.4468061

4.7176845

0.0357613

0
-2.4468061

2.7478449

0.0357613

.5009906
.0394919
.0000006

O W o o

.5009906
.0093315
.0000006

O o O O

.5009906
.0394362
.0000006

O W O o

374

.0357613
.970305

= O O O

0
0
0.0357613
0.0004654

.0000006
.0000557

o O O O

.0000006
.9698954

= O O O

.0000006
.379E-13

= O O O
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-9.0220625 -11.390431 -0.1052167 0

0 -0.1052167 3.049355 -2.585E-17

0 0 1.656E-22 7.811E-16
T+ mulI

6.4313901 -9.0220625 0 0

-9.0220625 -9.4205358 -0.1052167 0

0 -0.1052167 5.0192503 -2.585E-17

0 0 1.656E-22 1.9698954

T reducida
6.4313901 -9.0220625 0 0
-9.0220625 -9.4205358 -0.1052167 0
0 0.1052167 5.0192503 0
1

0 0 0 .9698954

&

En una matriz simétrica tridiagonal se busca desde la esquina S.E. hacia la
esquina N.O., el primer bloque de tamano superior a uno que sea no reducido.
A este bloque se le aplica el procedimiento anterior (hasta que el bloque sea
reducido). El proceso general acaba cuando la matriz resultante es diagonal.

Ejemplo 9.21. Obtener los valores propios de la siguiente matriz tridiagonal
simétrica:

-2 8 0 0 0 0
8 =2 0 0 0 0
A— 0 0 8 3 0 0
0 0 3 6 —4 0
0 0 0 -4 —-10 -6
| 0 00 0 -6 0]
il 12 : 3 6
T inicial
8 3 0 0
3 6 -4 0
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-4
0
2.810250

o o

mu

T final
10.098752
2.0988427
0
0

il i2 : 3

T inicial
10.098752
2.0988427
0

o

mu 2.163510
T final
10.034143
-3.26714
0
0

il i2 : 3

T inicial

10.034143
-3.26714

I o o

mu 1.969840

T final
9.0996859
5.6488809
0

-10 -6
-6 0

2.0988427

-6.7598744
8.9042431
0

2.0988427

-6.7598744
8.9042431
0

-3.26714

-12.722132

-2.4468061
0

-3.26714

-12.722132

-2.4468061
0

5.6488809
-12.078913
0.5009906

8.9042431
-1.3873898
-0.6390185

8.9042431
-1.3873898
-0.6390185

-2.4468061
4.7176845
0.0357613

-2.4468061
4.7176845
0.0357613

0
0.5009906
5.0093315

376

-0.
.0485127

-0.
.0485127

_ O O O = O O O

o

6390185

6390185

.0357613
.970305

.0357613
.970305

.0000006
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il

T

mu

il

mu

T

0 0
i2 3 6
inicial
9.0996859 5.6488809
5.6488809 -12.078913
0 0.5009906
0 0
= 1.969895
final
6.4313901 -9.0220625
-9.0220625 -9.4205358
0 -0.1052167
0 0
-2 8 0
8 -2 0
0 0 6.4313901
0 0 -9.0220625
0 0 0
0 0 0
i2 3 5
inicial
6.4313901 -9.0220625
-9.0220625 -9.4205358
0 -0.1052167
= 5.020017
final
-6.2865541 11.012094
11.012094 3.2972548
0 -0.0000058

0.0000006

.5009906
.0093315
.0000006

O o O O

.1052167
5.0192503
.068E-22

0

0
-9.0220625
-9.4205358
-0.1062167

0

0
-0.1052167
5.0192503

0
-0.0000058
5.0194039

377

1.9698954

.0000006
.9698954

.383E-17
.9698954

0

0

0
-0.1052167

5.0192503

0

= O O O O O

.9698954
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il i2 : 3 5
T inicial
-6.2865541 11.012094 0
11.012094 3.2972548 -0.0000058
0 -0.0000058 5.0194039
mu = 5.019404
T final
-12.629095 -4.5002992 0
-4.5002992 9.6397959 2.575E-17
0 2.079E-17 5.0194039
A =
-2 8 0 0
8 -2 0 0
0 0 -12.629095 -4.5002992
0 0 -4.5002992 9.6397959
0 0 0 0
0 0 0 0
il i2 : 3 4
T inicial
-12.629095 -4.5002992
-4.5002992 9.6397959
mu = 10.514870
T final
-13.50417 -2.914E-16
3.384E-16 10.51487
A =
-2 8 0 0
8 -2 0 0
0 0 -13.50417 0
0 0 0 10.51487
0 0 0 0

378

g O O O O

.0194039

O 01 O O O O

.0194039

o O O O O

_ O O O O O
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0 0 0 0 0 1.9698954
il i2 1 2
T inicial

-2 8

8 -2
mu = -10.000000
T final

6 -8.782E-17

-1.735E-18 -10

A =
6 0 0 0 0 0
0 -10 0 0 0 0
0 0 -13.50417 0 0 0
0 0 0 10.51487 0 0
0 0 0 0 5.0194039 0
0 0 0 0 0 1.9698954

En los resultados anteriores, i1l e i2 indican la fila inicial y final de
la primera submatriz no reducida que se encuentra y con la que se va a
trabajar. <

Ejercicios

9.1 Aplique el método de la potencia para encontrar el valor propio domi-

nante de
20 -6 0
6 1 -9 —6
A=100 5 o
20 -9 2
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9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

Aplique el método de la potencia a

5 020
5 240
A=19 050
4 —4 11

Aplique el método de la potencia inversa para hallar el valor propio
menos dominante de

8 5 =80
0 9 80
A= 0 0 10 0
—6 =5 —4 2
Aplique el método de la potencia inversa a
8 0 10
-1 2 5 6
A= 00 90
-7 0 =7 2

Obtenga, usando matrices de Householder, la factorizacién QR de

(4 2 1]
1 —1 1
A=11 10
(16 4 1)

Obtenga, usando matrices de Givens, la factorizacion QR de

4 2 17
1 -1 1
A=10 1q|
16 4 1]

Utilice la factorizacién QR de A para resolver por minimos cuadrados

4 21 3.01
1 -1 1] |*] | 5.99
11 1] [ 7] 1.99
16 4 1| L" 11.01

Compare con la solucién obtenida por medio de ecuaciones normales.
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9.8

9.9

9.10

9.11

Tridiagonalice, por medio de matrices de Householder, la matriz

2 3 4 5
3 0 -1 =2
A= 4 -1 -3 —4
5 =2 -4 1

Puede verificar, usando Scilab, que los valores propios de A y de la
matriz obtenida son exactamente los mismos.

Tridiagonalice, por medio de matrices de Givens, la matriz

2 3 4 5
3 0 —1 -2
A:4—1—3—4
5 -2 —4 1

Obtenga los valores propios, sin desplazamiento o con desplazamiento,
de la matriz tridiagonal obtenida.

Obtenga los valores propios, sin desplazamiento o con desplazamiento,
de la matriz

2 -1 0 0 O

-1 3 -2 0 0

A= 0 -2 4 0 O
o 0 0 5 =3

0o 0 0 =3 1
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