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Ficha Técnica

Conjuntos numeéricos. Intervalos. Operaciones en el conjunto de niimeros reales.
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1. Conjuntos Numéricos

El conjunto U = {], 2,3,4,5,...} designa al conjunto de los numeros naturales. Este conjunto surge por la necesidad

qgue el hombre tenia de contar, por ejemplo, contar para saber cudntos eran sus bienes personales.
Dentro del conjunto de los nimeros naturales esta siempre definida la suma y el producto de dos nimeros, ya que al
operar entre numeros naturales el resultado siempre es un nimero natural. Es decir estas operaciones son cerradas
en [l
No ocurre lo mismo con la resta y la divisidn ya que el resultado de restar o dividir dos nimeros naturales no
necesariamente es un niumero natural.
Por ejemplo:3-5=-2 y 2¢[]
De igual forma: 2:5=0,4y 0,4 ¢[]
Si al conjunto de los naturales le agregamos el cero y los opuestos de los nimeros naturales obtenemos el conjunto
de los numeros enteros. Este conjunto se simboliza U .

0 :{...,—3,—2,—L0,l2,3,4,...}
En este conjunto, ademas de la suma y el producto entre nimeros enteros, esta definida la resta:
3-5=2y 2l
El resultado de restar dos niUmeros enteros siempre es un nimero entero.
No ocurre igual con el cociente: 2:5=0,4y 0,4 ¢l
Los nimeros racionales surgieron ante la necesidad de expresar divisiones no exactas. Al
conjunto de los numeros racionales se lo simboliza: [
Estos nimeros se expresan como razones entre nimeros enteros, es decir, que todo nimero

. - . , a
racional se puede escribir como el cociente de dos niumeros enteros: b donde b =0

Recuerde que la divisién por 0 no es vdlida

Ahora 2:5=0,4y 0,4el

En este conjunto son cerradas las operaciones de suma, producto, resta y divisién.

Otra caracteristica que poseen los nimeros racionales es que admiten una expresidn decimal finita o periddica. Esta
expresion se obtiene al dividir a por b.

Ejemplo: 1=0.5 E:1.6 —E:—Z
2 3 1

. ; . . 1 3
¢Podria pensar dos numeros racionales entre > y 5 ?

.... Le dejamos un minuto para pensar....

13
7+7
Para encontrar una respuesta posible bastara con hallar el punto medio entre % y %, es decir % =1y ahorael
3
1+E 5

punto medio entre 1y cualquiera de los nimeros dados, por ejemplo " = i

Esto muestra claramente que entre dos nimeros racionales cualesquiera existen otros infinitos nUmeros también
racionales; cuando esto ocurre decimos que el conjunto es denso. Por ello es posible que usted haya encontrado
otras respuestas.



¢Ocurrird lo mismo entre dos numeros enteros o naturales? Piensen nimeros naturales entre 1y 2 o nimeros
enteros entre -1y 0...

Hasta ahora definimos el conjunto de los nimeros naturales [ , el de los enteros 0 y el de los nUmeros racionales(

Sin embargo, podemos pensar en nimeros como V2, 7,33 gue ademas poseen infinitas cifras decimales no
periddicas y por lo tanto no pueden expresarse como una razén (o division) de
dos numeros enteros.

V2 =14142135... 7 =3.1415926....

Estos niumeros forman parte del conjunto de los ndmeros irracionales (no

razon), el cual se denota con la letra 1 y al igual que los racionales forman un
conjunto denso.

El conjunto de los niumeros racionalesl , con el conjunto de los nimeros irracionales I forman el conjunto de los
numeros reales R, en simbolos R =1 UI

Los numeros reales se pueden representar mediante puntos en la recta numérica.

A cada numero real le corresponde un Unico punto sobre la recta numérica y a cada punto de la recta le corresponde
un Unico numero real. Esto nos dice que el conjunto de los nimeros reales es un conjunto completo, la recta
numérica queda completa (sin huecos), y denso, entre dos nimeros cualesquiera reales existen otros infinitos.

2. Intervalos
Ejercicio para pensar...

i) Hallar todos los nimeros naturales que son mayores que -3 y menores que 4.
ii) Hallar todos los nimeros enteros que son mayores que -3 y menores que 4.
iii) Hallar todos los nimeros reales que son mayores que -3 y menores que 4.

La respuesta a los dos primeros puntos es muy sencilla:
En el primer caso sera {1,2,3} y en el item ii) la respuesta es {-2,-1,01,2,3}
En el item iii) nos encontramos, debido a la densidad del conjunto de los nimeros reales, con la dificultad de que es

imposible expresar la solucidn por enumeracidn. Una forma de subsanar dicha dificultad es expresar el conjunto
solucidn por compresidn, es decir: {x eR:-3<x< 4}. Otra posible forma de expresar la solucidn es recurrir al

concepto de intervalo.
Un intervalo es un subconjunto de los numeros reales.

Por ejemplo:

El conjunto {x eR/ a<s<x< b} estd integrado por los nUmeros reales que son mayores o iguales que a y
menores o iguales que b, se escribe [a,b] y se conoce como intervalo cerrado.

El intervalo [-13] se grafica de la siguiente manera:

[

2 5 0 1 2

[F =]
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Por su parte, el conjunto {x eR/ a<x< b} estd integrado por los nimeros reales entre ay b, se escribe (a,b y se

conoce como intervalo abierto.
Por ejemplo el intervalo

1 .
[57 5|, se grafica: ' 0.5 0 0% 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 d 5.5 6 6.5

ll[ll “« ] “«

Utilizamos corchetes para indicar que el extremo del intervalo esta incluido en el conjunto y utilizamos
paréntesis “(“ “)” para indicar que el extremo no pertenece al conjunto.

¢Como expresarian el conjunto {x eR/-8<x< \/5} utilizando notacidn de intervalo?

iPerfecto! (—3, «/ﬂ Podemos decir que dicho intervalo es abierto a izquierda o cerrado a derecha.
Ll T { 1l T T T Ll
35 %8 25 -2 45 -1 05 0 05 1 45 2 25 3 35

Necesitamos también considerar los conjuntos del tipo:
A={x e R/ x <b}
B={x e R/ x <b}
C={xeN/ x>a}
D={x e R/ x >a}
Dichos conjuntos también son intervalos y se escriben
A=(~o,b], B=(~m,b), C=[a,+)D=(a, +x)
Ejemplos:

(o0, 4]

1
1 0 1 2 3 4
(—=2)
\
1 0 i 2 3 4
[-3,+)
[
L -2 1 0 1 2
(05, +)
T T { T
-0.5 0 0% 1 15 2 2.5 3 35 4

Recordemos ahora algunas operaciones entre intervalos.

La interseccidn de intervalos es un nuevo intervalo formado por los nUmeros que pertenecen a la vez a ambos

conjuntos.

Veamos el siguiente ejemplo: (-12)~[-30]

I r T { 1 \ T T
I3 2 -+ ) 1 2 3 4
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El conjunto solucién es aquel que queda pintado en ambos colores, es decir el intervalo (—1,0] .

Notemos que el extremo -1 no pertenece a la interseccidon debido a que no pertenece al primer intervalo, pero, por el
contrario, O pertenece al intervalo solucién pues pertenece a la vez a ambos conjuntos. Por este motivo, el intervalo
es cerrado por derecha.

Ejemplo: (-0 1)~[2,6]

)
-2 -1 0 A

En el dibujo podemos ver que no existen elementos que pertenezcan a ambos conjuntos a la vez por lo cual la
interseccion es vacia y lo escribimos (—o01)n[2,6]= ¢

La unién de intervalos es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a un intervalo o al otro (o a ambos).
Ejemplo: [1, 6)u(-2,5)

[ )
2 -1 0 k 2 3 4 5 6
En este caso, los elementos que pertenecen al menos a uno de los dos intervalos forman el intervalo (— 2,6)

3. Operaciones y propiedades

Recuerde...

Propiedades de los numeros reales para la sumay la multiplicacioén.

1. Propiedad conmutativa para la suma y la multiplicacién

a+b=b+a a.b=ba
2. Propiedad asociativa de la suma y de la multiplicacion
(@+b)+c=a+(b+c) (a.b).c=al(b.c)

3. Propiedad distributiva: a.(b+c)=ab+ac

La propiedad distributiva serd muy atil cuando trabajemos con ejercicios donde aparezcan letras y numeros.

Como las propiedades enunciadas valen para toda terna de numeros reales a, by c, en particular vale también para
el caso en que alguno sea negativo. Ahora bien como la resta a-b se define como la suma de a+ (-b), podemos ver
que las propiedades anteriores también son validas para la resta de nimeros reales.

. s - . T - a 1 1
De la misma forma la divisidn puede definirse a partir de la multiplicacidn de la siguiente manera: ™ a.B donde M

representa el nimero inversode by b =0



Veamos otras propiedades relativas a los nimeros reales:
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Propiedades de los nimeros reales

4, 2°_2 siempreque b#0y d=0
b'd bd pred Y

5, 8.¢_ad_ad siempreque b#0 , c#0y d=#0
b d bc bc

6, 2,6.8+C siempre que b =0
b b b

7. 2c_2 siempre que b=0 , c=0
be b

La ultima propiedad es muy importante debido a que nos da las condiciones para poder simplificar

Por ejemplo:
M4
5(x+1)

:% jEsta bien simplificado!

Analicemos algunos ejemplos para aplicar estas propiedades:

Ejemplo 1:

s[5 (33

(x#T)+4 4 o

= =— jEstd MAL simplificado!
5 M 5

Puesto que en el numerador no hay un producto

sino una suma.
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Iniciaremos los cdlculos indicando en cada paso qué propiedad fuimos aplicando. Ustedes pueden seguir los
pasos en sus cuadernos

~ ;0"Q

Resolvemos la resta Aplicamos propiedad distributiva: —
sacando denominador 2 2

3 2 1 —+1(5==5+15=2+5=7 (»
comin | ——— [=— 5 5

6 6 6

FIEl s B )el - [5TE)e - (3] -5 55

(*) En este ejemplo quizas se podria haber evitado la aplicacion de esta propiedad, debido a que se podria haber

2
resuelto en primer lugar la suma [g+1j y multiplicado al resultado por 5. Sin embargo la propiedad distributiva sera

- . 2 . .
indispensable para operar en expresiones de la forma (g+ X |.5 con las que trabajaremos mas en detalle en la

proxima unidad.

Ejemplo 2:

. . . 1 . . .
Una de las expresiones que siguen no es equivalente a 5a3 +a%, encuéntrela y expliquen por qué no son

expresiones equivalentes.
3 3, .4 1 3, 3,4
) Zvat 2228 i) a’ v) &%

3 3 3

Resolucion:
No olvidemos que:

El producto tiene prioridad sobre la suma y la resta.

4
3

3 4)_ al+a

1
Es por esto que %a +a% debe ser interpretado como (§a3)+a4 Yy ho como %(a +a 3

Por lo tanto la respuesta correcta es la ii)



¢Como justifica las restantes equivalencias?
Ejemplo 3:

Indique si las siguientes igualdades son validas en los conjuntos indicados y justifiquen:

2
i) 5X;X:S+x para todo x =0
X
ii) 1 :l+1 paratodo x#0 y x=-5
5+x 5 x
2
iii) B+x” _8+X paratodo x=0
3x 3
Resolucion:
2
i) 5X;X=5+x para todo x =0
X
., 5x + X2 . . 5X + X2
En la expresion — podemos distribuir el denominador respecto de la suma en el numerador: — =
5x  x2
_+_
X X

2
Si ahora realizamos las simplificaciones correspondientes, propiedad 7 de nimeros reales, —+—=5+X y porlo
X X

tanto la igualdad es cierta, pero sélo para x #0
.. 1 1
ii)

1
==—+— paratodo x#0y x=#-5
5+4x 5 X
Es importante recordar que no es posible distribuir el numerador respecto de una suma o resta en el denominador,
. 1

es decir —— # 1+l

G+x) 5 x

1 1 _Xx+5 1

Verificacidon: =+ —=—=# ——— Por lo tanto, la igualdad es invalida.
5 x (5x) (5+x)

2 8+Xx

8+x ==z paratodo x =0

i) ~

2

Un error bastante frecuente en la expresién es simplificar el x que se encuentra en el denominador con el

x2 gue se encuentra en el numerador...
. . . . ac a
Esto esta mal debido a que, si analizamos la regla e "B’ podemos ver que tanto en el numerador como en el
C
denominador esta escrito como producto y en ambos casos uno de los factores de ese producto es c, es por esto que

dicho factor puede cancelarse obteniendo asi el segundo término de la igualdad.

En la préoxima unidad trabajaremos mas en detalle con este tipo de expresiones.
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Trabajemos ahora con exponentes y raices:

Definicién:
Si a es un numero real no nulo, entonces: a° =1 n
Si a es cualquier nimero real y n es un numero natural, entonces: a = &Q_a;
nveces
. -n 1
Ademdssi a#0 entonces a = —
a
Propiedades de las potencias
Sean ayb numeros reales ynym naturales, entonces
> Producto de potencias de igual base:  a".a = a7
> Potencia de potencia: (an)'n =gm
n
. . . a _ .
» Cociente de potencias de igual base = a"™™m siempreque a =0
a
> Distributiva de la potencia respecto del producto: (a.b)" = a"b"
a)' a"
» Distributiva de la potencia respecto del cociente: [3] = siempre que b#0
b

. . . 2 .
iCuidado! La potencia no es distributiva respecto de la sumay la resta (a+ b) no es equivalente a a2 + b2

Ante la situacidn de calcular (a + b)2 o (a+ b)2 debemos recordar:

Binomio al cuadrado: (a+b)2 =a> +2ab+b* *

Binomio al cubo: (a+b)3 =g +3ab+3al +b°

(*) Esta es la expresion a la que debieron llegar en el ejercicio de drea planteado el inicio de la unidad. Es importante
observar que si bien en dicho ejemplo a y b representaban constantes positivas, pues eran las medidas de los lados, la
formula de binomio cuadrado en vélida para todo nimero real ay b.

2
Recuerde que pueden obtener la expresion (a+b)2 = a2' +2ab+ b2, expresando (a+ b) como (a+b).(a+b) Y

realizando las distributivas correspondientes.
Veamos un ejemplo donde aplicar lo aprendido:




Ejemplo 4:
Realice las siguientes operaciones:
2n-1
. X23 .con X#0 i) X"y con x=0ey =0
i) e n x2y?
Resolucién:
Cociente de potencias de
igual base
i)
X2n—1 3
2n-1-(2- —1-2+. 5n—
273n=Xn1(23n)=X2n123n=Xr'l .
X
_ 1
x 0 = —&
Producto de X
fracciones
_4.,5 4 5 2
X y = X_y_:X4’2y5’3=X76y2=y—
X2 y3 X2 y3 XG
Cociente de potencias
de igual base
Definicidn:

Si a, b son numeros reales y n es un nimero natural impar, entonces: Wa = b siy solosi a=p"

Siay b son numeros reales positivos o nulosy n es un nimero natural par, entonces: Ya = b siy solosi a=p"

Veamos algunas propiedades...

> Nab=Yalb

b_f\,r/B SI *
1
> Ha=an

Recordar que si n es par entonces a y b deben ser reales mayores o iguales a 0

ilmportante!: Las operaciones entre nimeros reales tienen solucién unica: V16 = 4 yno +4

10
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Si, en cambio, nos pidieran encontrar el o los nimero/s que elevado/s al cuadrado dan 16, o sea buscar: x tal que

x2 =16, la respuesta correcta es -4 y 4, pues ambos nimeros verifican que (4)2 =16 y (— 4)2 =16.
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En este caso no estamos resolviendo la operacion “raiz cuadrada” sino la ecuacién x2 —16. Este tema sera retomado

mas adelante en nuestra unidad de ecuaciones.

4. Mobdulo o valor absoluto de un nimero real

Se define el mdédulo de un nimero real x como la distancia de x al cero.

Notacidn: |x|

Entonces:

Definicion de mdédulo

| x| =x, si x es positivo

| x| =-x, si x es negativo

Es decir:
13]=3
|-5|=5

11




