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OBJETIVOS

Adquirir el concepto de relacién.
Reconocer las distintas propiedades que cumple una relacién.

Representar relaciones mediante matriz y digrafo.

AN NN

Reconocer las propiedades de las relaciones analizando la matriz y/o digrafo
correspondiente.

Operar con relaciones

Distinguir las caracteristicas de las relaciones de equivalencia.

Aplicar los conceptos de relacidon en un lenguaje de programacion.



RELACIONES

1.- INTRODUCCION

Las relaciones entre los elementos de conjuntos se dan en distintos contextos. Seres humanos,
edificios, profesiones, cdédigos postales, medios de transporte, entre otros muchos, son
algunos de los conjuntos mds comunes de interés para las personas y a diario se establecen
relaciones entre ellos para organizar distintas actividades. Por ejemplo la relacién que hay
entre una persona y su numero de teléfono, entre profesiones y salarios, etc.

En matemadtica, en general, se suele establecer la relacion que pudiere existir entre dos
numeros reales (mayor, menor o igual), entre dos angulos (adyacentes, complementarios,
suplementarios, opuestos, etc.). Particularmente en informatica se utilizan relaciones como la
gue hay entre un programa informatico y una de las variables que emplea 6 bien entre un

lenguaje de programacién y una sentencia valida en dicho lenguaje.

2.- RELACIONES BINARIAS

La nocidn de relaciéon entre dos conjuntos de objetos es bastante comuin e intuitivamente
clara, la forma mas directa de expresar este tipo de relaciones es usar pares ordenados de
elementos relacionados entre si. Por eso se llaman relaciones binarias a los conjuntos de pares
ordenados.
Definicién:
Sean A y B dos conjuntos, una relacion R binaria, de A en B es un subconjunto del
producto cartesiano A X B.

Sean Ay B conjuntos = RS AXBoseaR={(x,y)/x€EANyEB}

Es decir que una relacion binaria entre conjuntos, es otro conjunto R, de pares ordenados, en
los que el primer elemento de cada par es un elemento de Ay el segundo es un elemento de B.
Si el par (x, y) pertenece a la relacién se escribe x R y, y se dice que el elemento x estad
relacionado con y; caso contrario x R y o sea que (x,y) € R.

Recuérdese que una funcién f definida de un conjunto A en un conjunto B, asigna a cada
elemento de A uno y sélo un elemento de B, es decir que en una funcién se establece una

.. . , 1 .
relacidn biunivoca™ entre los elementos de los conjuntos A y B.

1 . . . . . .
De bi y univoca, es la correspondencia entre dos conjuntos en la que a cada elemento del primer conjunto
corresponde, a lo sumo, uno del segundo y a cada elemento del segundo conjunto corresponde, a lo sumo, uno del

primero.



Una relacién R se puede utilizar para expresar una relacién multivoca entre los elementos de
los conjuntos A y B, de modo que un elemento de A puede estar relacionado con mads de un
elemento de B.

Se puede considerar que las relaciones son una generalizacion de las funciones y suelen

emplearse para expresar una clase mucho mas amplia de relaciones entre conjuntos.

Ejemplo:

Sean los conjuntos A = {2, 3, 4}y B = {3, 4, 5, 6, 7} si se define la relacion R de la siguiente
manera: R={(x,y)/ xdivide ay}, se obtiene:

R={(24),(2,6),(33),(3,6), (44}

Las relaciones se pueden representar graficamente de muchas maneras, por ahora, se veran
dos de ellas: por diagrama de flechas y por tabla de doble entrada. Continuando con el

ejemplo anterior, la representacién grafica de la relacidn por estos métodos, seria la siguiente

R| 34567

2 X X
3 X X
4 X
Diagrama de flechas Tabla de doble entrada

2.1.- RELACIONES EN UN CONJUNTO

En la definicidn de relacion binaria no se establece condicidn alguna para los conjuntos A y B,
por lo tanto estos por ejemplo, pueden ser iguales. Esta situacion provoca que solo se trabaje
con un conjunto. Las relaciones de un conjunto A en si mismo son de un interés particular.
Definicion:

Una relacion R binaria, en un conjunto A es una relacion de A en A.
En otras palabras, una relacidon en un conjunto A es un subconjunto del producto cartesiano: A
X
A.

Ejemplo:

Sea el conjunto A = {a, b, ¢, d}, una relacién definida en este conjunto puede ser R =

{(a, b), (a,c), (a,d),(b,c), (b d),(c,d)}

Con este segundo ejemplo se muestra que es posible establecer una relacién con sdlo
especificar que pares ordenados pertenecen a ella, mientras que en el ejemplo anterior se

establecid la regla de pertenencia a la relacién.



¢Cudntas relaciones se pueden establecer en un conjunto de n elementos?

Si A tiene n elementos, o sea # A = n, el producto cartesiano A X A tendra n? elementos. Los
subconjuntos que se pueden formar con los m elementos de un conjunto B es 2™ Como una
relacion en un conjunto A es un subconjunto de A X A, entonces hay 272 relaciones en un

conjunto de n elementos.
Ejemplo:

Si A = {a, b} habra 222 = 24= 16 relaciones. ¢ Cuales son esas 16 relaciones?

Primeramente Ax A ={(a, a), (a, b), (b, b), (b, a)} Por lo tanto las relaciones son

AxA 0 {(a, &)} {(a, b)} {(b, b)} {(b, @)}
{(a,a), (a, b)} {(a, @), (a, b), (b, b)}

{(a, @), (b, b)} {(a, @), (@, b), (b, a)}

{(a, @), (b, &)} {(a, @), (b, b), (b, a)}

{(a, b), (b, b)} {(a, b), (b, b), (b, )}

{(a, b), (b, a)} {(b, D), (b,

a)}

SiA={a, b, c} habra 232= 29= 512 relaciones que se pueden establecer en el conjunto A.

SiA ={a, b, c, d} habra 242= 216 = 65.536 relaciones que se pueden establecer en el

conjunto A.

3.- PROPIEDADES DE LAS RELACIONES

Las relaciones en un conjunto pueden ser clasificadas segun las propiedades que cumplan sus

elementos. A continuacidn se definirdn estas propiedades.

Reflexividad

Se dice que una relacion R en un conjunto A es reflexiva si (x, x) € R para cada
elemento

x € A.

SiVx €A: (x,x) ER = Resreflexiva.

Una relacién definida en un conjunto A es reflexiva si cada elemento del conjunto esta

relacionado consigo mismo.

Sea el conjunto Ay R;= {(x, x)/ x € A } esto quiere decir que R; es la relacién de igualdad en
A. Entonces R; es reflexiva, ya que (x, x) € R; para todo x € A.

R, se puede usar para identificar si una relacion R es reflexiva, ya que R es reflexiva si y sdlo si

R, C R.



Irreflexividad
Se dice que una relacién R en un conjunto A es irreflexiva si (x, x) € R para cada
elemento x € A.

Sivx € A: (x,x) ¢ R = Res irreflexiva.

Una relacion definida en un conjunto A es irreflexiva si cada elemento del conjunto no esta
relacionado consigo mismo.
Para identificar si una relacidn es irreflexiva, también es (til la R; ya que R es irreflexiva si y

solosiRiN R = Q.

Simetria
Se dice que una relacion R en un conjunto A es simétrica si para todo par de elementos
x,ydeA; (x,y) € R entonces (y, x) €R.

Sivx,y€A: ((x,¥) € R = (y,x) €ER) = R es simétrica.

Esto quiere decir que una relacidn es simétrica si y sélo si, el hecho de que un elemento

cualquiera x esté relacionado con otro y, implica que y también estd relacionado con x.

Asimetria
Se dice que una relacion R en un conjunto A es asimétrica si para todo par de

elementos x,y de A, (x,y) € R entonces (y, x) € R.

Sivx,y€A: ((x,y) € R= (y,x) € R) = R es asimétrica.

Si un elemento esta relacionado con otro y este ultimo no lo estd con el primero, la relacién se

dice asimétrica.

Antisimetria
Se dice que una relacidn R en un conjunto A es antisimétrica si para cualesquiera x, y €
A se tieneque (x,y) ER y (y,x) ER sdlosix=y

Si Vx,y€A: ((x,y) ERA (y,x) ER) = x=1y,R es antisimétrica

Una segunda manera de expresar la antisimetria es:
Se dice que una relacién R en un conjunto A es antisimetrica si para todo x,y € A, si

(x,¥) ER con x+y entonces (y,x) &R

Sivx,y€A:((x,y)ER A x#y )= (y,x) € R, R es antisimétrica.



Recordando que la contrareciproca de una proposicidn tiene el mismo valor de verdad que
ésta, también puede ayudar a entender el concepto de antisimetria, la contrareciproca de la

primera definicidn. Es decir que una relacién R es antisimétrica si:

Vx,yEA:x#y= ((x,y) € RV (y,x) € R), R es antisimétrica

Es decir que una relacién es antisimétrica si no hay pares de elementos distintos x e y tales

gue x estd relacionado con y, también y estd relacionado con x.

Los términos simétrico y antisimétrico no son opuestos, ya que una relacion puede tener
ambas propiedades o carecer de ellas. Una relacion no puede ser a la vez simétrica y

antisimétrica si contiene algin par de la forma (x,y) conx #y

Transitividad
Se dice que una relacion R en un conjunto A es transitiva si para cualesquiera x, y, z € A
tales que (x,y) ER y (v, z) € R se tiene que (x, z) € R.
Sivx,y,z€A((x,y) ER A (y,2) €ER) = (x, z) € R, entonces R es transitiva.
Ejemplos:
a) Sea el conjunto A = {1, 2, 3, 4 }, considérese las siguientes relaciones:
Ri={(1,1),(1,2), (1,3),(1,4),(2,2), (2,3),(24),(3,3), 34, 4D},
R:={(1,1),(1,2),(2,1),(22),3, 4, (4 1), (4D}
R3=1{(1,3),(3,1),(1,2), (2, 1)}

R; es reflexiva ya que ¥V x € A: (x, x) esta en la relacién, mientras que Rz no es reflexiva

porque (3, 3) € R, Rstampoco es reflexiva.

R3 es irreflexiva, obsérvese que V x € A: (x, x) no estd en la relaciéon. R no es irreflexiva pues

por ejemplo (1, 1) pertenece a la relacion. R1 no es irreflexiva.

R3 es simétrica, mientras que R1 no lo es, porque (1, 2) € Ri pero (2, 1) € Ri. Rz no es

simétrica pues (3, 4) € Rz pero (4,3) € R

Ninguna de las tres relaciones es asimétrica. En R1 esta, por ejemplo, el par (1, 1) y su
simétrico que es el mismo par (1, 1). Para las relaciones Rz y R3 se cumple que figura el par
(1, 2) y su simétrico (2, 1). Si en la relacién R1 se eliminasen los pares (1, 1), (2, 2), (3, 3) y

(4, 4) la misma se convertiria en una relacién asimétrica.

La relacién R; es antisimétrica, mientras quela Rz noloes,pues1 # 2, (1,2) €R; y(2,1) €

R>. La relacion R3; tampoco es antisimétrica por razones similares a R».



Respecto de la transitividad se puede afirmar que R es transitivay Rz no; porque (3,4) y (4,

1) € R; pero (3, 1) € R». La relacién R3 tampoco es transitiva.

b) Sea el conjunto de los nimeros enteros, considérese las siguientes relaciones:
Ri={(x,y) /x=y}

Rs={(x,y) /x=y+1}

Re={(x,y) /x+y<3}

La reflexividad la cumple R4 (todo nimero entero es igual a si mismo), mientras que Rs no es

reflexiva porque no puede ocurrir que x = x + 1 para algin nimero entero. R¢ no es reflexiva.

Rs es irreflexiva, puesto que no existe un numero entero x tal que se cumpla x = x + 1y Rs

no es irreflexiva ya que existe por ejemplo el entero 1 talque 1+ 1 < 3.

La relacidn R4 es simétrica porque si un nimero entero es igual a otro, este es igual al primero.
Rs no es simétrica ya que para cualquier par de numeros enteros, si x = y + 1 no puede
ocurrirque y = x + 1 sino que esy = x — 1. Por esta misma razén Rs es asimétrica. Rs es

simétrica.

La relacién Rs no es asimétrica porque, por ejemplo, el par de nimeros enteros (1, 2) y (2, 1)

pertenecen a la relacién.

R4 es antisimétrica ya que dos elementos estdn relacionados por medio de esta relacion si y
solo si son iguales. Rs no es antisimétrica puesto que si un par de nimeros enteros x, y

cumplen que x + y < 3 siempre se cumplird que y + x < 3. Rs es antisimétrica.

En cuanto a la transitividad se puede observar que R4 es transitiva (por el caracter transitivo de
las igualdades), mientras que Rs no es transitiva pues, (2, 1) y (1, 0) pertenecen a la relacién
pero (2, 0) no. Rs tampoco es transitiva ya que (1, 0) y (0, 3) pertenecen a R¢ pero (1, 3) no

pertenece a R .
3.1.- OPERACIONES CON RELACIONES

Debido a que las relaciones de un conjunto A en un conjunto B son subconjuntos de A X B, dos
relaciones de A en B se pueden combinar de las distintas maneras que se pueden combinar
dos conjuntos. Mediante los siguientes ejemplos se evidenciara tres de las operaciones con
relaciones: union, interseccion y diferencia.

Sean los conjuntos A = {1, 2, 3}, B = {1, 2, 3, 4} y las siguientes relaciones que fueron

definidas de A en B:



Ri={(1,1),(2,2),3,3)} y R:={(1,1),(1,2),(1,3), (1,9}
Se pueden obtener las siguientes relaciones:
Ri1UR,={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(22), @3, 3)}
RiNR;={(1,1)}

Ri—R.={(2,2),(3,3)}
R:—Ri=1{(1,2),(1,3),(1,4)}

Sea R el conjunto de los nimeros reales y las relaciones Ri= {(x, y) / x <y}, R2={(x,y) / x
>y }.Obtener RiUR2, RiNR2,Ri—R2 y R,— Ru.

Un par ordenado (x, y) pertenece a R1U R> siy sdlo si pertenece a R1 6 a R; se sigue que debe
cumplirse que x < y 6 bien x > y, esta condicidn significa que x # y. Por lo tanto la relacién
unidonserda: RiUR={(x,y) /x#y}.

Razonando en forma andloga se puede establecer que la interseccion de estas dos relaciones

no puede tener elemento alguno ya que no puede cumplirse simultdneamente que para dos

numeros reales x e y sea x < y y también x > y Luego se sigue que R1N Ry = Q.

Como R1 Yy Rz son disjuntos’, se puede establecer que Ri — R2=R1 y R2— R1=R>.

3.2.- RELACION COMPLEMENTARIA

También es posible usar otras operaciones de conjuntos con relaciones, por ejemplo el

complemento de una relacién R es conocido como relacién complementaria.

Definicion:
Sea R la relacion de un conjunto A en un conjunto B, la relacion complementaria, que se
denotada por R, es la relacion definida por R = {(x,y) / (x,y) € R}.

Forman parte de la relacidn complementaria todos aquellos pares ordenados que pertenecen

al producto cartesiano de los conjuntos A y B pero que no pertenecen a la relacién R.
3.3.- RELACION INVERSA

Un tipo diferente de operacidn en una relacidn R, es la formacion de la relacién inversa, esta

relacidn es una relacion de B en A (orden invertido de R).

Definicidn:

2 . . e . .z . . . .
Dos conjuntos son d|51untos cuando su interseccion es el conjunto vacio, no tienen elementos en comun.



Sea R la relacién de un conjunto A en un conjunto B, la relacidn inversa denotada por

R-1es la relacion definida por R-1= {(y,x) / (x,y) €ER }

Forman parte de la relacién inversa todos aquellos pares ordenados que se obtienen al
intercambiar las posiciones de sus componentes, es decir que si el par (x, y) pertenece a R,

entonces el par (y, x) pertenecerd a R-1.

Un caso particular es R;= {(x, x)/ x € A } al intercambiar las posiciones de las componentes

de los pares ordenados, se obtiene el mismo par ordenado, esto quiere decir que R;= R;~1.

Ejemplos:
SeanA ={1,2,3} y B ={a, b, c} Se establece entre estos dos conjuntos la siguiente relacién

R={(1,a),(1,¢),(2,b),(2,¢),(3,a)} Porlo tanto:

R = {(1, b), (2, a), (3, b), (3, c)} es la relacidon complementaria, mientras que la relacion

inversaes: R-1={(a, 1), (¢, 1), (b, 2), (¢, 2), (a, 3)}
Sea Z el conjunto de numeros enteros y la relaciéon R = {(x, y)/ x divide a y }. Por lo tanto:
E= {(x,y) /xnodividea y}y R1={(x,y) /ydividea x}

3.4.- COMPOSICION DE RELACIONES

Hay otra manera de combinar relaciones que es analoga a la composicién de funciones.
Supdngase que A, By C son conjuntos y R es una relaciéon de A en By S otra relacién de B en C.
Entonces se puede definir una nueva relacién, llamada composicion de R y S, aplicando
primero la relacion R y después la relaciéon S. La composicidén de la relaciones generaliza la
composicion de funciones.
Definicion:

Sean R una relacion de un conjunto A en un conjunto B y S una relacion de B en un

conjunto C. La composicion de Ry S, denotada por S o R, es la relacion constituida por

los pares

(x,z)conx €A y z € C para los cuales existe un elemento y € B tal que (x,y) €

R e (y,z)€ES.

SoR={(x,z2)/3yEBA(x,Y)ERA(y,2)ES}



Determinar los pares ordenados de la composicidn de dos relaciones, significa hallar elementos
que sean la segunda componente de algln par ordenado de la primera relaciéon y a su vez la

primera componente de algun par ordenado de la segunda relacion.

Ejemplo:

Sean los conjuntos A ={1, 2,3}, B={1, 2, 3,4}larelaciénde AenB,R ={(1, 1), (1, 4), (2,
3),(3,1),(3,4)}ylosconjuntos B ={1, 2, 3,4}, C ={0, 1,2}, larelacion S = {(1, 0), (2, 0),
(3,1),(3,2),(4, 1} Porlotanto: SeR={(1,0),(1,1),(2,1),

(2,2),(3,0),(3 1)}

Noétese que, por ejemplo, el par (2, 3) de Ry el par (3, 1) de S, producen el par (2,1)de S o
R.

Porotraparte: RoS=1{(3,1),(3,4),(3,3),(4,1), (4, 4)}

Noétese que, por ejemplo, el par (4,1) de Sy el par (1, 4) de R, producen el par (4,4) deR o S.

Observando los resultados obtenidosde So R y R o S se puede afirmar que en general S o R

# RoS.

Sea R el conjunto de n* reales y las relaciones R = {(x, y) ER2 /x =y}y S={(x,y) E R2 /
x <y} Porlotanto: SeR={(x,y) ER2/x<y}=S.
Esto significa que al realizar la composicién de la relacién que tiene por elementos pares de

numeros reales e iguales con la que tiene pares de numeros reales tal que el primero es menor

que el segundo, se obtiene como resultado los pares ordenados de esta ultima relacion.

Se demostrara a continuacidn, algunas propiedades utiles acerca de las combinaciones de
relaciones. Como las relaciones son conjuntos, para las demostraciones se utilizan las técnicas

proporcionadas por la teoria conjuntista.

Teorema 1:
Sean Ay B dos conjuntos, Ry S dos relaciones definidas de A en B.

a) SiR € S, entonces R-1< S-1.

b) SiR C S, entonces S_E R._

¢)(RNS)-1=R-1NnS-1 y (RUS)-1=R-1US-I.

d)(RUS)=RNS y (RNS)=RUS.

Demostracién



a) Sea (a, b) € R-1 entonces por definicién de relacién inversa, (b a) € R, de manera que (b,
a) € S, pues por hipdtesis R € S. Esto ultimo a su vez implica que (a, b) € S-1 por definicion
de relacidn inversa. Puesto que cada elemento de R-! esta en S—1 queda demostrado que R-1

c S
b) Si(a, b) € R entonces (a, b) € S por definicidn de inclusion. La contrareciproca de esta

proposicion es: Si (a, b) € S entonces (a, b) € R. Por lo tanto (a, b) € S implica que (a, b) €

R esto ultimo significa que S € R.

c) Si (a, b) € (R N S)-! entonces (b, a) € R N S de tal manera que por definicion de
interseccion (b, a) € R y (b, a) € S, esto significa que (a, b)) € R-1 y (a, b) € S-1porla
definicién de relacion inversa, de modo que (a, b) € R-1N S-1lo que implica que (R N §)-1C
R-1N S-1. Para la contencidn inversa, si (a, b) € R-1N S-1 por la definicion de interseccion
esto significa que (a, b) € R-! y (a, b) € S—1 que por la definicidn de relacién inversa (b, a) €
R y (b, a) € S.Se sigue que (b, a) € R N S por lo tanto se puede afirmarque (a, b)) E(RN S
)~1lo que implica que R-1N S-1C (R N S)-1.Como se cumple que

(RN S)1c R-1Nn S-1 ytambién R-1n S-1€ (R N S)-1 se concluye que (R N S)-1= R-IN

S-1. De manera similar se puede demostrar la segunda parte de este inciso.

d) Seax € (R US) entonces se sabe que x ¢ (RUS) de maneratalquex € R A x & S porla

definicidn de interseccion, porlotantox ER A x € S se sigue que x ER N Sy, por lo tanto,

queda demostrado que (RUS) & RNS, Reciprocamente, si x € R N S implica que x &

R y x &S, lo que significa que x € R U S por lo tanto x € R U S. Todo esto implica que RNSC

(RUS). Como (RUS) S R_n S_ytambién RNnS<c (RUS)seconcluyeque (RUS)=RNS.

De manera similar se puede demostrar la segunda parte de este inciso.

Teorema 2:
Sean Ry S relaciones sobre un conjunto A.
a) Si R esreflexiva, también lo es R1.

b) SiRy S sonreflexivas, tambiénlosonRNS y RUS.

c) Resreflexivasiy solo siR es irreflexiva.

Demostracién



a) Sea Ry la relacidn de igualdad sobre un conjunto A. Se sabe que R es reflexiva & RS Ry
que R;= R;1 Por hipdtesis R es reflexiva, o sea que R; S Ry por el teorema anterior inciso a)

R=1€ R-1porlotanto R, S R-! pues R;= R,~1. Esto demuestra que R-1! es reflexiva.

b) Por hipétesis RRS R y R;S SporlotantoR, S RNS y RS R U Sloque permite

afirmarque RNS y RUS son reflexivas.

c) Sesabe que R es irreflexiva < R N R;= @ Por hipdtesis, R es reflexiva siy solo si R; S R

siysélosi RiN R =@ siysdlosiR es irreflexiva.

Teorema 3:
Sea R una relacién sobre un conjunto A. Entonces
a) R es simétrica siy sélosi Rc R-1siysdélosi R=R-1L
b) R es asimétrica si y sélosi RN R-1= 0.

¢) R es antisimétrica si y sélo si RN R-1C R;.

Demostracién

a) Sea (x,y) € R, como R es simétrica significa que (y, x) € R lo que quiere decir que (x, y) €
R-1. Esto demuestra que R € R-1. Para llegar a demostrar la igualdad solo falta demostrar que
R-1C R. Supdngase que (x,y) € R-1entonces (y,x) ERycomo RS R-1(y,x) ER-L

Por la definicién de R-1 se concluye que (x, y) € R con lo que queda demostrado que R-1C R.
Finalmente se debe demostrar quesi R € R-1 = R es simétrica. Supdngase que (x, y) € R
como R € R-1 se tiene que (x, y) € R-! entonces por definicién de relacion inversa se

concluye que (y, x) € R por lo que R es simétrica.

b) Si R es asimétrica, quiere decir que no hay pares de tal modo que (x, yY) € Ry (y,x) ER
pero esta condicién es equivalente a decir que (x, y) € R N R-1. Por lo tanto la asimetria de R

significa que no hay pares (x, y) tales que (x,y) ERNR-1oseaque RNR-1=0Q.

¢) Si R es antisimétrica significa que si (x, y) ER y (¥, x) € R entonces x = y como se vio en
el inciso anterior, esto se puede reformular como (x, y) € R N R~1 entonces x = y. Todos los
elementos x e y del conjunto A que cumplen con el antecedente de este condicional son

aquellos iguales, o sea x = y. Por lo tanto la antisimetria de R significa que para cada par de



elementos x, y, si (x, y) € R N R-1entonces (x, y) € R;lo cual simplemente quiere decir que
RNR1c
R;.

Teorema 4:

Sean Ry S relaciones sobre el conjunto A.

a) Si R es simétrica, también lo son R-1 y R.

b) Si Ry S son simétricas, tambiénloson RNS y RUS.

Demostracion
a) Si R es simétrica, entonces R = R-1y en consecuencia (R-1)-1= R = R-1lo que significa

-1 _que R-1también es simétrica.
También (x,y) € (R) siysolosi(y,x) ERsiysolosi(y,

X) € Rsiysdlosi(x,y) € R-1= R siysolosi (x,y) € R de modo que R también es simétrica.

b) Se demostrd anteriormente que R-1U S-1= (R U S)-1 como Ry S son simétricas se tiene
que R-1=R y S-1= § por lo tanto la unién de dos relaciones simétricas es otra relacidn

simétrica. De manera idéntica se demuestra para la interseccion.

4 - REPRESENTACION DE RELACIONES

Hay diversas maneras de representar una relaciéon entre conjuntos finitos; como se vio
previamente una de ellas puede ser enumerando los pares ordenados que la conforman, otra
forma es usando una tabla de doble entrada 6 bien usando un diagrama de flechas. A
continuacién se presentaran dos métodos alternativos para representar relaciones: usando

matrices y por medio de grafos dirigidos.
4.1.- REPRESENTACION MEDIANTE MATRICES BOOLEANAS

Una relacidn entre conjuntos finitos se puede representar utilizando una matriz booleana. Sea

R la relacion del conjunto A = {x1, x2,. . ., Xm}en B = {y1, ¥2. . . Ya}, R puede representarse

mxn __
por medio de la matriz Mg - [mij] en donde cada elemento m;; =

1si(x,y))€ER

{
0si(x,y)€R

Es decir que, la matriz booleana, de dimensién mxn, que representa a R tendra un 1 como
elemento (i, j) si x; esta relacionado con y; caso contario, en esa posicién tendrd un 0. Los
elementos de los conjuntos A y B estan escrito en un orden arbitrario, ademas cuando A = B se

usa la misma ordenacién para ambos conjuntos. Esto quiere decir que la representacion de



una relacién por medio de matrices dependerd de la ordenacidon de los elementos de los
conjuntos A y B, es decir que una misma relaciéon puede estar representada por distintas

matrices.

Ejemplos:
Sean los conjuntos A={1,2,3}, B={1,2} y R={(x,y) €ER /x> y} esdecir que:

0 0
MR = [1 0]

R={(21),(3 1), (3,2)} 6 bien 1 1

Sean los conjuntos A = {ai, az az} y B = {b, bz, b3, b4} iQué pares ordenados estan en

1 1 0 0
Mg=1]0 0 1 1
la relacion R representada por la siguiente matriz? 1 0 0 1

R = {(a1, b1), (a1, b2), (az, b3), (az, bs), (as, b1), (as, ba)}

Si el conjunto A tiene n elementos, entonces estos se pueden ordenar (permutaciones) de n!
formas distintas. Por lo tanto una relacion definida en un conjunto con n elementos podrd

representarse por medio de n! matrices distintas.

Ejemplo:

SeaAd ={1, 2,3 }yRdefinidaenAtalque R = { (1, 1), (2, 1), (3, 2)}. Los elementos de A se
pueden ordenar de 6 maneras distintas (3! = 6), las cuales son: {1, 2,3}, {1, 3, 2}, {2, 3, 1}, {2, 1,
3}, {3, 1, 2} y {3, 2, 1}. Por lo tanto R tiene 6 matrices distintas que la representan. Ellas son,

para cada ordenacién posible, las siguientes.

1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0
MR=l1 0 0‘ MR=[0 0 1‘ MR=|1 0 0} MR:lO 1 0‘

010 1 0 0 00 1 100
00 1 01 0

Mg=[0 1 o] Mz=|0o 0 1
01 0 00 1

Las matrices de una relacién en un conjunto A de n elementos, que siempre son cuadradas,

pueden usarse para determinar si la relacion cumple o no con determinadas propiedades.

Una relacién es reflexiva si todo elemento del conjunto A = {x1, x2,. . .; xn} esta relacionado
consigo mismo. Por lo tanto R es reflexiva si (x;, x;) € R para V i. Entonces R es reflexiva siy
solosi my=1parai=1,2,. . .,n,estoquiere decir que R es reflexiva si todos los elementos
de la diagonal principal de Mz son 1.

De manera andloga una relacidn R es irreflexiva si ninglin elemento estd relacionado consigo

mismo; en este caso la matriz de la relacidon debera contener Unicamente ceros en la diagonal

principal.



Si la diagonal principal de una matriz que representa una relacidn, contiene ceros y unos, dicha
relacion no es ni reflexiva ni irreflexiva.
Esquematicamente las matrices de relaciones reflexivas e irreflexivas se pueden representar,

respectivamente, de la siguiente manera:

1 0

1 0
La relaciéon R en A = {x1, X2, . . ., Xn} es simétrica si para todo par ordenado (x; y;) que
pertenece a la relacién, el par ordenado (y;, x;) también pertenece a R. En términos de los
elementos de Mg, R es simétrica si y sélo si m;;= 1 entonces m;;= 1. Esto también significa
que si m;= 0 entonces m;;= 0. Por consiguiente R es simétrica si sélo si, m; = m;; para todo
i,jeconi=12,...,n j=1,2,.. ., n Unaformarapida de ver sila relacién R es simétrica es
comparar la matriz de la relacidon con su traspuesta, si son iguales entonces se concluye que la

relacién R es simétrica. Por lo tanto R es simétrica siy sélo si Mg = (Mz)T.

La matriz Mr = [my] de una relacién R asimétrica; satisface la propiedad de que si m;= 1
entonces mj;= 0. Si R es asimétrica se desprende que my;= O parai =1, 2,. . , nvale decir
que la diagonal principal de la matriz My consta en su totalidad de ceros. Esto es verdadero ya
que la propiedad asimétrica implica que si m; = 1 entonces m; = 0 lo cual es una

contradiccion.

Finalmente la matriz Mz = [m;] de una relacidn R antisimétrica; satisface la propiedad de que
si i # j entonces m;j=0 6 bienm;;=0paratodo i,j coni=1,2,... ny j=1,2,

. M.
Esquematicamente las matrices de relaciones simétricas, asimétricas y antisimétricas se

pueden representar, respectivamente, de la siguiente manera:

1 0 1 0 0 1 1 1 0
Mg = 00 . 0 Mg = o . 0 Mg = 090 . 0
1 0 1 0 1 0 1 0 1
Larelacion Ren A = {x1, x2,. . .; xx} estransitiva si el par ordenado (x; y;) yel par (y;, zk)

pertenecen a la relacién, el par (x;, zx) debe pertenecer a R. En términos de los elementos de
Mp, R es transitiva si y sélo si su matriz Mg = [my;] tiene la propiedad de que sim;;= 1y my=
J J ]

1 entonces my = 1. El antecedente de este enunciado significa simplemente que M 2] tiene



un 1 en la posicion i, k. Asi la transitividad de la relacidn R significa que si MgI[23 tiene un 1 en
cualquier posicidon, entonces Mg debe tener un 1 en la misma posicidn. Por tanto, en particular
si Mg [21= Mp, entonces R es transitiva. La inversa de esta proposiciéon no es verdadera.

Ejemplos:

Sean R1 y R: dos relaciones definidas en un conjunto y representadas por sus respectivas

matrices.
1 1 1
MRl =0 0 1
0 0 1

Observando la matriz, se puede decir que la relacién no es ni reflexiva ni irreflexiva porque en
la diagonal principal existen ceros y unos.

R1 no es ni simétrica ni asimétrica, en este ultimo caso porque en su diagonal principal existen
unos.

R1 si cumple con las propiedades: antisimétrica y transitiva, en este ultimo caso se puede

comprobar facilmente que Mg;[21= Mps.

S OO O
S O =
S RO

[2] —
FMp, =M © Mg Recordar que el simbolo ® significa producto booleano.

Observando la matriz, se puede decir que la relacién es irreflexiva pero no es simétrica.
Tampoco es asimétrica ni antisimétrica debido al 1 en las posiciones 1, 4 y 4, 1. Se puede

comprobar facilmente que R no es transitiva.

Las operaciones booleanas de unidn e interseccion pueden emplearse para determinar las
matrices que representan la unién y la interseccién de dos relaciones.

Si R1 y Rz son dos relaciones en un conjunto A representadas por las matrices Mr1 ¥y Mg
respectivamente, la matriz que representa la unidn de estas dos relaciones tiene un 1 en
aquellas posiciones en las que bien Mz; o bien Mpg; tienen un 1. La matriz que representa la
interseccidén de estas dos relaciones tiene un 1 en aquellas posiciones en las que tanto Mg,
como Mg, tienen un 1. Por lo tanto, las matrices que representan la unidn y la interseccidn de

estas relaciones son: MRiuRz2= MR1V MRz y MRinRz2= MR1A MR2



Ejemplo:
Sean R1y R dos relaciones en un conjunto A, representadas por las matrices:

1 0 1 1 01
Mg, =[1 0 0|yMg, =[0 1 1

1 0 0} Las matricesde R1U R, y R1iN R, son:

0 1 0
1 0 1 1 0 1
Mg yg, =Mg, VMg, =11 1 1 Mg, nr, = Mg, A Mg, =0 0 0
11 0ol vy 0 0 0

La matriz de la composicién de relaciones puede hallarse usando el producto booleano de las
matrices de las relaciones.

Dados los conjuntos A con m elementos, B con n elementos y C con p elementos. Sean R una

., ., . me?I:[r”] Mnxp=

relacion de A en By S una relacidén de B en C. Sean las matrices 'R ijl Ms

[si] ¥  Ms.rmxp = [t;] las matrices booleanas asociadasa R, S y S o R respectivamente. El
par ordenado (x; y;) pertenece a S o R siy solo si existe un elemento 2z tal que (x;, zk)
pertenece a Ry (zi, y;) pertenece a S. Se sigue que t;j= 1 siysélosi ra= syy=1 para

algun k. Por la definicién de producto booleano, esto significa que: Ms.g = Mr® M.

Ejemplo:

1 0 1 01 0
Mg=1|1 1 0| vy M¢=|0 0 1
Sean 0 0 0 1 0 1llas matrices de las relacionesRy S

1 11
MSﬂRZMR®M5= 0 1 1

respectivamente, entonces 0 0 O

Las matrices de la relacion complementaria y la relacién inversa de una relacion R, se pueden

obtener a partir de su matriz.

Para obtener la matriz de la relacién complementaria, se intercambia en la matriz de R, los
unos por ceros y los ceros por uno; mientras que para obtener la matriz de la relacidn inversa
se intercambian, en la matriz de R, filas por columnas, es decir se hace la traspuesta de la

matriz de la relacion.

Ejemplo:
1 0 1
My = [1 1 0]
Sea 0 0 0llamatrizde larelacion R; entonces:
0 1 0 1 1 0
MR=[O 0 1‘ yMR-1=[0 1 0‘
1 1 1 1 0 0



4.2.- REPRESENTACION MEDIANTE DIGRAFOS

Hay otra manera de representar una relacion definida en un conjunto, usando una
representacion grafica. Cada elemento del conjunto se representa mediante un punto (vértice)
y cada par ordenado de la relacion se representa mediante una flecha (arista) del vértice x; al
vértice y; si y solamente si x; R y;. La representacion resultante de R se llama grafo dirigido o
digrafo.
Definicion:
Un grafo dirigido o digrafo consta de un conjunto V de vértices y un conjunto E de pares
ordenados de elementos de V llamados aristas. Al vértice x; se le llama vértice inicial de

la arista (x;, y;) y al vértice y; vértice final de la arista.

Una arista de la forma (x;, x;) se representa usando un arco que conecta al vértice x; consigo
mismo. Una arista de esta forma se llama bucle.

Ejemplo:

Sea A={a, b, ¢, d}y definida en él:

R ={(a, b), (a,d), (b,b), (b,4d), (c a),(c b),(d, b)}, eldigrafo correspondiente es:

a

o

d c

El siguiente digrafo representa una relacion en el conjunto A = {1, 2, 3}

Los pares que forman la relacidn son:

{(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(3,1), (3,2)}
Si una relacién R en un conjunto A esta representada por el digrafo que tiene por vértices los
elementos de Ay por aristas los pares ordenados (x;, y;) tales que (x; y;) € R entonces esta
asignacion establece una biyeccidn entre las relaciones en un conjunto A y los digrafos cuyos
conjunto de vértices es A. Asi cada afirmacidn acerca de las relaciones se corresponde con una

afirmacion acerca de los digrafos y viceversa.



El digrafo que representa a una relacion puede utilizarse para determinar si la relacién cumple
o no, con determinadas propiedades.

Una relacidn es reflexiva si y sélo si hay un bucle en cada vértice del digrafo, de modo que
todos los pares ordenados de la forma (x; x:) pertenecen a la relacién; mientras que la
relacidn es irreflexiva si no posee ningun bucle en su digrafo.

El digrafo de una relacidn R simétrica, tiene la propiedad de que si hay una arista del vértice i al
vértice j, entonces hay una arista del vértice j al vértice i. En consecuencia si dos vértices estan

conectados debe ser por medio de dos aristas, una en cada direccién posible.

Si R es una relacién asimétrica, entonces el digrafo de R no puede tener simultdneamente una
arista del vértice i al vértice j y otra arista del vértice j al vértice i. Esto es cierto para cualquier
i y cualquier j y en particular si i es igual a j. En consecuencia en el digrafo no puede haber
bucles.

Si R es una relaciéon antisimétrica, entonces para diferentes vértices i y j no puede haber una
arista del vértice i al vértice j y otra del vértice j al vértice i. Cuando i = j no se impone

condicidn alguna, en consecuencia el digrafo puede contener bucles.

Finalmente una relacidn es transitiva si y sélo si, siempre que hay una arista uniendo un vértice
i con un vértice j y una arista uniendo el vértice j con el vértice k, hay una tercera arista que
une i con k. De esta forma las aristas que intervienen forman un triangulo en el que cada una

esta orientada en la direccidn correcta.

Ejemplos:

Sean las relaciones R y S representadas respectivamente por los siguientes digrafos

Se puede afirmar, observando el digrafo de R, que la misma es reflexiva ya que existe un bucle
en cada uno de los vértices. También es antisimétrica pues entre dos vértices distintos solo

existe una arista en un solo sentido que las une. Por Ultimo la relacion es transitiva.



Respecto de S, se puede observar que la misma es irreflexiva debido a que ningun vértice
posee bucle y es antisimétrica. S tampoco es transitiva, ya que hay una arista que une aconcy

otra arista que une c con d, pero no hay una arista que una los vértices ay d. S es asimétrica.

A partir del digrafo de una relacidn R, se puede hallar el digrafo de la relacién complementaria
y el de la relacién inversa. Para hallar el digrafo de la relacion complementaria se deben
eliminar del digrafo que representa el producto cartesiano, las aristas que estdn en el digrafo
de la relacién y para hallar el digrafo de la relacién inversa solo se deben invertir el sentido de
cada una de las aristas del digrafo de la relacién R.

Se presentan a continuacién el digrafo de la relacion complementaria de R y el digrafo de la

relacidn inversa de S, definidas en el ejemplo anterior.

a

o &

5.- RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Existen relaciones con una combinacion particular de propiedades que permiten usarlas para
relacionar objetos que son semejantes en algun sentido. Estas relaciones reciben el nombre de
“relaciones de equivalencia”.
Definicion:
Una relacion R en un conjunto A se dice de equivalencia si es reflexiva, simétrica y
transitiva.
Ejemplos:
Sea el conjunto A ={1, 2, 3, 4} y definida en él la relacidn:
R={(1,1), (1, 2), (13,2 1), (2 2),(23), (3 1), (@3 2), (3, 3), (4 4)}. La matriz que

representa esta relacion sera:

el e
O R
oo O

0 0 1

Observando My se puede afirmar que la relacion es reflexiva (todos los elementos de la
diagonal principal son 1) simétrica (Mr= (Mg)T). Se puede comprobar que R es transitiva

(MrOMpr= Mp). En consecuencia R es una relacion de equivalencia.

Sea Z el conjunto de nimeros enterosysea R ={(x,y) €Z2 / x — y € L}



Se puede afirmar que R es reflexiva pues, x — x = 0 y cero es un numero entero. Ademas,
suponiendo que x — y es un numero entero se sigue que y — x es también un ndmero entero,
por lo que R es simétrica. Por ultimo x — y es entero e y — z es entero, entonces x — z = (x —

y) + (y — z) es también un entero. En consecuencia R es una relacién de equivalencia.

Sea Z el conjunto de nimeros enterosy sea R ={(x,y) €Z2 / x < y}

Puesto que x < x, Res reflexiva. Si x < y no implica necesariamente que y < x por lo tanto R
no es simétrica. Se puede afirmar que R no es una relacion de equivalencia, aunque
incidentalmente sea transitiva ya que si x < y y también y < z implica que necesariamente es

x < Z.

Una relacién de equivalencia muy conocida en el conjunto de nimeros enteros, es la relacién
“congruencia modulo m”.
Sea m un entero positivo mayor quel vy la relacidn:
R={(x,y) € Z2 / x =y (mod m) }, entonces R es de equivalencia.
En primer lugar, se debe recordar que x =y (mod m) © m| (x — y).
R es reflexiva ya que para todo entero se cumple que:
x=x(modm) & m|(x—x) oseaque m| 0 loqueesverdad, pues 0 =m .0 Respectoa
la simetria, se puede establecer que:
Si x =y (mod m) entonces m | (x — y). Por lo tanto
x —y=k.mparaalgun k € Z. Se sigue que
y — x = (—k). m de modo tal que y = x (mod

m).

Por lo tanto la congruencia modulo m es simétrica.

Respecto a la transitividad:
Si x =y (mod m) entonces m | (x — y). Por lo tanto

x—y=kmparaalginke€eZ (1)
Si y =z (mod m) entonces m| (y — z). Por lo tanto

y—z=p.mparaalginp€Z(2)
Sumando miembro a miembro (1 )y (2 ) se obtiene
x—y=km

y—z=p.m

(x—y) + (y — z) = km + pm. Se sigue que
x—y+y—z=m(k+p)
x—z=m(k+p)



x—z=hmconh=k+p, heZ Oseaque
m| (x — z). Por lo tanto
x = z (mod m)
Esto demuestra que la relacidn es transitiva.
Se concluye, finalmente, que relacién “congruencia mddulo m” es una relaciéon de

equivalencia.

5.1.- CLASES DE EQUIVALENCIA

n_o.n

Las clases de equivalencias, son conjuntos que contienen a todos los elementos "y" que estan

relacionados con otro elemento "x" del conjunto A.
Definicién:
Sea R una relacion de equivalencia en un conjunto A. El conjunto de todos los

elementos que estdn relacionados con algin elemento x de A se llama clase de

equivalencia de x. La clase de equivalencia de x con respecto a R se denota por [x]r.

Sea R una relacion de equivalencia, entonces la clase de equivalencia del elemento x se define
como [x ]r={y / (x,y) €ER}

Si se considera una Unica relacion se puede suprimir el subindice R y se escribe [x ] para
denotar la clase de equivalencia.

Cualquier elemento de una clase se puede usar como representante de esa clase, es decir no

hay nada especial que distinga al elemento concreto elegido como representante de la clase.

Ejemplos:

Se demostrd, en los ejemplos anteriores, que la relacién R definida en A = {1, 2, 3, 4} es de
equivalencia

R={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3),(4,4)} porlo tanto: [1] =
{1,2,3}, [2]1={1,23}, [3]={1,2,3} y [4]={4}

Las clases de equivalencia de la relacion de congruencia médulo m, se llaman clases de

congruencia médulo m. La clase de congruencia médulo m de un entero x se denota por [X |

por lo tanto se puede establecer que [x |n={. . ,x —2m,x—m,x,x + m,x + 2m,. . .} Por
ejemplo sim = 4, las distintas clasesson [0 ]a={. . . ,—8,—4,0,4,8,. . .} [1]+.={ .., =7,
-3,1,59,...}, 2]3={..,—6,-2,2, 6,10,. ..} pordltimo [3]s=
{..,—5-1,3,7,11,. . .}

Hay que observar que en ningun caso las clases de equivalencia son vacias ya que la propiedad

reflexiva hace que cuando menos contenga un elemento.



5.2.- CLASES DE EQUIVALENCIAS Y PARTICIONES

Las clases de equivalencias de una relacion de equivalencia definida en un conjunto A, dividen
a este en subconjuntos disjuntos y no vacios. El siguiente teorema muestra que las clases de

equivalencia de dos elementos del conjunto A son o bien idénticas o bien disjuntas.

Teorema 5:
Sea R una relacion de equivalencia definida sobre el conjunto A. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
DxRy i)[x]=[y] @d[x]n[y]+0

NxRy=[x]=[y]

Tomamos un elemento arbitrario ztalque z € [ x ], entoncesx R z.Comox Ry yRes
simétrica se sigue que y R x. Como R es transitiva; se sigueque y Rx A x R zimplicaquey R
z.Porlotantoz €[y ], lo que demuestraque [x]C[y]

Tomamos un elemento arbitrario w talque w € [ y ], entonces y R w. Como R es transitiva se
puede afirmarque x Ry A y Rw implicaque x Rw Por lo tantow € [ x ], lo que demuestra
que[y]c[x].

Como[x]c[y] A [y]c[x]sesiguequelx]=[y] ii

[x]=[y]= [x]In[y]#0

Si[x ] =[y]sesigueque[x ] N[y]+#® yaque[ x ]noesvaciaporque x € [ x ] al serR
reflexiva.

ii)[x]Nn[y]#® = xRy

Si[x]Nn[y]+#® sesigue que existe un elementozconz€[x]yz€[y], esdecir, xRz A
Yy R z. Por la propiedad simétricade R, zRy.Comox Rz A zRy por propiedad transitiva

xRy

Como (i) implica (ii); (ii ) implica (iii )y ( iii ) implica ( i ) las tres expresiones son

equivalentes.

Ahora, se puede mostrar cdmo una relaciéon de equivalencia divide un conjunto. Sea R una
relacidon de equivalencia en un conjunto A. La unién de las clases de equivalencia de R es todo
el conjunto A, ya que cada elemento x € A esta en su propia clase de equivalencia, es decir, en

[x ]r. En otras palabras: Uxea[ x |r=A4



Ademas se sigue por el teorema demostrado anteriormente que estas clases de equivalencia 6
bien son iguales ¢ bien disjuntas, por lo que si [x |r# [y |rentonces [x kN [y |r= 0

Estas dos observaciones ponen de manifiesto que las clases de equivalencias forman una
particidn del conjunto A, ya que dividen al conjunto A en subconjuntos no vacios, disjuntos dos

a dos y cuya unién es el conjunto A.

Ejemplo:

Se mostré anteriormente que:

R={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(23),3,1),(@3,2), (3, 3), (4 4)} es una relacién de
equivalencia definida en A = {1, 2, 3, 4} y que sus clases de equivalencia son:

[1]1={1,2,3}, [2]={1,23}, [3]={1,2,3} y [4]={4}

Se puede observar que todas las clases de equivalencias son no vacias, y que ademas [1 | = [ 2
]=1[3]yque[l]Nn[4] =0 porloquese puede afirmar que {1, 2, 3} y {4 } forman una

particién de A.

Se mostrd que las clases de equivalencia de una relacidon de equivalencia en un conjunto
forman una particién de dicho conjunto. Los subconjuntos de la particion son las clases de
equivalencia. A la inversa, ¢Cualquier particion de un conjunto se puede utilizar para formar
una relacidon de equivalencia? El siguiente teorema confirma la respuesta afirmativa a esta

pregunta.

Teorema 6:
Sea R una relacion de equivalencia en un conjunto S. Entonces las clases de
equivalencia de R forman una particién de S. Reciprocamente, dada una particion {A; /
i €1} (donde I es un conjunto de indices) del conjunto S, hay una relacion de

equivalencia cuyas clases de equivalencia son los conjuntos A, i € 1

Solo resta demostrar la parte reciproca de este teorema. Para ver esto, se supone que

{Ai /i €1} esuna particion de S.

Sea R la relacion en S que consta de pares (x, y) tales que x e y pertenecen al mismo
subconjunto A; de la particién. Para demostrar que R es una relacion de equivalencia se debe
demostrar que R es reflexiva, simétrica y transitiva.

R es reflexiva porque para cada x que pertenece a S, (x, x) pertenece a R ya que x estd en el

mismo subconjunto de la particion que él mismo.

R es simétrica porque si (x, ¥) pertenece a R, entonces y y x estan en el mismo subconjunto de

la particion, por lo que (y, x) pertenece a R.



Si (x, y) pertenece a R e (y, z) pertenece a R, entonces x e y estdn en el mismo subconjunto,
por ejemplo X, de la particidn también y con z estan en el mismo subconjunto, Y por ejemplo,
de la particion. Como los subconjuntos de la particién son disjuntos e y pertenece tanto a X
como a Y, se sigue que X = Y. En consecuencia x y z pertenecen al mismo subconjunto de la
particiéon, de modo tal que (x, z) pertenece a R. Por lo tanto R es transitiva. Quedando, asi

demostrado que R es de equivalencia.

De esta manera el teorema demostrado resume los vinculos que se establecen ente relaciones

de equivalencia y particiones.

Ejemplo:

SeaA=1{1,2,3,4,5, 6}, considérese la siguiente particion A1 ={1, 2,3}, A>={4,

5}, Az={6}. Hallar la relacidn de equivalencia R en A, determinada por la particion dada.

Los subconjuntos de la particién son clases de equivalencia de R. Cada elemento de un
subconjunto estd relacionado con cada uno de los demds elementos del mismo bloque y
solamente con estos elementos, puesto que el par (x, y) € R siy sélo si x e y estadn en el
mismo subconjunto de la particion.

Como A1={1, 2,3} los pares (1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),

(3, 2) y (3, 3) pertenecen a R. Los pares (4, 4), (4, 5), (5, 4), (5, 5) pertenecen a R ya que A;
= {4, 5} es también una clase de equivalencia. Finalmente el par (6, 6) pertenece a la

relacion. Ningun otro par pertenece a la relacién R. Es decir que:

R={(11),(1,2),(13),(21),(22),(23),31),3,2),3,3),% 4, 45), 5
4), (5,5), (6,6)}

6.- APLICACIONES DE LAS RELACIONES

En muchos casos se establecen relaciones entre los elementos de mas de dos conjuntos. Por
ejemplo hay una relacidon entre el nombre de un estudiante, su nimero de documento, la
carrera en la que estd inscripto y la nota media del estudiante. De manera similar hay una
relacidon que vincula la linea area, el numero de vuelo, el punto de partida, el destino, la hora
de salida y la hora de llegada de un vuelo. Un ejemplo de estas relaciones en el dmbito de las
matematicas es la relacidn de intercalamiento de los puntos de una recta, tal que tres puntos
estan relacionados cuando el segundo punto esta entre el primero y el tercero.

Se presentaran a continuacién relaciones entre los elementos de mas de dos conjuntos.



6.1.- BASE DE DATOS RELACIONALES

Cuando se representa una relacion binaria mediante una tabla, esta tiene dos columnas. Con
frecuencia es util permitir que una tabla tenga un ndmero arbitrario de columnas. Si la tabla
tiene n columnas, la relacién correspondiente se dice n- aria.

Por ejemplo, la siguiente tabla “Estudiantes” representa una relacidon 4- aria y expresa la
relacidon que hay entre apellidos, nimero de documento, carrera y nota media de estudiantes

de una institucion educativa.

Tabla: Estudiante
Apellidos DNI Carrera Nota
Alejo 39.654.853 Ingenieria Informatica 7,65
Chorolque 40.518.398 Ingenieria de Minas 6,23
Garcia Moreno 42.760.871 Licenciatura en Cs. Geoldgicas 8,23
Jaramillo 38.421.908 Analista Programador Universitario 9,21
Kramich 44.511,309 Licenciatura en Sistemas 4,34
Mamani Quispe 38.456.081 Ingenieria Informatica 5,67
Poclava 37.384.816 Licenciatura en Sistemas 7,90
Santander 40.432.765 Analista Programador Universitario 6,66

La tabla anterior se puede expresar como el conjunto:

{ (Alejo, 39.654.853, Ingenieria Informatica, 7,65 ), (Chorolque, 40.518.398, Ingenieria de
Minas, 6,23 ), (Garcia Moreno, 42.760.871, Licenciatura en Cs. Geoldgicas, 8,23 ), . .
(Santander, 40.432.765, Analista Programador Universitario, 6,66 ) }

Una base de datos es una coleccion de registros que maneja una computadora. El tiempo que
requiere manipular la informacién en una base de datos, depende de cdmo este almacenada la
informacidn. Las operaciones de afiadir y borrar registros, actualizar registros, buscar
determinados registros, asi como combinar registros de bases de datos que se solapan, se
llevan a cabo muchisimas veces al dia en una base de dato grande. Debido a la importancia de
estas operaciones, se han desarrollado diversos métodos para representar las bases de datos.
Uno de estos modelos llamado modelo de base de datos relacional, inventado por E.F.

Codd, se basa en el concepto de una relacién n- aria.

Se realizard una breve introduccion de algunas ideas fundamentales en la teoria de bases de
datos relacionales, ya que no es intencién ahondar en dicho tema sino presentar una

aplicacion del tema que se estudia: Relaciones.



Las columnas de una relaciéon n- aria se llaman atributos (o campos). El dominio de un
atributo es un conjunto al que pertenecen todos los elementos de ese atributo. Por ejemplo,
en la tabla Estudiantes, el atributo Nota puede tomarse como el conjunto de todos los
numeros reales mayores a cero y menores que 10. El atributo Apellidos puede tomarse como
todas las cadenas en el alfabeto con longitud 30 o menor. Un solo atributo o combinacién de
atributos para una relacién es una clave (o llave), si los valores de los atributos definen de
manera Unica una n—tupla. Por ejemplo, en la tabla Estudiante se puede tomar el atributo el
nimero de documento como una clave, ya que se supone que cada persona tiene un unico
nimero de identificacién. El atributo Apellidos no es una clave porque es posible que
diferentes personas tengan el mismo apellido.

Un sistema de administraciéon de bases de datos responde a consultas. Una consulta es una
peticion de informacién de la base de datos. Estas peticiones permiten, por ejemplo,
responder preguntas como: ¢{Qué estudiantes tienen una nota media mayor o igual a 5,57,
¢Qué estudiantes cursan la carrera Analista Programador Universitario? Se analizardn varias
operaciones sobre las relaciones que se utilizan para responder a las consultas en el modelo de

base de datos relacional.

Seleccion:

El operador seleccionar elige ciertas n—tuplas de una relacién. Las elecciones se hacen
estableciendo condiciones sobre los atributos. Por ejemplo, para la relacién establecida en la
tabla Estudiante: Estudiante [Nota > 8] seleccionard los siguientes cuartetos:

(Garcia Moreno, 42.760.871, Licenciatura en Cs. Geoldgicas, 8,23),

(Jaramillo, 38.421.908, Analista Programador Universitario, 9,21)

Proyeccion:

Mientras que el operador seleccidon elige filas de una relacién (tabla) el operador proyeccién
elige columnas. Ademads, elimina los duplicados. Por ejemplo, para la relacién Estudiante:
Estudiante [Apellidos, Nota] seleccionara las parejas:

(Alejo, 7,65) (Chorolque, 6,23) (Garcia Moreno, 8,23)

(Jaramillo, 9,21) (Kramich, 4,34) (Mamani Quispe, 5,67)

(Poclava, 7,90) (Santander, 6,66).

Unidn:

Los operadores seleccién y proyeccion manejan una sola relacidn; la unidn maneja dos
relaciones.

La operacién union sobre las relaciones R;y R, comienza por examinar todos los pares de n—

tuplas, una de R; y otra de R,. Si la condicién de unién se satisface, las n—tuplas se combinan



para formar nuevas n—tuplas. La condicidon de unién especifica una relacién entre un atributo

de R; y un atributo de R,. Por ejemplo, se realizard una operacidon unién sobre las tablas:

Docente y Horario. Como condicidn se tomara Cod_asig = Num_asig.

Se presentan a continuacidn las tablas: Docentes y Horarios.

Tabla: Docente
Profesor Depto. Cod_asig
Condori Matemadtica 224
Condori Matematica 321
Grageda | Quimica 675
Grageda | Quimica 876
Medina Fisica 345
Medina Fisica 598
Pérez Informatica 378
Pérez Informdtica 034

Tabla: Horario

Depto. Num_asig | Aula Hora
Informatica 378 111 14:00
Fisica 598 F45 | 15:30
Quimica 675 Q46 | 18:45
Matemadtica 224 M97 | 17:00
Informatica 139 134 | 09:00
Fisica 345 F48 | 10:30
Matematica 321 M76 | 11:45
Quimica 876 Q90 | 19:30

Tomamos una fila de la tabla Docente y una de Horario y si se cumple que Cod

_asig =

Num_asig, se combinan las filas. Por ejemplo, la primera fila de la tabla Docente coincide con

la cuarta fila de la tabla Horario, es decir que, (Cod_asig = Num_asig = 224). Estas n—tuplas se

combinan escribiendo primero la de la tabla Docente seguida de la n—tupla de la tabla Horario

y eliminando los elementos iguales en los atributos especificados. Obteniéndose:

(Condori, Matematica, 224, M97, 17:00).

Esta operacion se expresa como: Docente [Cod_asig = Num_asig] Horario. La relacién obtenida

al ejecutar esta unidon se muestra en la siguiente tabla.

Tabla: Docente [Cod_asig = Num_asig] Horario

Profesor | Depto. Cod_asig | Aula Hora
Condori Matematica 224 M97 17:00
Condori Matematica 321 M76 11:45
Grageda | Quimica 675 Q46 18:45
Grageda | Quimica 876 Q90 19:30
Medina Fisica 345 FA8 10:30




Medina Fisica 598 F45 15:30

Pérez Informatica 378 111 14:00

En otras palabras, el operador unién produce a partir de dos relaciones una nueva relacién
combinando todas las n—tuplas de la primera relacién con todas las n—tuplas de la segunda
relacion.

Casi todas las consultas a una base de datos relacional requieren varias operaciones para

proporcionar la respuesta.
6.2.- UNA LISTA ENLAZADA ES UNA RELACION.

Mediante un ejemplo se evidenciard como una lista enlazada es una relacién.
Sea A un vector (matriz) de dimensidn N que contiene nombres de personas, los que fueron
colocados segun el orden de llegada, sea P otro vector de la misma dimensién para guardar la
direccion del siguiente nombre y sea X la variable que guarda la posicion en donde inicia la
tabla de nombres.

a) Si el orden en que llegan los nombres es: Maria, Juan, Ana, Pedro, Jaime ¢Cual es el valor

de la variable X y como quedarian los vectores Ay P?
b) éCual es el digrafo de la relacién formada por los vectores A, P y la variable X?
c) Supdngase que se dan de alta los nombres: Benito y Luis y se da de baja a Juan ¢Cémo

guedaria la informacidn en los vectores y cual es el digrafo?

Solucion de a)
Considérese que los vectores Ay P estan vacios y que la variable que indica el inicio de la lista
es X = * en donde * significa fin de la lista.

Al llegar el primer nombre los vectores quedan de la siguiente manera

A P
Maria 1) *

2
N

1

2

N

X=1

La variable X = 1 indica que el primer nombre de la lista esta en la posicion 1 del vector A. El *

en P indica que ya no hay mas nombres y ahi termina la lista.



Cuando llega el segundo nombre, los vectores tienen la siguiente informacion:

A P
Maria 1) *
Juan 21

N

X=2

Como el nombre Juan se coloca alfabéticamente antes que Maria, ahora la variable que indica
el inicio de la lista apunta a la posicién de ese nombre X= 2. En esa posicidon pero para el
arreglo P, se coloca el nimero 1 que indica que la posicidn del siguiente nombre a recorrer
esta en la posicion 1 del vector Ay el * en P significa que ahi termina la lista.

Al agregar los nombres de Ana, Pedro y Jaime los vectores quedan como se muestra a

continuacion:

A P
Maria 114
Juan 21
Ana 3 5

4
Pedro *
5
Jaime 2
N
12345



Obsérvese que al colocar la informacién de esta forma es posible recorrerla en orden
alfabético, permitiendo asi un acceso mas rapido. El primer nombre esta en la posicidon 3 (X =3
en el vector A), el que le sigue estd en la posicion 5 (Jaime) como lo indica el vector P. El que le
sigue en la posicion 2 (Juan) como lo indica el vector P y asi sucesivamente hasta llegar al final
de la lista indicado por *.

En el contexto de Estructura de Datos esta manera de arreglar la informacion se conoce como
lista enlazada, ya que tiene la ventaja de que cuando se busque algo se encuentre de manera
mas eficiente. Por ejemplo si se busca el nombre de Jaime se encontrara en el segundo paso,
ya que esta inmediatamente después de Ana y no es necesario recorrer toda la lista. Si se
buscara un nombre que no existe en el vector, por ejemplo Carlos, y si se hiciera un programa
que ademds de recorrer la informacién, comparara alfabéticamente los nombres, en el
segundo paso se mandaria el mensaje de que Carlos no esta en la lista.

Esta lista enlazada es una relacidn en la que los nodos son los nombres de las personas y la
flecha que relaciona los nodos es la informacidn del arreglo P. Ademds de que se indica en

dénde comienza el recorrido de la informacion.

Solucién de b)

Solucién de c)

Debe considerarse que cada vez que se da de alta un nuevo nombre (Benito y Luis), se llevan a
cabo los ajustes necesarios en los apuntadores y cuando se da de baja a alguna persona
simplemente se realiza la desconexion correspondiente (Juan).

Después de dar de alta los nombres de Benito y Luis, y de baja el de Juan, los vectores quedan

de la siguiente manera:

A P
Maria 1 4
Juan 21
Ana 3 6
Pedro 4l




Jaime 5|7
Benito 65
Luis 71
N
12
34567

X=3

Por otro lado el digrafo queda de la siguiente manera:

En este digrafo se puede observar que al desconectar el nodo Juan, no tiene ninguna flecha
apuntando hacia él, y aunque él tiene una flecha que apunta hacia Maria ésta no importa ya
que ella no produce ningun efecto. Para no desperdiciar espacio en memoria se puede guardar
una lista de espacios disponibles y se pueden volver a ocupar cuando se necesiten, de forma
que al lugar en donde esta Juan se le pondria una marca y posteriormente se ocuparia ese
lugar para guardar otro nombre que se quisiera dar de alta.

Lo importante en este caso es observar que una lista enlazada es una relacién. Pero aunque en
los nodos solamente se presenta un dato, realmente puede ser el registro de un archivo o bien
una fila de una tabla en donde no solo se tenga el nombre de la persona, sino otros datos
como edad, direccién, cédigo postal, etc. De esta forma al llegar al nombre de una persona, se

puede acceder también a la informacién restante.



