Induceion matematica

INTRODUCCION
s ¢Cudl es la férmula de la suma de los »7 primeros enteros positivos impares? Las sumas de los pri-
Enlaces -~ meros impares positivos, paran = 1, 2, 3,4, 5, son
I=], 1+3=4 1+345=9,
F4+34+5+7=16, 1434547+ 8=15

A partir de estos valores, es razonable suponer que la suma de los i primeros enteros impares es
n®. Necesitamos un método para demostrar que esta suposicion es correcta, si es que realmente
lo es.

La induccion matemdtica es una técnica exiremadamente importanie que se puede utilizar
para demostrar enunciados de este tipo. Comeo veremos €n esta seccién y en capitulos siguientes,
la induccion matematica se usa para demostrar resuliados sobre una gran variedad de objetos dis-
tintos. Por ejemplo, se emplea para demostrar propiedades acerca de la complejidad de los algo-
ritmos, estudiar si son correctos ciertos tipos de programas de ordenador o tcoremas sobre grafos
y drboles, asi como un amplio abanico de identidades v desigualdades,

En esta seccidn describiremos cémo se puede utilizar la técnica de induccion matematica y
por qué es una téenica vilida de demostracion. Es muy importante dejar claro que la induccion ma-
temtica solo se puede aplicar en la demostracion de resultados que se han oblenido de alguna ot
forma. Vo es una herramienta para descubrir [ormulas o teoremas.,

Hay varios ¢jemplos interesantes de induccion matematica que pueden ayudarnos a recordar
cémo funciona este principio. Uno de éstos tiene que ver con un grupo de personas formando una
cola. Alguien le susurra un secreto al oitlo a la primera persona de [a cola, y cada persona le cuen-
i el secreto o la siguienie persona de la coln inmediatamente después de escucharlo, Sea Pin) la
proposicitn que afirma que la persona n conoce el secreto. Entonces, P{1) es verdadera, puesto que
alguien le ha contado el secreto a la primera persona de la cola; P(2) es verdadera, pues la prime-
ra persona revelo el secreto a la segunds; (3] es verdadera porque la segunda persona le cuenta el
secreto a la tercera, y asi sucesivamente, Esto se ilustra en la Figura 1. (Obviamente, se ha su-
pucsto que cada persona transmite el secreto sin modificarlo, 1o que no suele ser cierto en la vida
normal!).

Otra forma de ilustrar el principio de induecion matemdtica es considerar una fila infinita de
fichas de domind colocadas de pie, etiquetadas con los mimeros 1. 2, 3, ..., n. Sea P(n) la propo-
sicion que afirma gue la ficha n se cae. Si cae 1a primera ficha, es decir, st P(1) es verdadera, v si
siempre que la ficha 7 se caiga también se cae la (n + 1), es decir, si P(r) — Pl + 1) es verdadera,
entonces se caerdn todas las fichas. Esto se ilustra en la Figura 2.
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Figura 1. Personas rransmitiendo un secreto. Figura 2. Tustracion usando lichas de dominé de
como funciona la téenica de induccion matemitica.

INDUCCION MATEMATICA

Muchos teoremas afirman que £(n1) es verdadera para todos los enteros positivos n, donde P(n) es
uia funcion proposicional o predicado como, por ejemplo, la sentencia 1+ 2+ + n=nin + 1)/2
0 la propiedad £ < 2, La induccién matemdtica es una téenica para demosirar esta clase de teore-
mas. En otras palabras, lo induecion materndtica se utiliza para demostrar proposiciones de la for-
ma Va P(n), donde el dominio es el conjunio de los enteros positivos.

Una demostrucion por induccién de que P(n) es verdadera para todo entero positivo n con-
siste en dos posos:



PASO BRASE: Se muestra que la proposicion P(1) es verdadera,

PASO DE INDUCCION: Se mucsita que 1a implicacion P(&) — (4 + 1) es verdadera para todo
entero positivo &.

Aqui, Ia sentencia P'(£) para un entero positivo fijo £ se denoming hipotesis de induceion. Cuan-
do se completan los dos pasos de una demostracién por induccién matemdatica, hemos demostra-
do que P(n) es verdadera para todos los enteros positivos n: esto es, hemos visto que Van Pin) es
verdadera,

Expresado como regla de inferencia, esta téenica de demostracion se puede enunciar como sigue:

[P AWK (PK) — Pk + 1))] — Vi P(r).

Debido a la importancia de la induccion matemitica, vale la pena explicar en detalle los pasos de
tna demostracion utilizando csta téenica. Lo primere que tenemos due hacer para demostrar que
P(n) ¢s verdadera para todo entero positivo n es mostrar que F{ 1) es verdadera. Esto no es més que
mostrar que la sentencia particular obtenida al sustituir n por | en Pn) es verdadera. Luego. de-
bemos demostrar que P{k) — P& + 1) es verdadera para todo entero positivo &, Para demostrar
que esta implicacion ¢s verdadera para todo entero positive &, necesilamos moslrar que
Pk + 1) no puede ser falsa cuando P(k) es verdadera. Esto se puede hacer suponiendo que P(k) es
verdadera y mostrando que bajo esta hipdtesis P(k + 1) debe ser también verdadera.

Observacion: |En una demostracion por induccion matemitica no se supone que P(k) es verdadera
para todos los enteros positivos! Solo se muestra que 51 se supone que P(k) es verdadera, efitonces
P(k + 1) es también verdadera. Por tanto, una demostracion por inddecion no es un caso de razo-
namiento circular.

Cuando se usa la induccion matemdtica para demosirar un teorerma, vemos primero que P(1) es
verdadera. Luego sabemos que /7(2) es verdudera. puesto que P(1) implica P(2). Lucgo sabemos
que P(3) es verdadera, puesto que P(2) implica P(3). Continuando del mismo modo, vemos que
P(n) es verdadera para todo entero positivo m.

EJEMPLOS DE DEMOSTRACIONES POR INDUCCION

hojices Yamos a ver diversos ejemplos que ilustran coma se demuestran feoremas mediante la téenica de in-

duccion matemitica. Empezaremos demostrando una f6rmula para la suma de los n primeros enteros

positivos impares. (Muchos de los teoremas que demostramos por induccién en esta seccion se pue-

Ejemplos den demosirar también por otros métodos. No obstante, en general, vale 1a pena intentar demostrar un
aliconales— yeorema de varias maneras distintas, puesto que alguna de ellas puede en ocasiones fallar).

EJEMPLO 1 Usa el método de induccitn matemdtica para demostrar que la suma de los # primeros enteros po-
silivos impares ¢s 1.

Solucion: Sea P(n) la proposicién que afirma que la suma de los n primeros enteros positivos im-
pares es #”. En primer lugar, debemos completar el caso base: debemos verificar que (1) s ver-
dadera. Luego. llevaremos a cabo el paso de induccion, esto es, debemos mosirar que Plk + 1) es
verdadera cuando se supone que £(k) es verdadera.

PASO BASE: P(1) afirma que la suma del primer entero impar es 1%, Esto es cierto, puesto que el
primer entero positive impares 1.

PASO DE INDUCCION: Para completar el paso de induccion debemos demostrar que la propo-
sicion P(k) — Ptk + 1) es verdadera para todo entero positive k. Para hacer esto, Supongamos que
P (k) es verdadera para un entero positivo &, esto es.

143494 +2k-D=k
[Observa que el &-¢simo entero positivo impar es (2k — 1), ya que este entero se obtiene sumando

2 un total de k — 1 veces a 1]. Debemos demostrar que P& + 1) es verdadera, suponiendo que P(£)
es verdadera. Ten en cuenta que P(k + 1) es la sentencia que afirma que

T4+34+53+. +(2k=D+ 28+ D=(k+ 1),



Por tanto, suponiendo que P(k) es verdadera, se sigue que

1+3+54+2k-D+2k+ 1) =[1+3+-+Ck=-1)]+2k+1)
=K+ (2k+ 1)
=k +2%+1
=(k+ 1),

Esto muesira que P{k) — Pk + 1). Observa que hemos usado la hipdtesis de induccion Pik) en la

segunda igualdad para reemplazar la suma de los primeros £ enteros positivos impares por A7,
Puesto que P(1) es verdadera y que P(k) — P(k + 1) también lo es para todo entero positivo k, €l

principio de induccion matematica muestra que P(n) es verdadera para todo entero positivo 1. <

En el Ejemplo 2 utilizamos el principio de induccién para demostrar una desigualdad,

EJEMPLO 2 Usa ¢l método de induecidn para demostrar la desigualdad
e

para todo entero positivo n.
Solucidn: Sea P(n) la proposicion «n <2,
PASO BASE: P{1) es verdadera, puesto que 1 <2/ =2,

PASO DE INDUCCION: Suponemos que (k) es verdadera para el entero positivo &, Esto es, su-
ponemos que & < 2%, Necesitamos demostrar que P(k + 1) es verdadera. Tenemos que ver que & +
I < 2**". Sumando | en ambos lados de la desigualdad £ < 2', y teniendo en cuenta que 1 < 2% te-
nemas

kot L2 1 <204 2800,
Hemos demostrado que P(k + 1) es verdadera, es decir, que & + 1 < 24!, basdndonos en la supo-
sicidn de que Pk} es verdadera. Se ha completado el paso de induccidn.

Por tanto, por ¢l principio de induccién matemitica, se ha demostrado que » < 2" para todo n
positivo. <



EJEMPLO 3  Uiiliza el método de induccién para demostrar que n' — m es divisible por 3 siempre que n sea un
entero positivo.

Solucion: Para construir la demostracion, definamos PO como la sentencia <’ — i es divisible por 3»,
PASO BASE: P(1) es verdadera, puesto que 1’ — 1 = 0 es divisible por 3.

PASO DE INDUCCION: Suponemos que P(k) es verdadera, esto es, que &* — k es divisible por 3,
Debemos mostrar que POk + 1) es verdadera, esto es, tenemos que demaostrar que (6 + 1 - (k+ 1)
es divisible por 3. Observa que

(k1P - (k+ )=+ +3k+Li=(k+ 1)
=K -+ N2+ 5.

Como los dos términes de esta suma son divisibles por 3 (el primero por la suposicion del paso de
induccion y el segundo porque es Lres veces un entero), se sigue que (A + 1) — (A + 1) también es
divisible por 3. Esto completa ¢l pase de induccion. Por tanto, por el principio de induccion ma-
tematica, /2° - n es divisible por 3 para tedo 7 entero positivo, ]

A weces necesitamos demostrar que Pin) es verdadera para n=»50, b+ 1. b+ 2, ... donde b es un
entero diferente a 1. Para ello se puede utilizar el principio de induceion sin mas que cambiar el paso
base. Por ejemplo, consideremos el Ejemplo 4, que demuestra que una formula es valida para todos
los enteros no negativos, por lo que necesitamos demostrar que Pin) es verdadera paran =0, 1,2, ..

EJEMPLO 4 Usa ¢l método de induccion para demostrar que
L4222 p - M =20 ]

pard lodes 108 enteros i no negativos.

Solucion: Sea P(n) la proposicion que afirma gque esta formula es correcta para cl entero a,

PASO BASE: P(0)es verdadera, puestoque 2= | =2'— 1.

PASO DE INDUCCION: Suponemos que P(k) es verdadera. Para llevar a cabo el paso de in-
duccion usando esta suposicion, se debe demostrar que P(k + 1) es verdadera, es decir, .

bk 2P e R I ZP = 2P

Utilizanido Ia hipdtesis de induceion F{i). se sigue que

142+ 20 e 2120 1 2 0] 3 20 Do 4 20y DR
= -+ i+

Con esto se finaliza ¢] paso de induccidn, lo que completa la demostracidn, A

Come s¢ ve en cl Ejemplo 4, para demostrar que P(17) es verdadera paran=b, p+ 1.5+ 2. ..,
donde & cs un entero diferente de 1, empleando ¢l principio de induccion masemdtica, mostraros
que I'(B) es verdadera (el paso base) y entonces demostramoes gue la imphcacsion A5 — P A~ 1) es
verdadera para x =&, b+ 1,6 = 2. . (el paso de induccion). Ten en cuenta gue & puede ser negativo,
cero o positivo. [laciendo una analogia con el ¢jemplo de las fichas de domind que se vio antes, ina-
gina que empezamas derribande la ficha que estd en le posicién # (¢l paso base) y cada una de las -
chas que cae va deribando la siguiente (¢l paso de mduccitn). Dejamos al lector el demostrar que
esia forma de induccion es vilida (véase el Problema 70),

La formula dada en el Ejemplo 4 ¢ un caso especial de un resultado peneral pava la suma de
Enminos dz una progresion gromérica (Temena | de fa Seecion 3.2). Usarsmwos el snncipic de
induccion mutemitica para proporcionat una demostracion alten dtiva aesia [Onmula.



EJEMPLO S Suma de una progresion geométrica Demuestra por induceidn esta férmula para la suma de un
numero finito de términos de una progresion geomeétrica:
Ll {R’ﬂH i
Yar' =a+ar+ar’ +--3ar’ = — cuandor= 1.
=M F==

Solucion: Para demostrar esta [ormula utilizando el principio de induccion, sea P(n) la proposicion
que afirma que esta formula es correcta para la suma de los primeros n + 1 [€nminos de una pro-
gresion geomerica.

PASO BASE: P(0) es verdadera, puesto que

ar—a

r—1

PASO DE INDUCCION: Supongamos que P(k) es verdadera, Esto es, supongamos que

4

2 { l"[J

@+ ar+ar” +-tar —'——'I—.
o

Para demostrar que esto implica que P& + 1) es verdadera, sumamos ar* " 'a ambos lades de la
ceuackon para ohtener

1

2 o
+art™,

2 & kil
gfarvart Fesgart yart =

Reescribiendo el lado derecho de 1a ecuacion, se ve que

Fa1 41 eSS 1Y 142
ar' —a y ar T —a  ar'"—ar™  ar™ -a

+art = + — —.,
r—1 =1 r—1 s |

Combinando estas dos iltimas ecuaciones, se hiene que
L]

0 k+2
2 k fe1 8 =4
ad-+ar+art +«o+art +ar :—I-.
r_



Esto muestra que si P(4) es verdadera, entonces P(k + 1) debe ser rambién verdadera. Asi. se com-

pleta el paso de induccion y se demuestra que la formula para la suma de los terminos de una se-
rie geométrica es correcta. <

Como se menciond anteriormenie, Lt [Grmula del Ejemplo 4 es la formula del Ejemplo 5 para
a=1yr=2 Ellector podrd verificar que ponicndo estos valores de a y r en la formula general se
obtiene la dada en ¢l Ejemplo 4.

El siguiente ejemplo demuestra una importante desigualdad para la suma de los inversos de
un conjunto de enteros positivos.

EJEMPLO 6 Una desigualdad para los niimeros arménicos  Los niimeros armonicos [, j = 1, 2, 3, ., s¢
definen como

Ha-:l+£+l+---+l_,
2 3 J

Por ejemplo:
S
H4:I+l+l+l—:2—'.
234 12

Usamos la induccion matemdtica para demostrar que

f
H,: 21+:.

para lodo MIM2ro eniero na Aegativo 1.

Solucion: Para llevar a cabo la demostracion, consideremos la proposicion Pin) que afirma que
a2 L +nl.

PASO BASE: P(() es verdadera, puestoque = Ho=H =1=1+ /2.

PASQ DE INDUCCION: Suporemos que P(k) es verdudera, por lo que H e 2 | + /2. Hemos de
demostrar que P(k + 1), que es la sentencia Hea 2~ + (£ + 1)/2, tiene que ser verdadera bajo esta
hipotesis de induccion. Se puede ver que

=l 1 | s : ,
Hoyp=l4+—4—+---4 pr e 44 —— definicion de namero armionico
= : 2 e -
=l +——+++ ;7 definicion de nimero armonico
S 2
Bl 1 l
4 Sl S Fe 5T por hindtesis de induceion
# ' ; T - =,
s ] E ——— pussioque hay 2 térinos mayores o iguales que /2
2y el
AT
72 [ B i b s
1 i
k+1
=]4+—-—
=

Esto completael paso de induccion de la demostracion. Por tanto, la desigualdad pard los NUmerns
armonices ¢s valida para todos Jos enteros 4 no negativos. -



(bservacidn: La desigualdad establecida musstirz que [a serie armonica

L |
e s
2 3 i

es una serie infnita divergente. Este es un ejemplo importante sobre el estudin de series infinitas

El Ejemplo 7 muestra como utilizar la mduccion matemdtica para verificar una férmula
para el nimero de subconjuntos de un conjunto finio.

EJEMPLO S Demuestra que si 4 es Un entero positivo,

23+t pg=nin+1)/2.

Solucion: Sea P(n) la proposicion que afinma que la suma de los m primeros enteros positivos es
i+ 1)f2. Debemos hacer dos cosas para demostrar que P(n) es verdadera paratodo n =1, 2, 3. ...

Debemas ver que P(1) es verdadera y que fa implicacion P(&) — P{k + 1) es verdadera para k= 1,
I

PASO BASE: P(1) es verdadera. puesto que 1 = 1(1 + 1)/2.
PASO DE INDUCCION: Supongamos que P(k) es verdadera, por lo que

1424+ 3+ —+k=kik+ 2.

Bajo esta hipdtesis, se debe demostrar que P(k + 1} es verdadera, es decir, que
14243+ =+k+k+D=k+Dtk+ D+ 1)2=(k+ I)k+2)2

es también verdadera, Sumando k + 1 a ambos lados de la ecuacién de P(k) se obtiene

14243+ +hk+(k+ D=kk+ D2+k+ 1)
= [(k/2) + L}k + 1)
= (k+ D)k +2)/2.

Esta dltima ecuacion muesira que Pk + 1) es verdadera, Esto completa el paso de induccion y la
demostracion. 4



EJEMPLO 9 Utiliza la induccion matemdtica para demostrar que 2" < a! para todo entero positivo » mayor o
igual que 4.

Solucion: Sea P(n) la proposicion que afirma que 2" < n!

PASO BASE: Parademostrar la desigualdad para n =4 se requiere que el paso base sea P(4). Qb-
serva que P(4) es verdadera, puesto que 2* = 16 < 4! = 24,

PASO DE INDUCCION: Supongamos que P(k) es verdadera. Esto es, supongamos que 2° < &!
Debemos demostrar que POk + 1) es verdadera, esto es, tenemos que demostrar que 24 < (K +.1)!
Multiplicando ambos lados de la desigualdad 2° < £! por 2. tenemos que
228 <24l
<(k+1) K&l
— (k+1)!
Lsto demuestra que Pk + 1) es verdadera cuando P(k) es verdadera, lo que completa el paso de in-

duccion de 1a demostracién. Por tanto, se ha demostrado que 27 < n! es verdadera para todo cntero g,
nzd <

EJEMPLO 10 Usa la induccién matematica para demaostrar la siguiente peneralizacion de una de las leyes de De
Morgan.

(Y =Us

F=1

para A A, . A subconjuntas del conjunto universal L y n = 2.
Sofucidn: Sea P(u) la identidad anterior para s conjuntos.

PASO BASE: La sentencia P(2) establece que 7714, = 4 U A, . Estaes una de las leyes de De
Margan: fue demostrada en la Seecion 1.7.

PASO DE INDUCCION: Supongamos que P(k) es verdadera. Esto es,

{
i=1
siempre que A A L .. A sean suheonjuntos del conjunto universal U Para llevar a cabo el paso de
induccion se d( b dcmosw'lr que si esia igualdad se cumple para & subconjuntos de U cualesquiera,

D_‘

D

debe ser tambien valida para £ + 1 subconjuntos de U. Supongamos que A, A, ... A, A, son
subconjuntos de [/, Si suponemos que se cumple la hipétesis de induccion, entonces
ek TR )
A =] N4, N4,
=l \ =1 )
L+l
=| [ 1A, |Y At porlaley de De Morgan
N\ = £
f ol 3
= ‘ U A, porhipéiess de induccidn
A=l
E+1___
={JA,
£=1
Esto completa la demostracion por induccion. -
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