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Supongaios gae ua depactamento tene 10 hombres y 15 42,
maijeres. (e cudnls manetas so puede formar una co
wisién de seis mieibros si debe huber nids wnjeres que

tombres? )
*43.

;Cudntas cadenas de bits contienen exactanicnle ocho

ceros y die unos si wlos los ceros deben ir sepuidos de

ur uao?

(Cudnias cadinas de bits conticngn exactanenie clico

ceros y catoree unos si fodos los cel
de dos wnos?

#44,

. ¢Cudnas cadenas de 10 bits contienen al wenos tres
unos y lres cerps? ~

;De cudnias formas se pueden elegir doce paises en las.
Naciones Unidas pars un consejo si se deben clegir 3 de
4 de un grupo de 57 y gl resto de

endre un grupo de A5,
entie los restuniles 69 paises?

tudntas placas de matcicula formudas por tres letas
seguidas de res digitos hay que no tengan letas i dig

103 repetid
4ty gD cuinias formas ge pucden sentar seis pevsonas alre-
dedor de una mesa i las posiciones se consideran indis
“Ainguibles cuando 10dos 1os comensales tienen a ambos

caliallos si son posibles log empates? (Mera: Pucden em-

putar dos 0 g eabiatlos

Coelicientes bioomiales

Recueno 303

¢ De cudntas formas puede lerminar uia Carrera con cui-
tro cabalos si son posibles os cmpates? (Nota: Pueden
empatar dos o mas caballos).

Hay seis corredores en 1a salida de una carrera-de 100 me-
1ros lisos. jDe cudntas formas se pueden repartis las tres
smedallas si se pueden producir empates? (B conedor o
cortedores que terfinan en privaér lugar yeciben medallas
de oro, el corredor o cor
de exactamente un corredor reciben medallas de'plata, y
el corredor o coredotes que terminan por detras de exac-
tament dos corredores reciben medallas de bronee)

dores que terminan por dewds

Supongamos que se uliliza el siguiente procedinento
para desempatar en la final de un campeonato de fitbol.
Cada eguipo selecciona cinco jugadores con un orden
establecido. Cada uno de ellos tira un penalti, de fornia
que un jugador del primer equipn ¢s seguido de o juga-
dor del segando equipo, siguiendo el orden establecido.

-Si el resultado connnta empatado después de estos diez

lanzamientos, se repile ¢f proceso. Si el resultado vuelve
a eslar epnpatado despuds de 20 lanzamicntos, se pasa a
un procedimiento de muerte sibik, en ¢l que el primer
¢quipo que marca y no recibe un gol en ia misma ronda
sy el campreonato.

4) ¢De owdntas formas se pucde desanollar ef descnpate
Si se tertaing e Ja primera yonda de penaltis, sabiendo
que la ronda se termina cuando cs iposible que
equipo liegue a igualar el nimero de golas del otro?

“Jados a las inismas personas? b) sDe cudintas formas se puede desarroblur el deserpa-
e si se termina en L segundi ronda de penalis?
41406 cudntas formas pucds (Grminar na carera con res ) ¢De cudntas fornas se pucde desanollar el deserpa-

ie si se ferming antes de lu sexia ronda de la muerie
stbita?

Pal y como se obseryvd on ta Seccidn 4.3, el mimero de rcombinaciones de un conjunto de r ele-

TRRORARRORRDR D

SRRARARARAD

S

RADRRALAD

menng <6 denolra menudo cemo (), Tste nimero se conoee tarabidn como coeliciente hinomial
o

P ¢ parue sparece comorcosticiente en el dessmollo de a expresion (« + by'. T estassccidn voromos =
el Vevrema ded Einoniio, que proposciena el desarollo de L powncia antedor en rpinos de po-

tencias de gy b y-unos ciertos coeficientes, que son fos coeticientes binomiales. Dareisos una de-
mostracion combinaoria de este leorema y veremos cémo se pueden utilizar las dewsustaciones
b algunas de las machas identidades en las que apatecen coeficiontes ¥

combinatorias para cstables
binomiules

L BINOMIO

TTEOREMA D

El ieoréid délbinoio proporcioua los coslicientes del desamolio de potencias de expresiones bi- E
nominles. Una expresion binoraial ey sirplemente la suma de dos erminos, por ejemplo, 3 -+ y.
(Los términos pueden ser productos de constanies y variables, pero eso ne nos inferesa en esie mo-
wento). ELEjempla 1 mnestr por qué sé verifica este (coreina,

anaNRRRRRRRR R D R
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304 Matematica discreta y sus aplicacioncs .

EMPLO 1

TEOREMA'1

CJEMPLO 2

einpl
dicii

L IEMPEG 3

Fi desarrolio de (x + y)? se pricde determinar wtitizando razonamientos de tipo combinatorio en 1
a7 de realizar la multiplicacion de los tres térmirios. Cuantlo se desarrolla fa expresion (x + y)b

x4+ y)(x+ (X +y), se suman los términos oblenidos como producto de ud término de cada
de los tres factores de la forma (x -+ y). Por tanto, aparecen érminos de la forma x*, Xy, xp? ¢33
Para obtener un (érmino de la fornta 17, se.debe escoger el 1éfmino ¥ de cada uno de los tres facy
fotes, v es10 se puede hacer de una {imica forma. Por tanto, el coeficiente de x* en el desarrollo |'"3
dré coeficiente 1. Para oblener un término dé la forma £7y, s¢ debe escoger of término v en dos d
{os tres factores (y, por tanto, el término y en el otro factor, Por tanto, e} ndmero de fales témino;
es el mimero de 2-combinaciones de tres objetos, es dec '7). De manera similar, ¢l niimero de 6
minos de Ta forma xy* es el nimero de formas de tomar un téemino x de una de las tres sumas (3
por tanto, el término y en Jos otros dos factores). Fsto se puede hacer de (7) maneras.
sinica forma de obtener un término de ta forma ' es escoger el término y en cada uno de Jos tre
factores, y esto se puede hacer de una tnica forma. Par-tanlo, tenemos que

(x+y)?

(x4 ¥y + y)(x +y) = (b ay o+ ya W +y)
Sox XXy XX R XYY Y0 Yxy e+ Yy
25043y 3t + ! ;

A continuacién se enuncia el Teotema del Binomio:

Demostracién: Daremos una demostracion combinatoria det resuliado. Los términos de
1o son de la forma x*y/ para f = 0, 1,2, ..., n. Para contar el nfimer de términos de [ forma
i Atic escoget n
yger Ta ¥, Por tantos cf

para cietto j, obsérvese que para ohtencr un término de esta forma s nece
minos x de entre 1os n factores (y pot tanto, €n {os restanics j tErminos
coeliciente de x™7y/ es ("), que es igual () Bsto demuestaa el eorema. <l

Fin los siguientes ejemplos s¢ muestra el uso del Teoroma del Binomio.

;Cudl es el desarrolto de (x + W

Solucion: Segin el Teorema del Binomio; se tizne (ue

4 A -
ety = oy
Tl

v

o)l

“axTy

;Cul es cf caeficiente de x'7y en el de

Sohwién: Segin el Teorema del Binomio, s ticne que este cocficiente es

)

~2 5,200,300,
2
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-
B EBJEMPLO 4 Cudl es el coef nle dewy™ en ) desarrolio de (26 3yy257
- ;s . ¥
Solucion: Obséryvese e esia expresion se puede escribir (2x+ (=3y)y5, Segin el Teorema del Bi-
NOMIO, se.liene que . .
35 - 8(25 2
Qut(=3y)* = L( ; )(2,\ V(=3
: = ;
Por taiio, el coefiticnte de Y213 o ol de,

sanollo anterior se obiione cuando j = 13, ¢s deciy,

25 5t
Tlol2lqns 12413
(”)l_ =3 13”2‘2 3%

Los siguientes corolarios
mosivar algunas identidade

-«

muestran como se
28 dliles,

puede utitizar el Teoremng def Binomio para de-

Demostraciin:. Utilizando el Teorera del Binomiv conzx = 1 ¢ ¥ =1, vemos que 7

“ 2 i n 24 'n 5 p

2" = (L) s (Jl*l"" }4( J . z
ik ] k) e i

Porianto, hemo

s concluido lu demostracio,

B

También existe una bonita demosirucicn combinatotia'dei Corolario L, que presentamos a
corlinu

Degiostractin: Un conjunie de n cleric

Ueng bie elotpentds, bien un ¢

IHOS tiene un total de 2v subconjuntos. Cada subconjunto
siil

menin, bien dos elementog

-0 bien n elementos, Huy (7} LA
LIIATOS COR Cero Elementos, (5 subconjusitos con eleinento, (4) subconjuntos con dos ele- 4
mentos, .y (%) sit Hntos con n eleiientos. Por tanto, :"
H
)

<
)

“(

e el adinefo il de sy

vnjumas de un conjunto de n clementos. B

sto demuestia que

1

B S .

)

1

Demosiraciin: s

it el 'Fcuwm’a del Binomio, se licne ue
afn i fn ¢
2.(,,)(-—1)*1" fa L(,]H)*.

praxy £=d\K 3

. P
Eisto deniuestra 6l cop olario,

0= 0% ((- 1) 4 1 o
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Qbservacic | Cotolario 2 implica que

LR

it

L5005

COROLARIO 3

Demostracién: Obsérvese que el lado izquicrdo de’ cf;hﬂ'(jmmla es ¢f desarrollo de (J + 2) que
proporciona ef Teorema del Binomio. Por tanto, se tienc que

o N
M) yrrgk s LAPYY . % Vg
i3 :

(1+2)"

de donde
2 ( )ﬁ 3 <
& : .

DE PASCAL

TRIANGULO Y LA IDENTIDA

. muchas jdentidades disintas. A contionacidn presentamos

TEOREMA 2

Sea e un clement

Demostracidn: Supongamos gue T es un conjunto de # + 1 clemientos
ysea § =T~ {a}. Obsérvese que hay ("4') subconjuntos de & elementos £ 7. 5in embargo, uit
subconjunto de # clementos de T bien contiene al clemento ¢ junio con ofrg -1 elemeritos de §
© hicn contiene: & elementos de § y no conliene al clemento o, Come by ") mconuntos de

~ | elementos de S, hay (," ) subconjuntos de k clementos de T que contiencn al elemento d.
MJ(* nés, como bay (}) mbwluuntm de § de k elementos, hay tambidn () subconjuntos de b elo-
mentos de T que no contienen al elemento «. Pov tanto,

& D

BLAISE PASCAL (1623-1662)  Blaise Pascal dio tamestras de su takentn a edad muy tempeana, a pos de que s
- quie habia hecho algunos desctrinientos en geometria analitica, intentd masenet los fibros de matesriticas lejos d E
cance para intentar que.desagrollara otros inferescs. A los dieciséis aftos Pascal realizd un importante d w:uluummvm sabre §
3 . fas secciones conicis. A los dicciocho disefié una m [m‘ndr cular, que constrnyd y vendis, 1 junlo zo p
5 establecis los fndamentos de Ja teoria de fa probabilidicd. Ko su trabajo hizo deseubrivvientos sobre o lwr\hm’\\r conoce |
como el tridngulo de Pascal. B 1654 abandond sus tzabajos erf maten s paca dodicarsé o 1o teolopia. Despucs de esfo, E
6l en una ocasién volvin a trabajar en matemdticas, Unia noche, desvelade por un severo dolor de m ¢ i

1o aseal interpreid cormo

tudiando las propiedudes de ta cicloide. De forma milaprosa, st dolor se alivis, |
aprobacién divina dc sus trabajos de matemsticas

'

T T

G
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)
gura b Bl widngalo de Puscal

Observacion: Se ha dudo una denostracién combinatoria de la-identidad-de Paseal, Tanibié

puede-demostrar esta identidad realizando manipulaciones algebraicas en la formula de () (véase
el Problema 19 al finul de esiu seccidn).

Cbservacion: Laidentidad de Pascal, junio con lus condiciones iniciales =1 para lodos
los enteros n, se puieden utilizar pira definir de foma recursiva los cocficientes binomisles. Bsta
definicion recursiva es Giil en ef cileuto de los coeficientes bivomiales, ya que al ulitizarla solo se
reatisan smoas de ddmends enteros. .

Livigdentidad de Paseal es 1 base para ordenar do nunera geométrica los coelicientes bino-
mlales e i wiangolo, como se muestra on la gura L

La fila a-€siu ded tidugulo estd formada por los coeficientes binomiales ’

(J; =0,1.n.

Culingulo seconoce so

‘Eigado de Pascal. La identidud de Pascal demuesira que coag-
fales adyacentes, se.obticne el coeficiente de Ju siguienie fila

iy ian dos coniivis

cnctientra e

ALGUNAS GTRAS IDENTIDADES
ENTRE COEFICHENTRS RINOMIALR,

: Coneluunos esta s
" que saiistacen Joy
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S a combinatoria; el studio de las posibles agriipatiofnies de obfetos; ¢s v parté mpotiite
; de: la-matemdtica discreta; Su estudio sistemalicl, Colrienzo cit. el siglo xvii.cuando. ge-

< rminada caraclerfstic:

1 Fundamentos de combinatoria

tecuenio

plantearon problenyas combiiatorios en el estudioade s jucs
de abijetos que verifican ciertas propiie

s de azar. Conlarel name

ades es una patte impotiinte de o combinatoria, pués se né-
cesita para yesolver’ problemas de muy diversos tipos. Porejemplo, hiay que contar para deténminis
la coinplejidad de dn algoriuno: También liay que e ¢ para determinar 8 hay:sufic

cafes

nieros de teldfvne o sificientes direccinies T8 para satistacer fa deimands de los misnios Adeén

lag téenic

s combintoniag 56 ulilizan constanicticnte dl calcular probabilidades de sutesos:
4 Las reglas basicds pard conlar, que éstudiaremos en fa Seccidn 4.1, pheden fesolyer ni pr
variedad de problemas. Por ciemplo, podemos usar estas reglas pard determinar fa canlidiil de ait

- meros deteléfono en i pafs, fas contraseiias permitidad on un sistema infoimatico 3 lng diférei
tes posicioncs en fas que unos corredures pueden acabin aia carrera: Otra itiipertante heridniten
fa combinatoria es el principio del palomar, que-esiudiaicnios e 14,5
§1 unios-objetos se¢ colocan en Cajas v hay mnds objetog que cajas
ticiis ) menos dos objetos. Por ejemplo. podemos usar asts PERCIpio para mostrarqiie 6 in i
junto de quince o.mds estadiaites.al meos (es hay acido en ol misio di de bt seni
Podemos interpretar imichas pioblemas combinalorios e
denadas o desordenadas de los

 estobléee (i
entonces liny Gna-caja.que o

dominoside las agrigiicions
slos eleieiitos deé wi canfunto. Jistas agrupaciones, Haoidas pietniita
ciones y combinaciones, aparecen én.in eihn o de prsblemas Dor ejempld; § I
loscici (inalistds de vifa opos ald que sepicsentait dodinik peisona
quete; Podensos entiner apos de cien personas que serdn: invitados 'y tam
distintas. forinag eii que-pireden ol > Jos diez priineros puestass 7 s 0
o problima corubilialorio ¢s 1 yencracion de todas posibles agrpacton
=Fst0 &8 Ladtante Aniportante e Siilicion conipuladionat Diésapratliie
A genetr agropaciones de difercptes pOS.TL T RS o

sénr invil

bic

finos algoiiim

INTRODUCCION

rocters. Cadd vog de dis, il
T digito o vina letra def aifibiety, Cada contraseria dehe canitenor al me BE A
Cudnias po contraselins existen? In esta seccion intraducitemos las téenie
necesarias para responder esta cuestion y avina amplia variedad de problémas combinatoring;

Log problemas combinatorios surgen muy a menuda en matemdticas yeei informitita. Poss
gjetuplo, henos de contar fos resitltados favorables de un experimentoy.odos los resuliadi
sibles de dicho experimenito para determivar big probabilidaes dé sucesos discretos. Necesitdmns
confar el ndero de opericiones que realiza un algoriimo para estidiar su complejidacl, 4

i esta seccién introducitemos Ias técnicas bisicas de recucnio. Tistos mélodos son Basicos:
para cagi todas 1ni téevica

Una confrageiia de b sistema dnformidlico consisic en seis, ficte u ocho ¢
chos caracieres detic

nos an dipgito,

combinatoriag.

ANl
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280 Matemdtica discrela y sns aplicaci

PRINCIPIOS

Presentaremos dos principios basicos de combinatoria, la regla del producto y 1a regla-i
. Mostraremos cémo pueden ser utitizados para resolver muchos problemas cnmlfmatolﬂp'
cnando una tarea se compone de diferentes pait

BASICOS DE RECU

—

Bl

g

4 :vmu@; Guet
e gelilizi 1o prilt
o haya'sido realiza

o g . el
dieioilles Los ejemplos 1-9 muestran e6mo usar la regla del producto.

FJEMPLO 1 Se quiere ctiquetar 1as butacas de un anditorio con una letra y un nimero eatera positivo mendr,

ignal que 100. ; Cual es cf maximo nimero de hutacas a las que se puede asignar itz eligueta di
5
1

lerente?

£ :

4 Selucisn.. Bl proceso de etignetar.una butaca consisic en dos tureas: asignarle una de las 26 lo

) ~ del alfabeto y fuego asignatle uno de los 100 posibles nimeros. Se uin la regla del producto T
© 26 100 = 2.600 formas difercntes de etiguctar una butaca, Por tanto, el maximo mimero de b

< tacas que prede haber cop ctiquela diferente es 2.600. ?

* :
: s JKIEMPLO 2 Enuna sata hay 32 ordenadores. Cada ordenador tiene 24 puertos. (Cudntos puertos difereutes hay
% en la sata?

& Solucion: Latatea de clegir un puerto se puede dividir en dos (areas cons niivas: primero s
p Jeccionar un ordenador y fuego seleccionar o puerto de dicho ordenador. Como hay 32 posibl
elecciones de ordenador y 24 posibles elecciones de puerto, independicntemente del ordenador g
se haya elegido, fa regla det producto dice gue hay 32 - 24 =768 puertos

o

A menudo §e utiliza una version ampliada de la regla del producto. Supongamos que una

Tea reqiere Tie T i T, Silatarca”; puede hacerse de 1, for
imas después de haber realizado Jas tareas T, y T, entonces hay i, -, - o formas d
- completar la tarca. Esta version de la regla del producto puede demostearse pot el principio de in
duceion matematica a partir de Ia regla del producto para dos tareas (véase el Problema 56 al final

i0n)

ivarnente las (area:

e

de Ja s
FJEMPLO 3 Cudntas cadenas de bits diferentes hay con lopgitud 77
Solucidn: Cada \:nm de los 7 hits se pueden elepir de dos formas, pues cada bites bien 0 o bien L

= 128 cadenas de bits diferentes cot
K

Por tanto, en virtid de Ia regha del producto, hay un tofal de 2
fongitnd 7.

para e

EIEMPLO 4 (Cudntas matricilas estdn digponibles si cada una conticne tna serie de tres letras scguida de be
4 prohibida aunque sea malsonante)?

Jigilos (y ninguna secnencia de Tetras exl

) Solucisn: Hay 20 posibilidades para cada unit de las tres letras y diez pos
de los ires digitos. Por tanto. por la regla del producto se verifica que hay un total
26262610+ 10+ 10 = 17.576.000 placas posihles.

dades para cada uno
du

posibitidades

Funciones  Cudntas funciones se pueden delinir de pn conjunto de m elementos (dominio) &
ot conjanto de 7 elementos (imagen)? 2

Solncicn: Una funcion se corresponde con fa cleceion de nno de los 7 elementos del conjunto na-
da wno de los m clementos del domsinio. Por tanto, por Ja regla del producto hay *

gen para ¢
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o garantizar que cuaino ordeadores aalesiuier puedan
T puccder €n 10d0 MO0 & CUANO rpresors distintas.
Jusiifica li respuesta.

)
i X . .
H5. Deternina ol menor nibicro de cables necesarios para
" concetar 100 ordenadores a 20-impresoras i 5¢ quicte
* garutizar que 20 ordonadores cualesquicra pueden ac-

¢ en fodo momento 120 impresoras distintas. Justi-

! cedes
“ fica la respuesti

. Demucshra gue en una Nesta 4 fa que asisien al wenos
dos invitados kiaty al renos dos personias que conocen al
misino nimero de inviados

Un luchador es campedn durante un perivdo de 75 ho-
Jus, il uchador ha pasticipado al aienos en un combate
5 combates en tolul,

1 hora, pero wo en mas de |
Demuestya (que existe v nipicto de oras conseeulivis
e fas que e luchidor participd ea exictanmante 24 com-
bates.

Sigue sicado cierta afivmacion del problema anerior
)24 por

<) 257 a) a7

§i se cambia el wine
W 2 by 23

T, donde Sy T

Preaestra que si / es wna funcion de S ¢
son conjuntos fndtos y m =[S, exisien al menos m
anentos de S enya inagen es ekmisimo clemento de T,

o
e deir, detnuesiri Gue E3isten B elencnlos s, ¥, . 3,,

de § fules que fis ) = fls,) = - = fls,)

1.

Permutaciones y combinuaciones

R e £

Rewncuto 297

a dieiie una direc-

Eu cierta calle hay 51 casas, Cada
cion enire-1.O0U y 1099, ambos Laclusive, Demuestra
1S que SN ente

que al menos dos casas tienen ditec
108 CONSCCUVOS,

Sea x un nimero irracional. Demuesira que para algin
entero positivo j menor o igtal que 1, el valor absoluio de
Ju diferencia entre jv y el ente1o mas cercano a x es me-
ner que 1n

Sean #
e
pasa ulgln £,i=1,2
008 71, Objetos.

n, enieros positives. Demuestra que sin, +
ilonces

1+ 1 objeios se colocan en  cajas,
..o 1, la caja i-Esima contiene al ine-

. En este problema se deseribe wia demuosuacion del Feo-

remna 3 basada en el principio del palotar generalizado
La notacién titizada cs la misma que la ewpleadi en la
demostracion del 16x10.

a) Supougamos que i < xpaak=1,2, ., it 1. Ulitiza

e principio del palomar generatizado para demostrar

Gque existen i+ 1 Eminos gy, a0 g  lates que 4
=i, donde 15k, <k :

i :
Demuestia gile g >, paa = 1,2 " ndica-
cidn: Supon que ¢, <@, |y derucstia que esio i
Plica que i, >4, , 1o queex una contradiceion)

Uliliza los apariados () y (b) pars demustoar que si
1o liay ninguna substcosion crecienie de longiud
2+ 1, debe haber algus subsucesion decreciente

b,

con esa longitud.

INTRODUCCION

fista ordena
desartolipremos mélodos |

i parficdos de individia

O PERMUTACIONES

i « Entades Nos inleresaiin fus poii

5 que tomrdn: parte en ti climaoru y fas dife
s Lo pencrad, se iroduci
e objetos de,un conjuino fisito.

L do distintos objeros y listag prdenadas

Supongarios que ui cquipo de lenis estd fortado por diez jugador

Lo e U Cotjuinio s¢ Huma ui F-pevisutackdn o v

Tl entienador deby selec-

B CIOBA i CINCG para jugar una elinhnitors cont oo cquipo. Adensds, el enirenudor debe dar una
4 de cuatrg jugadares para jugar los cuatio partidos de individuzles. Lo esta seceion
L contar os diferentes conjuntos (sin ordenar) de los chico jugadores
srentes Yistas odenadas de cuatro jugadores para fos

sicas para contar sciecciones ne ordenadis

i

Una permudacion de un conjunis de objetos distintos ¢s una ordenacion de esus objetos. Tumbién
Fles ordeniciones de un subconjunta de ellos. Una hstu ordenada de - ele-

acion de r etomenios.

s upa permutanion de 8. La tista 3,2 es una varia 1w cde dos ele

E

CMIPLA E SeaS=141,2, 3 Lalsa
1 mentos de S. 0
: 1l ndmera de r-penulaciones de it conjuito de n elemnentos se dencti Fla, r) y se puede caleu-
E fur utihizando laregla deb producto
‘ : 3
‘ e
»
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TEOREMA |

o Eiiptos
*adicioniles

EJEMPLO 2

EJEMPLO 3

EIEMPLO 4

CIEMPLO S

Demostracidn: El primer elemento de fa permutacion se puede escoger de i formas distintas, pi
el conjunto ticne 1 elementos. Hay 7 — | formias de escoger el segundo, ya que on ol conjunto qu
dan n— 1 elementos tras haber elegido el primero. De manera similar, bay 1 -2 formas de escog
el tercer elemento y, en general, hay n - (r— ) =n—r+ ( formas de escoger f elemento 7-Esiny
Por tanto, segtin la regla del producto, hay

- D —=2) - (n-r+ 1)

r-permulaciones en el conjunto.

Segiin el Teorema 1, se sigue que

Pln,ry=nn—-D(n~-2)--(n-r+0)= (
n-

n

nt

tin particular, obsérvese que P(r, n) = n! Los siguicnics ejemplos ilustran este resulfado,

un tota !dc lﬂf) comnrwmm’?

Solt
ger fos tres ganadores cs el niimero de listas ordenadas de tre

;. Cono se tiene en cuenta qué pesona gana cada premio, ef ndmero de formas de esco

tanto, la-respuesta es

P00, 3) = 100 - 99 - 98 = 970.200. R

Supnng:\mns que en una carrera toman la <.llx(h ocho corredores. ElLganador recibe la medaltla de
cada la de bronee: ¢ De cudntas formas d

Soluc
Lﬂ!l]!lll10 de 8. elcmcnms Por lanto, hay I’(\
dallas.

Supongamos que un viajante debe visitar ocho cindades diferentes. Debe jniciar su viaje en una
cindad prefijada, pero puede visitar las oteas sicle en cualguier ovden. jDeendntas formas distin-
tas puede organizar su viaje? '

Solucién: Bl mimero de recorridos entre las cindades e
junto de sicte elementos, ya que la primera ciudad w:[/v fi]
ordenar de cnalquier forma. Por tanto, hay 7! / G- 5432 | =5040 posibles tecorridos
para ¢l viajante. Si, por cjemplo, el vi isiera ot |I< ular rl recorridn méds corlo y tuviera que
caleular la distancia recorrida en todos cllos, jtendria que tener en cuenta wi fotal de 5.040 re
corridos!

da, pero Tas siete restanies se pneden

FH contienen Ta cadena ARC?

;Cudintas pertnutaciones de Ias letras ABCYL

Solucién: Como ls letras ABC deben aparccer de manera consecutiva, podemos enconirar la res-

puesta considerando el nimero de permulaciones de wiv conjunto de seis elorrenfos, a saber, el blo-

wstantes DL T T £, Como estos emenfos pusded

20 permutasiones de Jos fetras ARCDEFGH gne contie

apa

gue ABC y cada vna de las Jetras
new el

recer en cualquior orden, hay

Dlogue ABC.

clementos escogidos de un conjimien;

cl mimero de permntaciones de un cou- -
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COMBINACIONES

\
Unis i~combinacion de clementos de un conjunto es una seleccion sin ordenar de 7 elementos del
conjuno, es decir, un subconjunto de r elementos.

Seu S el conjunto {1,2,3,4}. Lntonces, {1, 3,4} es una 3-combinacion de § «

Tl ndmero de r-combinaciones de un conjunto de » elementos se denota por C, 1). Obsér-
vese que C{n, r) lambién se dehota (%), expresion que se denomina Coe nte binomia. En la
scién 4.4 veremos de dénde proviene esta tcrminologia,

C(4,2) = 6, ya qug las 2-combinacioies de {4, b, ¢, d} son los seis subconjuntos {a, b}, {a, ¢},
{a, d}, b, ch, (bod) ¥ (e, d) . X ]

paede caleular niilizanda la
reperiuta-

1 ntimero de r-combinaciones de un conjunto de 2 elemento:
formuby para el nimero de r-peronaciones del conjunio, Para elio, obsérvese que fa
ciones se obtienzn formando primero (odas las r-combinaciones posibles y consideruido, para cada
ordenaciones posibles. La demostracion del siguienie tevren, que pro-
u C(n, 1), estd basada en esta observacion.

vni de ellas, s difereni
porciona una forimula par

putaciones de un conjunio se pueden obtener formando las Cln, 1)
1ando los elementos de todas Jas for-

Demosiracion: Las r-y
u»mlun.\uunt del conjunto y, lmurmh una de ellas, ord
uas posibles, 4 linna operaciGn se puede hiacgr de Pz, r) formas y, por tanto,

Pl ) = C0L ) - PO

Hsto implica gue

r) 1./(/;/)7! l‘!()':"l)i.

sreria 2, awi

‘l w i, r) |u\. Cvadors graades den y e
ubia iy complicadu caando ebndinen no ¢
aritradea en coma lotante, Le 1drmuld ds
0. Fn la priciica, pava calcular Cs, 1) se simp
denominador 10§ €roinos comunes yue apae rollo de fos dos facloriales mayores
se multiplican fos nminos restantes del numer: divide por el faciorial pe-
queito del denominador. Muchas caleuladarus ticncn mu)rpomda una fupcién para caleulur di-
turaente COn 0

iendo expliciia, no es muy (6l ciando se (uicre
razdn ¢s qu feular el faciorial de un ndinero
euelio. Ademds, g1 ¢l dleulo se realiza utili-
orema 2 puede producir un imeto po ente
rula, cancelando en el nunierador y el

Tl Corolaio 1 mnuesi
ces yesuha Al
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DEFINICION L

EJEMPLO 8

E r.m.pu.e oy
iicianales';

IrPLO 9

FIERMPLC 10

cn que lag personas son seleccionadas es inelevanic. Sv;um ¢l Teorema 2. ¢l nimero de tales

aplicationas

Demostracidn:. Segin el Teorema 2,
'

C(n, @)=

1‘!(!1—/‘)!’

C(n,’ny—r)r

()t

Por tanto, C(n,r) = Cln, n = 7).

(n-rlin

vy

Bl Corolario | se puede demastrar también viendo que los dos lérminoes de la ecuaciai
cuentan el-mismo ndmero de abjetos de dos formas distintas. B Ia siguicnte definicion se describg
este impoitante tipo de demostracion.

as identidades en fas que aparecen coeficientes binomiales ym(‘(lm demostrarse nth?'m-
do una demostracion combinatoria comprobando que Tos dos (Erminos de la identidad (nf‘ntM
los mismos elementos, aungue de forma diferente. Vedamos iind prucba N-mbmalmn del »0—
rolario 1. : ;
Demostracién: Supongamos que S es un conjunto de n elementos. Todo subconjimto A de § con
7 elementos s corresponde con un subconjunto de § de 7~ 7 eleméntos, que es A. Por ant,
Cln.ry=Cln,n—r). | <]

e cudntas formas se pueden seleccionar
un equipo?

inco jugadares de.entre un grupo de dicz, para founar

Solucién: " La respuesta vienc dada por el nimero de S:combinaciones de un conjunto de diez ¢l
mentos. Segtin el Teorema 2, ¢l ndmero de tales combinaciones es

10t

(0, 5)= 252.

Stst

Un grupotde 30 persoias han sido entrenadas coma as
sidn tripulada a Maite, ;e cudntas formms se puede kf‘h\u(nmrmv 1 mmda
para fa migion (suponiendo que todos Jor miembros de 1o migidn reatizan Ia misma y‘”m)'«‘

Tos

Solucién: Bl pimero de formas
grupo de 30 ez el ndmero de 6-

eleccionar ona tripufacion de seis peraonas de entre un @ L
ombinaciones deiun conjiunto de 30 elementos, va que el orden

combinaclonés es

: 262 A
C(30,0) = 591.775. :
654321 :

:

|

Cndntas cadenas de n bits contienen exactamente » unos? . 4

Solucidn:. Las posiciones de los i unos en la cadena de i biis Tarnian vma r-conthinacién del
conjunto {1, 2,3, ..., n}. Por tanto, hay C(n, r) cadenas:de 1 hits que contienen exactimente r
unos. ‘ 4





