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EJEMPLO 12 Del Bjemplo 11 se tiene que 17 y 22 son primos relativos, pues med(17, 22) = 1. <«

Como a menudo necesitamos especificar que ningiin par de enteros de un conjunto tienen un
isor positivo comiin mayor que 1, damos la Definicion 6.

DEFINICION 6

LJEMPLO 13 Determina si los enteros 10, 17 y 21 son primos relativos dos a dos y si lo son los enteros 10, 19y 24.

Solucion: Como med(10, 17) = 1, med(10, 21) *l y med(17, 21) = 1, se concluye que 10, 17 y 21
son primos relativos dos a dos.
Como mcd(10,24) =2 > 1, se ve que 10, 19 y 24 no son primos relativos dos a dos. <

Otea forma de obtener el midximo comin divisor de dos enteros es usar la descomposicion en
factores primos de esos enteros. .Supuugauma que las factorizaciones de los enteros a y b no nulos
son:

a=pipg . pi, b=plpy

5,
"111".1

donde cada exponente es no negativo y donde todos los factores primos lanto de a como de b apa-
recen en ambas factorizaciones, con exponente cero si es necesario (si el factor primo aparece en
wno solo, se muestra en el otro con exponente cero). Entonces, el med(a, b) viene dado por -
med(a, b,) = Pnunw“b )1 min(a;, by ) ..p:un(awb”):

donde min(x, y) representa el minimo de los niimeros x ¢ y. Para mostrar que esta férmula para el
med(a, b) cs vélida, debemos mostrar que el entero del lado derecho de la igualdad divide aa y a
by que no hay ningin entero mayor que lo haga. Este entero divide de hecho a a y a b, ya que la
polencia de cada ndmero primo en su factorizacién no es mayor que la potencia de este 1uisino pri-
mo en las factorizaciones de @ 0 de b. Ademds, ningin entero mayor que €l puede dividiraay a b,
porque los exponentes de los nimeros primos en esta factoriz
se pueden incluir otros enteros primos.

on no pueden incrementarse y no

LEJEMPLO 14 Puesto que las descomposiciones en factores primos de 120 y 500 son 120 = 2° -
500 =22 5% ¢l mdximo comdn divisor es

mcd(120, 500) = 20iach 2 . Jmadd,0) . Suinih. ) = 923051 = (). «

La factorizacién de un nimero se puede utilizar también para obtener el minimo comuin
miltiplo de dos enteros.

DEFINICION 7

El minimo comun miltiplo existe porque el conjunto de enteros divisible por @ y b no es vacio, y
todo conjunto no vacio de enteros positivos tiene un elemento minimo (por la propiedad del
o buen orden que se verd en la Seccion 3.3). Supongamos que las descomposiciones en producto de
primos de a y b son las dadas anteriormente. Entonces el minimo comiin miltiplo de a y b viene
dado por

mﬂmua,»[ wasaz, by T max(a,,b,)
Lipy 5

mem(a, b) = p,
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148 Matemtica discreta’y sus aplicaciones

EJEMPLO 15

TEOREMA 7

DEFINICION 8

TEOREMA 8

EJEMPLO 16

donde max(x, y) denota al méximo valor de los dos nimeros x € y. Esta férmula es valida puesto
qué un miiltiplo comdn de a y b contiene al menos max(a,, b,) veces cl factor primo p, en su fac-
torizaci6n, y el minimo comiin miltiplo no contiene otros factores primos aparte de aquellos con-
tenidos en las factorizaciones de a y de b.

;Cudl es el minimo comtin miltiplo de 2* - 3*- 77y Phici]

Solucién: Tenemos que: )
mom(2? - 33 72,24 - 3) = 2mes0 9 . gmecs. D Jmer0.0) = 943577 B

Fl siguiente teorema da la relacién entre el méximo comin divisor y el minimo comiin
multiplo de dos enteros. Se puede demostrar utilizando las férmulas que hemos deducido para
cllos. La demostracién de este teorema se deja como ejercicio al lector.

ARITMETICA MODULAR

En algunas situaciones s6lo intercsan los restos de las divisiones por enteros. Por ejemplo, cuan-
do preguntamos qué hora serd (en un reloj de veinticuatro loras) deritro de cincuenta horas, nos in-
teresa s6lo el resto de la divisién de 50 més la hora actual por 24. Como cs frecuente que s6lo nos
interesen los restos de las divisiones, tencmos notaciones especiales para ellos

Fixiste una notacién para indicar que dos enteros tienen el mismo resto cuando se dividen por
el entero positivo .

La demiostracién del Teorema 8 se deja como ejercicio (Problemas 21 y 22) al final de la seccion

Determiina si17 es congruente con 5 médulo 6y si 24 y 14 son congruentes médulo 6.

Solucién: Como 6 divide a 17— 5 = 12, vemos que 17=5 (mod 6). No obstante, como 24 14 = 10,
que no es divisible por 6, vemos que 24 # 14 (mod 6). «

El gran matematico aleman Karl Friedrich Gauss desarroll6 el concepto de congruencia al fi-
nal del siglo xviL.,

Fl concepto de congruencia desempefia un papel importanie en el desarrollo de la teorfa de
nimeros. [l Teorema 9 proporciona un método fécil para trabajar con congruencias
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#57. Detcrmina si el digito de control del ISBN para este libro d)

LLLOL1L1,0,0,1,1,01,1, :

de texto fue calenlado correclamente por el edilor. €); 5208, 37555, 7 Ll 19 T9es

) 1,2,6,30,210, 2310, 30030, 510510, 9699690, ;

58. Calcula el menor entero positivo con exactamente /1 fac- 223092870, .
tores diferentes cuando 7 es:
2 60. ;Puedes encontrar una formula o regla para el (énnino n-

a) 3 b) 4 ¢ 5 . ot e " ol

ésimo de una sucesién relacionada con nimeros primos o »
a0 6 ¢ 10

con la descomposicion en factores primos de tal forma

. que los primeros términos de estas sucesiones sean los si- -
. (Puedes encontrar una frmula o regla para el téanino -

5

guientes?
ésimio de una sucesion relacionada con nimeros primos o 4) 2,2,3,5,5,7,7,11, 11, 11, 11, 13, 13,
con la descorposicion en factores primos de tal forma b) 0,1,2,23,3, 4, 4, 4,4,5,5,6.6, 3
que os primeros 1Emiinos de estas sucesiones sean 1os si- A9 L0010, 101110101 .
guienies? B L=be 0,1, 1,-0,0,0,1,-1,0,~1, 1, 1, ...
e LLL1LLO0,1L,1,1,0,1,0,1,0,0,..
1) .4,9,25,49, 121, 169, 289, 361, 529, 841, 961,
1369,

Como se mencioné en la Seccidn 2.1, el término algoritmo se referia ori
mientos que llevaban a cabo operaciones aritméticas utilizando la represen
ntimeros enteros. Cuando estos algorilmos se aday
constituyen la base de la aritmética com,

inalmente a procedi- 2
tacion decimal de los
plan para su uso en representaciones binarias
putacional. Ademds, proporcionan una buena ilustracion 3
del conceplo de algoritmo ¥y su complejidad. Por estas razones los introducimos en esla seccion,

Hay muchos algoritmos Importantes (ue usan nimeros enteros, aparte de aquellos utilizados
en aritmética. Enire ellos se encuenira el algoritmo de Buclides, que es uno de los algoritmos mas
utilizados y quizd el algoritmo més antiguo de las matematicas. También Ppresentaremos un algo-
ritmo para calcular ta expresion en base b de un ©nlero positivo, para cualquicr base b y otro para
la exponenciacién modular, un algoritmo importante en criptologia.

REPRESENTACIONE:!

DE NUMEROS ENTEROS

En nuestra vid

. cotidiana ulilizamos la notacién decimal para expresar nimeros
1plo, Y65 se usa para denotar 9 - 10° 4+ 6 - 10 + 5. No obstante,
otras bases diferentes de 10. En particular, los ordenadores utilizan notacién binaria {(con 2 como
base) para realizar cdlculos aritméticos y octal (base 8) o hexadecimal (base 16) para expresar ca
racteres, como letras o digitos. De hecho, podemos usar cualquier entero positivo mayor que |
como base para expresar los enteros. Esto se enuncia en el Teorema 1.

enteros. Por
& veces es convenienle nsar

A A

S
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156 Matemdtica discreta y sus aplicaciones

EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

EJEMPLO 3

 jemmplos
ictiniles

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [Ro99]. La representacién de n dada en el
Teorema T se denomina expresion de n en base b. La expresion de n en base b s denota por
i 2 i6 2 S
(a,a, , ... aay), Porejemplo, (245), representa la expresion 2 - 87 + 4.8+ 5= 165
y

EXPRESIONES BINARIAS  La eleccion de 2 como base da la expresion binaria de los nii-
meros enteros. En notacién binaria, cada digito es 0 o 1. En otras palabras, la expresion binaria de
un entero no es més que una cadena de bits. Las expresiones binarias (y las expresiones relacio-
nadas que son variantes de la binaria) son las que utilizan los ordenadores para representar y
desarrollar la aritmética con enteros.

;Cudl es la expresién decimal del entero cuya expresion binaria es (10101 111 n,?

Solucién: Tenemos
(‘10]01Ill!)Z:1-2*+0~27+112‘+ﬂ-)ﬁ+I 204124122412 +1:2°=351. «

EXPRISIONES HEXADECIMALES D is es otra base utilizada en informdtica. La ex
presi6n en base 16 de un entero se llama expresion hexadecimal. Para esta expresion se requicren
16 digitos. Los digitos hexadecimales usados generalmente son 0, [, 2, 3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,
E y F, donde las letras de Ja A a la F representan los nimeros del 10 al 16 (en notacién decimal)

;Cual es la cxpresién decimal del entero con expresion hexadecimal (2AEOB), 7

Solucién: Tenemos
(2AEOB) (=2 16"+ 10 167+ 14 - 167+ 0+ 16 + 11 = (175627), ;. -
Cada digito hexadecimal se puede representar usando cuatro bits. Por ejemplo, vemos que

(1110 0101), = (E5),, puesto que (1110), = (E),, y (0101), = (5),,. Los bytes, que son ¢ adenas de
bits de Jongitud ocho, se pucden representar con dos digitos hexadecimales

CONVERSION DE BASE  Describimos ahora un algoritmo para obfener la expresi6n en base
D de un entero n. Primero, se divide 7 por & para obtener el cociente y el resto, esto es,
n=bqy+ay 0<a,<h.

Elresto, aj, es el digito situado mds a la derecha en la expresién en base b de n. Luego, se divide
q, por b para obtencr

Gy=bg, +a, 0<a, <b

Vemos que a, ¢s ¢l segundo dfgito por la derccha de Ja expresién de n en base b. Este proc
tintia dividiendo sucesivamente el cociente por b, obteniendo como restos los digitos de la repre
sentacién en base b. El proceso concluye cuando obtenemos un cociente igual a cero

Calcula la expresion en base 8, u octal; de (12345)

Solucién: Primero, dividimos 12345 por 8 para obtener
12345=8-1543 + 1.
Dividiendo sucesivamente los cocientes por 8 se obticne

1543=8-192+7,
192=8-24 40,
24=8-3+0,
3=8-0+3
Como los restos son os digitos de (12345), en base 8, se sigue que

(12345),, = (30071),.
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EJEMPLO 4 Calcula la expresion hexadecimal (177130),.

Solucién. Primero se divide 177130 por 16 para obtener
177130 = 16 - 11070 + 10.
Dividiendo sucesivamente los cocientes por 16 se tiene

11070 =16 - 691 + 14,
691=16-43 + 3,
43=16-2+11,

2=16-0+2,

Como los restos son los digitos de (177130), en base hexadecimal, sc sigue que
(77130),= (2B3EA),,. ;

(Recuerda que los enteros 10, 11 Yy 14 corresponden a los digitos hexadecimales A, ByE, res-
peclivainente).. <

EJEMPLO 5 - Calcula la expresion binaria de (241)N.

Solucion Primero se divide 241 por 2 para obtener
241 =2-120+ 1.
Dividiendo sucesivamente los cocientes por 2 sc tiene

120=2- 60 + 0,
60=2-30+0,
3 2:154 0,
2-7+1,
223401,
2:14+1,
2:0+1

Como los restos son los digitos de (241),, en base 2 (la expresién binaria), se sigue que

(241),, = (1111 0001),. ; : <

El pseudocddigo dado en el Algoritmo 1 calcula la expresion (a
entero n.

e @A), en base b dél

i B,

ALGORITMO 1 Cilculo de expresiones en base b

.:fm-,

procedure expresion en base b(n: entero positivo)

q
k
while ¢ # 0
begin
a, =g mod b
Latb)
k+1

end{la expresion de # en base b es (ukr Vo a,ag), )
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Decimal 0.1 2 5 6 7 8 9 10 13 14 15
Hexadecimal | 0 | 1 5 6 7 8 9 A D E E
Octal 011 5 6 ik 10 11 12 12 14 15 16 17
Binaria 0ot 101 | 110 | 111 | 1000 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 [ 1110 | 1111
En ¢l Algoritmo 1, ¢ representa el cociente obtenido por las divisiones sucesivas entre b, comen

zando por ¢ = n. Los digitos de la expresién en base b son los restos de estas divisiones, dados por
4 mod.b. El algoritmo termina cuando se alcanza el cociente ¢ = 0.

Observacién: Ten en cuenta que el Algoritmo 1 puede considerarse como un algoritmo voraz,

Las conversiones entre expresiones binarias y hexadecimales son muy sencillas porque cada
digito hexadecimal corresponde a un bloque de cuatro digitos binarios. Las correspondencias se
muestran en la Tabla 1, en las que no escribimos los ceros iniciales. (Dejamos la confirmacion de
este hecho para los Problemas 11y 12 del final de csta seccién). Esta conversion se ilustra en el

Ejemplo 6.
EJEMPLO 6 Calcula la expresion hexadecimal de (11 1110 1011 1100), y la expresion binaria de (A8D), .

Solucién: Para convertir (11 1110 1011 1100), a notacién hexadecimal agrupamos los digitos hi-
narios en bloques de cuatro, completando con ceros al inicio del bloque situado a la izquierda si
fuera necesario. Estos bloques son 0011, 1110, 1011 y 1100, que corresponden a Jos digitos
hexadecimales 3, E, B y C, respectivamente. Por tanto, (1o 1ortt 100)2 =(3EBC);,

Para convertir (A8D), en notacién binaria, reemplazamos cada digito hexadecimal por un
bloque de cuatro digitos binarios. Estos bloques son 1010, 1000, 1101, Por tanto, (ASD),
(1010 1000 1101),

ALGORITMOS PARA OPERACIONES CON ENTEROS

Los algoritmos para realizar operaciones con enferos ut ando sus expresiones hinarias sou
muy importantes en aritmética computacional. Describiremos aquf los algoritmos para la suma y
Ta multiplicacién de dos enteros expresados en notacion binaria. También analizaremos la com-
i plejidad computacional de estos algoritmos en términos del niimero real de operaciones realizadas
con bils. Supongamos que las cxpresiones binarias de a y b son
a=(a, ,a, ,..-ad), b=, b .. Dby,

por lo que a y b tiene cada uno 1 bits (completando con bits 0 por laizquierda en una de sus ex-
presiones si luera necesario).

Mediremos la complejidad de los algoritmos de Ia aritmética entera en (ér minos del mimero
de bits de estos niimeros

Consideremos el problema de sumar dos enteros en notacién binaria. Un procedimiento
para hacer la suma se puede basar en el método que utilizamos para sumar nimeros con papel y 14-
piz. Bste método se desarrolla sumando pares de digitos binatios y arrastrando, cnando proceda.
Fiste procedimiento se especifica en detalle a continuacion.

Para sumar a y b, primero se suman los bits més a la derecha. sto da

ay+ b, <2+ 5,
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donde s, es el primer bit por la derccha, o bit menos significativo, en la expresion binaria a + b y
¢, s el bit de arrastre, que es bien 0 o bien 1. Luego se suma el siguiente par de bits junto con el
bit de arrastre,

a+b+e=c 245,

donde s, es el bit siguiente en la expresion binaria a + by ¢, es el bit de arrastre. Se continda este
proceso sumando los bits correspondientes de las dos expresiones binarias y el arrastre para de-
terminar el siguiente bir (comenzando desde la derecha) de la expresion binaria ¢ + b. En ¢l al-
litno paso, se sumana,_, b, yc _,paraobtenerc, | 2+s5 . Elbit mds signilicativo de la
suma ¢s 5, = - El procedimiento produce la expresion binaria de la suma, es decir,
atb=(s5: .5 435860

Sumia a :‘(1110)Z y b=(101 1)

Solucion; Siguiendo el procedimiento especificado enel algoritmo, primero observa que
Ayt by=0+1=0-2+1;

porlo que ¢, =0y s, = 1. Entonces, como -

=l+1+0=1-2+0,

se sigue que ¢; = 1 y 5, = 0. Continuando,

=1+0+1=1-2+0,

a+ b+

a,t b, +g

porloque ¢, = 1ys,=0. Finalmente, como

atbite,=1+141=1-2+1,
se sigue’que ¢, = 1 y s, = 1. Ksto significa que s, 1. Portanto, s = a+ b = (1 1001),. Esta
suma se muestra en la Figura 1. -«

Bl algoritmo para la suma se puede describir en pseudocédigo como sigue.

ALGORITMO 2 Suma de enteros

procedure suma(a, b: enteros positivos)

{las expresiones binarias de a 'y b son @, \a, ,...aa),yb, Wb,
respectivamente |

=0

forj:=0ton-1

begin

d={{g+b+c)/2]

sEa b =2d

e bibgy

{1a expresion binaria de la suma es (8852000081500,

Ahora analizaremos el nimero de sumas de bits realizados en el Algoritmo 2.

¢Cudntas sumas de bits se requieren en el Algoritmo 2 para sumar dos enieros con # (0 menos) bits
©n sus representaciones binarias?

Solucion: La suma de dos enteros se repliza sumando sucesivamente pares de bits y, cuando pro-
ceda, el bit de arrastre. Sumar cada par de bits y el de arrastre requicre a lo mds tres suinas de bits.
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17. Analiza la complejidad en el peor caso del algoritmo
que propusisie en &1 Problema 29 de la Seccion 2.1 para
Iocalizar uma moda en una lista no decreciente de enteros

18. Analiza la complejidad en el peor caso del algoritmo qu’c

cién 2.1) para ordenar i clementos? Utiliza tu respucsta
para dar una estimacién en notacién O de la complejidad
de 1a ordenacién por seleccidn en términos del niimero de
comparaciones.

propusiste en el Problema 30 de la Seccién 2.1 para obte- 25. Obtén una estimacion en notacién O para la compleji
ner todas las modas de una lista no decreciente de enteros. dad en el peor caso en éfminos del niimero de compara-
ciones realizadas y el ntimero de términos intercambiados
19. Analiza la complejidad en el peor caso del algoritmo en la ordenaci6n por insercién binaria descrita en el
que propusiste en el Problema 31 de la Seccién 2.1 para presmbulo al Problema 27 de la Seccién 2.1,
encontrar el primer término de una sucesién de enteros y
que es igual a algin término previo. 26. Muestra que el algoritmo voraz para dar cambio de n
céntimos tsando monedas de 25, 10, 5 y 1 céntimos tiene
20. Analiza la complejidad en el peor caso del algoritmo complejidad O(n) medida en términos de las compara-
que propusiste en el Problema 32 de la Secci6n 2.1 para clones requefidas
obtener todos los términos de una sucesién que son ma-
yores que la suma de todos los anteriores a él. 27. Describe como cambia el nimero de comparaciones rea

21. Analiza la complejidad en el peor caso del algoritmo
que propusiste en ol Problema 33 dc la Seccién 2.1 para
determinar el primer término de una sucesi6n menor que
el elemento que le precede inmediatamente.

22. Analiza la complejidad en el peor caso, en términos del
niimero de comparaciones, del algoritmo del Problema 5
de Ja Secci6n 2.1, que determina todos los valore$ que
aparecen més de una vez en una lista ordenada de enteros.

23. Analiza la complejidad en el peor caso, en términos del
niimero de comparaciones, del algoritmo del Problema 9
de Ta Seccion 2.1, que determina si una cadena es un pa
Jindromo.

24. ;Cudntas comparaciones realiza la ordenacién por se-
leccién (véase el presmbulo al Problema 41 de la Sec-

Enteros y division

28.

lizadas en los siguicntes algoritmos para buscar un ele-
mento de una lista cuando el tamafio de la lista se duplica
de na 2n, para n enfero posilivo

a) el de bisqueda lincal;

b) el de hiisqueda binaria

Describe cémo cambia cl niimero de comparaciones rea-
lizadas en los siguicntes algoritmos cuando el tamafio
de la lista que debe ser ordenada se duplica de 1 a 2n,
para n entero positivo, para los siguientes algotitmos de
ordenacién

a) el método de la burbuja
b) ordenacién por inserci
©) ordenacién por selection (descrito en el predmbulo
del Problema 41 de Ta Seccién 2.1);

ordenacién por insercion binaria (descrito en el
preambulo del. Problema 47 de la Seccion 2.1).

(¢

INTRODUCCION

e ala rama de

La parte. de la matematica discreta que estudia los enteros y sus propiedades pertenes
las maternéticas conocida como teorfa de niimeros. Esta secci6n es el comienzo de una intro-
duccién en tres secciones a la teorfa de niimeros. En esta seccion repasaremos algunos conceptos
bésicos de la teorfa de niimeros, entre los que sc incluyen'la divisibilidad, el méximo comiin di-
visor y la aritmética modular. En la Seccién 2.5 describiremos varios algoritmos importantes de
teorfa dé nimeros, enlazando el material de las Secciones 2.1 y 2.3 sobre algoritmos y su com-
plejidad con las nociones que se presentan en esta seccién. Por ejemplo, introduciremos algoritmos
para encontrar €] maximo comiin divisor de dos enteros positivos y para desarrollar la aritmética
computacional utilizando expresiones binarias (en base 2). Finalmente, en la Seccion 2.6 conti-
nuaremos el estudio de la teorfa de ntimeros presentando algunos resultados importantes y sus apli-
caciones a la aritmética computacional y a Ja criptologia, el estudio de los mensajes secretos.
Las ideas que desarrollaremos en esta seccidn se basan en‘la nocion de divisibilidad. Un con

cepto importante basado en la divisibilidad es el de nimero primo. Un primo es un entero mayor
que 1 que es divisible-sélo por 1y por él mismo. Determindr si un niimero es primo es importan
te en las aplicaciones a la criptologfa. Un importante teorema de la (corfa de nimeros, el Teorema
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fundamental de la aritmética, afirma que todo entero positivo se puede escribir de forma unica
como producto de nimeros primos. La descomposicién de enteros en producto de primos es im-
portante en criptologia. La division de un entero por.un entero positivo da como resultado un co-
ciente y un resto. Trabajar con estos restos conduce a la aritmética modular, ampliamente utiliza-
da en informdtica. En esta seccion discutiremos tres aplicaciones de la aritmética modular: la
generacién de ndmeros pseudoaleatorios, la asignacién de posiciones de mernoria a ficheros en un
ordenador y el cifrado y descifrado de mensajes.

DIVISION

Cuando un enfero se divide por otro entero no nulo, el cociente puede 0 no ser entero. Por ejemplo,
12/3 =4 es un entero, micntras 11/4 = 2,75 1o lo es. Esto conduce a la siguiente definicion.

Observacion: Podemos expresar a|b usando cuantificadores como He (ac = b), donde el dominio
es ¢l conjunto de los enteros

En la Figura 1, los ndmeros dispuestos en linea indican qué enteros son divisibles por clen-
Lero positivo d.

3d -2d ~d 0 d 2d 3d

Figura 1. Enteros divisibles por ¢l entero positivo d.

Detcimina si 3|7 y si 3|12,
Solucién: Se tienc que 347, puesto 7/3 no es un entero. Por otra paite, 3|12, puesto que
12/3=4. «

Sean 1y d enteros positivos. ;Cudntos enteros posiiivos menores o iguales que n son divisibles por d?

Solucion.: Los enteros divisibles por d son todos aquellos de la forma dk, donde & es un entero po-
sitivo. Por tanto, el mimero de enteros positivos divisibles por d menores o iguales que 7 €5
igual al nimero de enteros &, 0< dk < n o 0 <k < n/d. Por tanto, hay | n/d|enteros positivos me-
nores o iguales que 2 divisibles por d. 4

En el Teorema 1 se dan algunas propiedades basicas de la divisibilidad de enteros.
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{ Demnostracidn: Para demostrar (1) supongamos que a | b y a|c. Entonces, por la definicion de di
| visibilidad, se cumple que hay dos enteros s y ¢ tales que b = as y ¢ = at. Por tanto,

b+c=as+at=a(s+1).

Asi, a divide a b + . Esto establece la parte () del teorema. JLas partes (2) v (3) se dejan al leclor
{ como ejercicio.

COROLARIO 1

Demostracién: Segiin la parte (2) dcl Teorema 1 se cumple que a | mb y a | ne para m y n enteros
cualesquicra. Segtin la parte (/) del Teorema 1, se sigue que a | mb + nc. e

NUMEROS PRIMOS

Todo entero positivo mayor que 1 es divisible al menos por dos enteros: por él mismo y por 1. Los
enleros que tienen tinicamente estos dos factores enteros positivos se llaman primos.

DEFINICION 2

Observacidn: El enlero n es compuesto si, v s6lo si, existe un entero a tal que a[ny 1 <a <n

EJEMPLO 3 Elentero 7 es primo, puesto que sus factores positivos son solamente 1 y 7, mientras que ¢l ente-
ro 9 es compuesto, ya que es divisible por 3. -

hocido como eriba
que un entero n
VO, como muestra

67,71,73,79, 83,89 y 97. En la Seccién 6.6'se introducird un procedimiento.
de Eratéstenes, que se utilizaré para obtener todos los primos menores o iguale

Los primos son los «ladrillos» con Jos que se construye todo entero pos:
el Teorema fundamental de la aritmética. Su demostracién se vers en la Seq

TEOREMA 2

El Ejemplo 4 da algunas factorizaciones de enteros como producto de primos.

EJEMPLO 4 Las factorizaciones de 100, 641, 999 y 1.024 son:
- 100 = 2:2:5:5=25,
T
e 999:= 313 «3:37
1.024 22

=3%.37,
25280525259 10 = N0 -«

[

Como se verd, en algunas aplicaciones es importante ver si un entero dado es 0 no un ntimero
primo. Por ejemplo, en algunos niétodos de criptologfa se utilizan piimos grandes para construir men
sajes secretos. Un procedimiento para ver que un entero es prino se basa en la siguiente obscrvacion,
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Demostracion: Sines compuesto, tiene un factor ¢, 1 < g < n. Por tanto, n = ab, donde tanto ¢
como b son enteros Positivos mayores que 1. Vemos quea<vuobs Vi, puesto que si no fuese
ast entonces ab > i - it = n. Por tanto, n debe tener un divisor positivo menor o igual que i
ste divisor bien es primo o bien por ¢l Teorema fundamental de [a aritmélica tiene un divisor pri-

- mo. En ambos casos, # liene un divisor primo menor o igual que . <

Del Teorema 3 se sigue que un entero es Primo si no es divisible Por ningiin entero primo menor

0 igual que su raiz cuadrada. En el siguicnte ejemplo se utilizard esta observac
101 es primo.

0 para mostrar que

Demuesta que 101 es primo.

Solucion: Los tnicos Pprimos menores o iguales que V101 son2, 3,5 y.7. Como 101 no es di-
visible por 2, 3,5 0 7 (el cociente de 101 y cada uno de esos enteros 10 es un entero), se tiene que
101 es primo. <

Como todo entero se puede descomponer en producto de ndmeros primos, seria vtil disponer
cedimicnto para hallar esta descomposicién. Consideremos el problema de obtener la
descomposicion de n en factores primos. Comenzamos dividiendo 7 Por primos sucesivos, em-
pezando por el menor de ellos, 2. Si tiene un divisor primo, por el Teorema 3 se podrd encontrar
un divisor primo p no superior a V. Por tanto, si no encontramos un factor primo de n inferior o
igual que Vi, entonces y es primo. Por el contrario, si cncontramos un divisor primo p para n, se
continda descomponiendo el nimero n/p. Observa que n/p 1o puede tener factores primos me-
nores que p. Sin/p no tiene divisores primos mayores o iguales que p y que no sean mayores que
Su raiz cuadrada, entonces es primo. Por otra parte, si tiene un divisor Primo g, se continga des-
componiendo n/(pg). 18ue este procedimiento hasta que la descoriposicion se reduce a un ni-
mieto primo, Este procedimiento se ilustra en el Ejemplo 6.

Caleula la descomposicion en factores primos de 7.007.

Solucion: Para calcular la descomposicién en producto de primos de 7.007, primero dividimos 7.007
por niimeros primos sucesivos, comenzando por el 2. Ninguno de los primos 2, 3 y 5 dividen a
7.007. Sin embargo, 7 si lo divide 7.007/7 = 1.001. Luego dividimos 1.001 entic os sucesivos primos,
comenzando ahora por 7. Se ve inmediatamente que 7 divide a 1001, puesto que 1.001/7 = 143, Se
comtintia dividiendo 143 entre primos sucesivos, comenzando por 7. Aunque 7o divide a 143, si es di-
visible por 11, siendo 143/11 = 13 Como 13 es primo, cedimiento se ha completado. La des-
composicion en producto de nimeros primos de 7.007es 7711 - 13 = 72. |1 . 13 «

Los nimeros primos se estudiaron en la antigiiedad por razones filoséficas. Hoy dia hay
razones fundamentalmente préciicas para su estodio. En particular, los nimeros primos grandes
desempeiian un papel crucial en criptologia, como veremos'en la Seccidn 2.6,

INFINITUD DEL CONJUNTO DE LOS NUMEROS PRIMOS  Se sabe desde hace mucho
tiempo que hay infinitos nimeros Primos. Demostraremos este hacho usando una demostracién
dada por Luclides en su fumoso texto de matemdticas Los elementos
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El Teorema dé los nimeros primos fue demostrado por primera vez en 1896 por el matemdtico
francés Jacques Hadamard y el belga Charles-Jean-Gustayve-Nicholas de la Valleé-Poussin utili-
zando variable compleja, Aunque se han encontrado demostraciones que no usan variable com-
pleja, todas las demostraciones conocidas de este teorema son muy complicadas,

Podemos utilizar el Teorema de los nimeros primos para estimar la probabilidad de que
un ndmere de cierto tamago escogido al azar sea primo. El Teorema de los nimeros primos
dice que el nimero de Priunos menores o iguales que x se puede aproximar por x/1s x. Por tan
10, lu probabilidad de {que un entero positiyo x escogido al azar sea primo es aproximadamen-
te (¢/lnx)/x=1/1n.x. Por cejemplo, la probabilidad de que un entero cercano a 101990 geq pri-
1o es aproximadamente 1 /1o 1019, que es aproximadamente 1/2.300. (Por supuesto, si
solamente escogemos nimeros impares, doblaremos nuesira probabilidad de encontrar un
Himero primo),

Ll Teorema 3 proporciona un procedimiento, basado en las divisiones sucesivas, que sirve
para factorizar y comprobar si un ndmero es primo. Sin embargo, este procedimiento no es efi-
ciente. Se han desarrollado algoritmos mucho més eficientes para realizar esta tarea. La factori
2acion y los tests de primalidad se han convertido en procedimientos importantes en las aplica
ciones de la teorfa de nimeros « la criptologia. Esto ha generado un gran mterés en el desarrollo de
algoritmos eficientes para ambas tareas. En los dltimos treinta anos se han inventado procedi-
AHentos muy ingeniosos para la generacion de nimeros Pprimos de gran tamafio. A pesar de ello,
aunque se han desarrollado en este mismo periodo nuevos y polenes métodos de factor
factorizacion de nimeros grandes continda siendo una actividad que requicre un extraordinario
consumo de tiempo. No obstante, el desafio de factorizar grandes ndmeros gue interesando a mu-
chas personas. Se lleva a cabo un esfuerzo colectivo en Internet para factorizar nimeros grandes,
especialmente aquellos de la forma especial &' 4 1, donde & es un entero POSilivo pequefio y 1 es
un entero posilivo grande (tales nimeros se Haman nimeros de Cunningham). Existe una lista ac-

tualizada de los diez nimeros grandes de este tipo «mds buscadosy que estan pendientes de ser fuc-
torizados. : g

EL ALGORITMO DE LA DIVISION

La division de un entero entre un entero positivo da un cociente Y un resto, Como muesira el al-
goritmo de la division,

Gbserv

El'Teorema 6 no es realmente un algoritmo. (¢Por qué?). No obstante, Usdremos su
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EJEMPLO 8
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Bt
“75&113&35. z

DEFINICION 4

EJEMPLO 10

EJEMPLO 11

DEFINICION 5

Los Ejemplos 8 y 9 ilustran cl algoritmo de la divisién

;Cules son el cociente y el resto de dividir 101 entre 117

4
Solucion: Tenemos que

101=11-9+2.

Por tanto, el cociente de dividir 101 entre 11 es 9 = 101 div-11, y el resto cs 2= 101 mod 11.

;Cudles son el cociente y el resto de dividir—11 entre 37

Solucién: Tenemos que

~11=3(-4)+1.

Por tanto, el cociente de dividir —11 entre 3 es -4 = —11 div3, y el restoes | =11 mod 3
Ten en cuenta que el resto no puede ser negativo. Por tanto, el resto no es —2, a pesar de que
11 =3(-3)-2,

puesto que r =2 no satisface la desigualdad 0 <7 <3. -

Observa que el entero a es divisible por el entero d i, y s6lo si, el resto cs cero cuando a se
divide por d.

MAXIMO COMUN DIVISOR Y MINIMO COMUN MULTIPLO

Fl mayor entero que divide a dos enteros se llama méximo comiin divisor de estos enteros.

1 méximo comuin divisor de dos enteros no.nulos existe puesto que el conjunto de divisores co-
munes a ambos enteros es finito. Una forma de calcufar el maximo comiin divisor de dos enteros
es hallar todos los divisores positivos comunes-a ambos enteros y tomar el mayor de ellos. Esto se
hace en los cjemplos siguientes. Posteriormente se verd un método mds eficiente.

;Cudl es el maximo comiin divisor de 24y 367

Solucién: Los divisores positivos comunes a 24 y 36 son 1, 2, 3,4, 6 y 2. Por tanto,
mcd(24, 36) = 12. -

;Cudl es el méximo comtin divisor de 17 y 227

Solucién: Los enteros 17 y 22'no tienen divisores positivos comunes diferentes de 1, por lo que |
med(17,22) = 1. -

Como a veces es importante especificar que dos enteros no tienen divisores positivos comu-
nes diferentes de 1, se da la siguiente definicion.





