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Los fundamentos: algoritnos, nameros enieros y matrices 187

EJEMPLO Y Calculy las matrices AvB y A n B para las siguientes matrices A y B:
e 1720 .1 B= 0 1.0
o1 oof Theoof
Solucién: Segiin las definiciones, tenemos que la unién de A y Bes
[Iv0 Ovi 1vO] i 11
AvB=| = 3 g
Ovi Lvl 0vo] [1 1 0 &
y la interseccion,

1A0 0al 1407 [O 0 O
AnB= = 2
0al 1Al 0A0 g 10 R

Definimos ahora el producto booleano de matrices.

SDEFINICION 9

Observa que el producto booleano de A y B se obtiene de forma andloga al producto vrdinario de
estas matrices, pero sustituyendo la suma por la operacién v y el producto por A. A continuacion
se da un ejemplo de producto booleano de matrices.

EJEMPLO 10 Calcula ¢l producto booleano de A y B, donde

10
Tl 0
A={0 1}, B= 2
i e |
1:0 g

Selucién: El producto booleano A © B viene dado por

[(LADV0AD) (QADVOAL (LAO)VOAL
AOB={ (0ADVIAD) (OADV(AAL (0A0)V(AD
LIADVOAD) (IAl)V(0AL) (1A0)V(OAL)
[1v0 1v0 0vO]
={0v0 Ovi 0Ovi
(Iv0 1v0 0vO

(14,0
=01 1]
1110 <

El Algoritino 2 muestra en pseudpedigo un procedimienio para realizar el producto boo
leano de dos matrices.
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« ALGORITMO 2 Producto booleano

procedure producto hoaleano(}A, B: matrices booleanas)
fori:=1ltom

forj:=1ton

begin

end
{C = {c;] es el producto booleano de A 'y B}

También podemos definir las potencias booleanas de una matriz cuadrada. Estas potencias se
utilizardn en estudios posteriores sobre caminos en grafos, los cuales se aplicarén. por cjemplo, a |
vfas de comunicacién en redes informéticas.

DEFINICION 10

001
FIEMPLO 11 Sea A=[1 0 0] Calcula A" para todos los enteros positivos .
1ol .0

Solucién: Se puede ver que

1t 0
AP'=AOA=|0 0 1|
1
También vemos que
1290, 1 F1s). 1
AT AZIOA=1 1 0f, AY=APOA=[1 0 1|
i 1

Céleulos adici(mal;zs muesiran que
0
All=11:1 1l
1.1:1

Fl lector podrd ver que A" = A para todo n 2 5.
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Guadiltico modulo 7, puesto que med(2, D=1y3
<iod 7), y 3 no es w residuo cuadrdtico médulo 7, puesto que
med3,7) =1y 23 (iod 7) no tiene solucién.

52. (Qué enteros son residuos cuadraticos médulo 117

53. Demuestra que sip es un Primo impar 'y @ es ui entero
1o divisible por p, entonces la congruencia X*=a
(mod p) bien 10 tiene soluciones o bien tiene exacta-
mente dos soluciones no congruentes mo6dulo p.

54, Demuestia gue si p es un primo impar, entonces hay
exactamente (p - 1)/2 residuos cuadrdticos médulo p
entre los enteros 1,2, ..., p— L.

Si p es un ndmero primo impar y @ es un eniero oo divisible
£\
. a . "
por g ¢l simbolo de Legendre Lf se define como 1 st aes
2
u residuo cuadratico médulo p y —1 en el caso contrario.

55, [Demuesira que s p es primo impary 4y b son enteros,
a=b (mod p), entonces

()]

- Matrices

lN'{li(J)DUCCI()N

ejemplo, utiliza

DEFINICION 1

1l
EJEMPLO | Lamauiz {0 2.‘ es una matriz 3 x 2.
13

Las miatrices se utilizan en matemdtica discreta para expres:
conjunto, En los capitulos siguicnies usaremos Jas matrices en una gran variedad de modelos. Por
remos matrices en modelos de redes de comunicacion y si

Los fundamentos: algoritmus, adiicros cuicios y miattices i

56. Demuestra que §i p €5 Ui Prtno IMpar y d €5 Wi enicrs
po divisible por p, entonces

P92 (mod p).

57. Utiliza el Problema 56 para demostear que si g es i
primo impar y a y b son enteros no divisibles por p, <t
tonces

(QJ 5 (KI Il)

p) \pAp/

58, Demuestra que $i p €5 Un NAMICIO Prino impar, cutonees
1 es un residuo cuadratico médulo p si p=1 (mod 4) ¥

1 no es un residuo cuadrdtico moédulo posip=3
(mod 4). (Indicac s ¢l Problea 56).

59. Calcula todas las solucioues de la cotgruencia x*
(mod 35). (ndicacion: Halla las soluciones de esia Coi-
gruencia modulo 5 y médulo 7 y luego uiliza ol Teore
ma chino del resto).

60. Calcula todas las soluciones de la cougruencia x*= 16
(mod 105). (Indicacion: Halla las soluciones de esta
congruencia médulo 3, modulo 5 y modulo 7 y luego
utiliza el Teorema chino del resto).

relaciones entre los elemenios de un -

cmias de ransporte.

Muchos de los algoritmos que desarollaremos emplean modelos matriciales. Esta seccibn repasind
Ja aritmética matricial que utilizardn estos algorilmos.

de filas qu )
o nidimero de filas

A continuacién inoroducimos alguga terminologia relativa a las matrices. Las matrices se ye-
presentardn con letras mayiisculus y en negrita.
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DEFINICION 2

ARITMETICA MATRICIAL -

Presentaremos lag operaciones bésicas de la aritmé( ica de matrices, comenz
de suma de matrices,

ando por la definicién

DEFINICION 3

O e e PR
EJEMPLO 2 Tenemos que |2 2 3|4 I3 0=z

340-]!2252

Presentamos ahora el Pproducto de matrices. Bl producto se definc sélo cuando el niimero de
columnas de la primera matriz es igual al niimero de filas de la segunda

DEFINICION 4
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EJEMPLO 3

. Los fundamentos: algoritmos, ndmeros citetos y matices 183

ki fa Figura 1, fa fila en negrita de A y la columna en negrita de B se utilizan pava formar el ele-
wento ¢, de AB. Bl producto de dos matrices no estd definido cuando el nimero de columnas de
primera matriz y el ndimero de filas de la segunda no coinciden.

El Ejemplo 3 muestra el producto de matrices

Sean
10 4
3 4
A‘zl1 B=|1 1
Tlasag i o
02222

Estudia si estd definido AB.

Solucion: Como A es una matriz4 x 3 y B es 3 x 2, el producto AB esta definido y es una matriz
4% 2. Para caleular los elementos de AB, se multiplican primero los elementos correspondientes
de lus filas de A por los de las columnas de B; luego esios productos se suman. Por ejemplo, el
elemento (3, 1) de AB es la suma de los productos de los elementos de la terceru fila de A por los
correspondientes de la columna | de B, asaber,3 -2+ 11+ 0-3 =7. Una vez calculados todos
los elementos de AB, se obtiene que

(14 4
8 9
AB = k
713
8.2 <

El producto de matrices 7o es conmutativo. Esto es, si A y B son dos matiices, no es nece-
sariamente cierto que AB y BA sean iguales. De hecho, puede ser que s6lo uno de estos productos
esté definido. Por ejemplo, si A es 2 x 3 y B es 3 x 4, entonces AB esid definido y es de orden
2 x 4. Sin emburgo, BA no estd definido, puesto que es imposible multiplicar una matriz 3 x 4 y
una 2 x 3.

En general, supongamos que A es de orden m X ny B de orden r X 5. Entonces, AB estd de-
finido sélo cuando n = r y BA s6lo cuando s = m. Ademds, incluso cuandd AB y BA esian defi-
nidos, no tendrdn el mismo orden a no ser que m =n=r =s. Si tanto AB como BA estdn definidos
y ticten el mismo orden, A y B deben ser matrices cuadradas del misrio orden. Incluso siendo A
y B matrices cuadradas #1 X n, AB y BA no son necesariamente iguales, como demuestra el si-
guiente ejemplo.

hy . M g
Gy Oy e ay ||by by . by b,,_} Eosiiics .. ¢,
b bl e th,, i' T8 o Gy
G A . ay ; : J = 6 i
i ] Pllba by . By .. by, Cml Cm2 o Con
R "

’
Figura 1. Producto de A = [a,]y B =[b,].
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EJEMPLO 4 Sean
11 2 1
= B= /
- [2 1] . [Ji ‘]
¢Son los productos AB ¥ BA iguales?

Solucién: Vemos que

R Al 3
“lseal. ¥ NERPTS

Por tanto, AB % BA.

ALGORITMOS PARA LA MULTIPLICACION DE MATR]

E.

Se puede utilizar la definicién del producto de matrices para desarrollar nn

algoritmo que caley
la el producto de dos matrices. Supongamos que C=c Jesla

y matriz. m X n producto de las ma-
trices A = la,], de orden m x kyB= [b,], de orden & % . El algoritmo basado en Ia definicién
del producto de matrices se expresa en Ppseudocédigo en e Algoritmo 1

ALGORITMO 1 Multiplicacién de matrices

procedure multiplicacion de matrices(A, B: matrices)
fori:=1tom

Podemos determinar la complejidad de este algoritmo en términos del nimero de sumas ¥ pro-

dnctos realizados,

EIEMPLO § ¢Cudntas sumas y multiplicaciones de enteros se realizan en e] Algoritmo 1 para multiplicar dos
matrices 11 X n de elementos enteros?

Sohicion: Bl producto de A y B tiene n? elementos. Para calcular cad:

bemos hacer un total de » multiplicaciones ¥ 7~ 1 sumas. Por tanio, s

tiplicaciones y n?(n — 1) sumas para hallar 12 matriz producto  x .

a clemento del producio, de-
€ necesita un total de 12 myl-

-

Sorprendemsmen!e, hay algoritmos mis eficientes que el Alporitmo | para el producto de
matrices. Como se ve en el Ejemplo 5, multiplicar dos matrices 7 X n siguiendo al pic de la letra I3
definici6n del producto requiere O(r) multiplicaciones Y sumas. Usando otros algoritmos, dos ma-
trices 1 X n se pueden multiplicar realizando On'y multiplicaciones Y sumas. (Se puede encontrar
mis informacién de este algoritmo en [Col €RiS1017]).

PRODUCTO ENCADENADO DE MATRICES Hay oiro problema importante relacionado e
la complejidad del producto de matrices, Jig €6mo se’puede calenlar el producto de matricre
A, A realizando ef menor nimero posible e multiplicaciones de enteros, donde A, Aol

Ehfaces
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son matrices de enteros de Srdenes m, X nty, my Xy, oo 1y, X, respectivarenic. (Al ser la
tiplicacion de matrices asociativa, COmo se desprende del Problema 13 del final de esta scecion. o
orden empleado en la multiplicacién no importa). Antes de estudiar este problema, observa i
riwliiplicar una matxiz m, X i, por Olra m, X, Se realizan m, i, m, multiplicaciones de enteros si s
utiliza e Algoritmo 1 (véase el Problema 23 al final de esta seccion). Bl Bjemplo 6 ilustra este pro-

blema.

EJEMPLO 6 ¢Engué orden se deberfan multiplicar las matrices A, A, y A, donde A, es 30 X 20, A, es 20 X 4U
y A, es 40 x 10, todas ellas de elementos enteros, para realizar el minimo nimero postble de mul
tiplicaciones con enteros?

Solucion: Hay dos formas posibles de desarrollar el producto AAASAAA)Y (A,4,)4,

Si se multiplica en primer lugar A, y A, se realiza un total de 20 - 40 - 10 = 8.000 multipli-
caciones de enteros para obtener la matriz de orden 20 x 10 A,A, Posteriormente, al multiplicas
A,y AA; serealizan 30 - 20 - 10 = 6.000 multiplicaciones. Por tanto, se hace un total de

8.000 + 6.000 = 14.000
productos. Por otra parte, si multiplicamos en primer lugar A y A,, entonces realizamos un total
de 30 - 20 - 40 = 24.000 multiplicaciones de enteros para obtener la matriz de orden 30 x 40 A|A .
Multiplicar A A, por A, requiere 30 - 40 - 10 = 12.000 multiplicaciones. Por tanto, s¢ realiza un
total de :

24.000 + 12.000 = 36.000
multiplicaciones.

Claramenie, el primer método es mds eficiente. -«

Fn [CoLeRiSt01] se comentan algunos algoritmos para determinar la forma mds clicienic en
la que debe hacerse este tipo de producto de matrices.

MATRICES TRANSPUESTAS Y POTENCIA DE MATRICES

Presentamios ahora una matriz particularmente importante, Cuyos elementos sou ceros y unos.

DEFINICION 5

El producto de una matriz por la matriz identidad del arden adecuado da como tesuliado esta mis
1 matriz. Bn otras palabras, cuando A €s una matriz 7 X n {enemos que

Al =1 A=A
Se pueden definir potencias de matrices cuadradas. Cuando A es uni matriz a1 X i, lenemos
AC=L,  A=AMALA
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DEFINICTON 6

BJEMI'LO 7

DEFINICION 7

EJEMPLO 8

Figura 2. Una
Matriz simétrica.

DEFINICION 8

186 Matemitica discreta y sus aplicaciones < .

]

3

Fn muchos algoritmos se utiliza Ja operacién de intercambio de filas y columnas de una ma—%

‘Iriz. Esta operacién se define a continuacion.

14
w12 3 i
Ta transpuesta de la matriz A eslamatriz |2 51
! 6
g 2156

Las matrices que no cambian cuando se intercambian sus filas por sus columnas son esp!
cialmente importantes.

Observa que una matriz es simétrica si, y 6lo si, es cuadrada y es simétrica con respecto a su dia-
gonal principal (diagonal formada por los clementos en 1a fila i y columna 7). Esta propiedad se

muestra en la Figura 2.

1 0
Lamatriz [ 1 0 1| essimétrica. 4 .
01 0

MATRICES BOOLEANAS

Una matriz cuyos elementos son 0 o 1 se Jlama matriz de ceros y unos o matriz booleana. Estas
matrices se emplean a menudo para representar eslructuras discretas, como veremos en los Capf-
tulos 7y 8. Los algoritmos que trabajan con estas estructuras se basan en la aritmética booleana so-
hre matrices de ceros y unos. Esta arilmética se construye con las operaciones booleanas Ay v =
sobre pares de bits, definidas por

1 aib—bh =
b sib =b,=1
Al =
0 en cualquier otro caso,

’%Vbﬁl 1 sib=1lob,=1

0 en cualguier otro caso.





