EJERCICIO 2.a) - TP 2
Recurrencia: T(n) =3T(n/2) + n?

Resolucién por Teorema Maestro. Caso 3

El caso 3 del teorema maestro es cuando, en una recurrencia de la forma:

T(n) = aT(n/b) + f(n)

la funcion  f(n) crece més rapido que n!°8 @

o sea, cuando el trabajo que se hace fuera de las llamadas recursivas domina al trabajo
recursivo.

Formalmente
Se cumple si: f(n) = N(n'°9%%€) paraalgin &> 0
y ademas debe cumplirse la condicién de regularidad:

af (n/b) < cf(n) paraalgin ¢>0

Si eso pasa, entonces: T(n) = 0(f(n))]

Desarrollo

Comparamos con la forma general: T(n) = aT(n/b) + f(n)

Entonces:
e a=3
e b=2
« f)=n?

Calculamos: nlo8»@ = plog:3
Como: log, 3 = 1.585 < 2

entonces n? crece mas rapido que n'°823,
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Ademas: 3f (2) =3 (2)2 =

cumple la condicién de regularidad.
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3n2 < cn?con c = ”

Conclusién:

Caso 3 del Teorema Maestro



Resolucién por método iterativo

Recurrencia

1 sin=1

T =
") =\ 30(m/2) +n2 sin>1

Idea del método iterativo
En este método hacemos siempre lo mismo:

K

1

tomamos la recurrencia,

reemplazamos el término recursivo por la misma formula,
repetimos varias veces,

buscamos un patron,

armamos la formula general,

y finalmente llevamos al caso base.

Partimos de la recurrencia original:  T'(r) = 3T(n/2) + n®
Aca todavia no hicimos ningun

reemplazo interno. Esta es la
forma inicial.

T(n) = 3T(n/2) +n*

Ahi la llamada pendiente es: T'(n/2)

Para expandirla k= 2

Tomamos la misma recurrencia, pero aplicada al tamafio: n/2
O sea, donde antes decia n, ahora ponemos n/2

T(n/2) = 3T (%2) + (g)z #

T(n/2) = 3T(n/4) + (;)2

Y eso es lo que reemplazamos dentro de la formula original.

La llamada recursiva que quedé viva en la expresién anterior es T (n/2).

Entonces, para seguir iterando:
e miramos qué llamada quedo,
e escribimos la recurrencia para esa llamada,
e y la sustituimos.

Regla practica

En el método iterativo, en cada paso:
1. miras cual es el término recursivo que quedd,
2. le aplicas la misma recurrencia,
3. loreemplazas.




En sintesis, para k=2:

Reemplazamos el término: T(n/2)

usando la misma recurrencia, pero evaluada en n/2

Primero escribimos la recurrencia para n/2

T(n/2) = 3T(n/4) + (g)‘2

Ahora sustituimos dentro de la original
Como:

reemplazamos T'(n/2)
por la expresion
anterior:

distribuimos el 3 T(n) =9T(n/4) +

T(n)=3 [3T(n/‘4) + (

T(n) = 3T(n/2) + n?
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entonces T(n) = 9T (n/4) + 37 + n?
4 *resolvemos el
3 cuadrado
T(n)=9T(n/4) + inz +n?
Para K=3
Ahora reemplazamos: T (n/4)
Escribimos la recurrencia para n/4
ny 2
Sustituimos T'(n/4) =3T(n/8) + (E)
3
Partimos de: T(n)=9T(n/4) + an +n?
2
Reemplazando T(n/4):  T(n) =9 {3]1(”;;8) N (;) } N gnz 1 n?
o 2
distribuimos el 9 T(n) =27T(n/8) + 9 (%) 1 %n? 1 n?
n\2 n?
(1) =%
entonces: n’ 3 2 9
T(n)=27T(n/8)+9— + -n"+n *resolvemos el
16 4 cuadrado

T(n)=27T(n/8)

9 . 3
+ —nz -+ —’n2 + 'n,z

16

4




Para K=4

Ahora reemplazamos: T (n/8)
Escribimos la recurrencia para n/8

T(n/8) = 3T(n/16) + (2)2

Sustituimos

9 , 3,
Partimos de: T(n)=27T(n/8) + Enz + E’n” +n?
Reemplazando 3,
T(n/8): T(n) =27 [{T(n;’lﬁ 1 + —n + 471 +n?
o 2 9 3,
Distribuimos el 27 T'(n) = 817 (n/16) + 27 (8) + ﬁn + yidi n’
ny\2 n?
(5) =&
entonces: T 81T (n/16 2’??12 n 9 3
(n) = (n/16) + ol ﬁ?l —|—4n +n?

27 9 3 5
T(n) —81T(n;’1t“}—an —I—ﬁﬂ —|—4n +n?

Buscar el patrén: Ahora miramos qué se repite.

En | t i / 27 9 3
‘ n la parte reCUrS|Va’ T('ﬂ) _ BlT{HJ-E-]) e an _|_ ﬁn' —|— 4?’], -+ ﬂ,

Los coeficientes son: 3,9,27,81, para k = 1,2,3,4. O sea 31,92,273,81% & 3X

, n
Y los argumentos son: Ej R esdedir — | yaque:
2" 4" 8

3 16 2k

Parak=1:  T'(n) =3T(n/2) +n°
3
Para k=2: T(n)=9T(n/4) + an +n?

9 , 3,
Para k=3: T(n) =27T(n/8) + Enz + En” +n?

27 9 3
ParaK=4: T(n)=81T(n/16) + an + Fn + 411, +n?

n
Osea: . 1t " 7 entonces, después de k pasos: '%"T( )

ol’ 927 93 od 2k




\En la parte no recursiva‘

9

AL 3
T(n) = 81T (n/16) + —n’* + —n? + ~n? +n’
64 16 4

Los coeficientes de n? son:
- 1, 3/4, 9/16, 27/64
Eso se puede escribir como:

BHORONOR

k—1 '
Entonces toda esa suma queda: 9 (?)z
n E

Férmula general

Entonces, después de k expansiones:

Encontrar k:

. n
Queremos llegar al caso base T(1) = 1 entonces imponemos x Tn= 2k

Tomando logaritmo en base 2: |k = log, n

Reemplazar k en la férmula general

log, n—1 i
I log, n L 2 N 3
Sustituimos: T('n,} =3I (ZIDg,n) o : (a)

=0 no_n_
log, n—1 3 i log,n a T
T(n) = 3°%"T(1) +n’ -
() w+e Y (§)
i=0
comoT(1) =1

3lugj n _ nlog2 3 i—0

T(n) = n'*%3 4 n?




Camino 1: reemplazar la sumatoria por una constante C

Este es el camino mas rapido para llegar al orden.

log, n—1 i
2 3 -3
La suma: Z 4 es geométrica, con razon: 1 <1
i=0

Entonces queda acotada por un nimero fijo. Por eso podemos escribir:

log, n—1 3 i
Z (i) <C y entonces: T(n) = n'%% + Cn?

i=()

Como: log, 3 ~ 1.585 < 2 , el término dominante es n2.

Entonces: T(n) € ©(n?)

iPor qué se puede hacer?. Porque esa sumatoria no afecta el orden: su valor queda acotado
y no cambia el crecimiento asintético.

Camino 2: resolver la sumatoria y llegar a la expresion cerrada

log, n—1 3 i
Partimos de: .
T(n) = n°%®3 4+ n’ E 1
i=0
Resolver la suma geométrica
V4 J— ]_ ] T = E
Usamos la férmula: Z pi— con: 1
r—1 » k=logyn
3
- —1=-=
Entonces: log, n—1 i 3y log, n 4 4
. 3 (3)™" —1
E ) = A4
4 3 _
i=0 ( 1 1
9 log, n
= —4 (1) -1 Simplificamos:
3 logy n glogy n
Entonces: 1 b7 (jl) — glog,n
T(n) = nlog23 _ g2 (‘_) 1 Ahora: glogyn _ ,log, 3
4 410g,-. 11002 1 _ ?12
log,, 3 - logy,4 =2
n porque: 22
: T(n) = n'°%:3 — 4n? — —1
Reemplazando: (n) nZ Entonces:
3 log, n ‘Rlog’ 3
Rgemplgzando. T(n) = nloZ3 _ gnlog:3 | 4p2 1 =
Distribuimos:

T(n) = 4n? — 3n'oe:3




