90 Matematica discreta y sus aplicaciones

.8 Funciones

INTRODUCCION

En muchas ocasiones asignamos a cada elemento de un conjunto un elemento particular de un se-
gundo conjunto (que puede ser el mismo que el primer conjunto). Por ejemplo, supongamos que a
un grupo de personas se les asigna una letra del conjunto {A, B, C, D, F}. Y supongamos que le
asignamos a Adams la A, a Chou la C, a Goodfriend la B, a Rodriguez la A y a Stevens la F. Esta
asignacion se ilustra en la Figura 1.

La asignacion anterior es un ejemplo de funcion. El concepto de una funcion es extremada-
mente importante en matemética discreta. Las funciones se usan en definiciones de estructuras dis-
cretas tales como sucesiones o cadenas. Las funciones también se utilizan para representar cuan-
to tiempo tarda un ordenador en resolver un problema de un tamafio determinado. Las funciones
recursivas, que son funciones que se definen en términos de ellas mismas, se utilizan frecuente-
mente en ciencias de la computacién. Se estudiardn en el Capitulo 3. En esta seccién se repasaran
los conceptos bésicos relacionados con funciones que se necesitan en matematica discreta.
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DEFINICION 1

Las funciones se pueden especificar de muchas maneras diferentes. A veces declaramos explici-
tamente las asignaciones, como en la Figura 1. Otras veces damos una férmula, como f{x) = x + L.
Otras usamos un programa de ordenador para especificar la funcién.

Nota: Una funcién f: A — B se define a veces en términos de la relacion de A en B definida en la
Secci6n 1.6. Discutiremos esta forma de definir funciones en el Capitulo 7.
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DEFINICION 2

La Figura 2 representa una funcion f de A en B.

Consideremos el ejemplo del comienzo de la seccion. Sea G la funcidn que asigna una letra
a una persona del grupo. Nota que G(Adams) = A, por ejemplo. El dominio de G es el conjunto
{ Adams, Chou, Goodfriend, Rodriguez, Stevens} y el codominio es {A B, C, D, F'}. La imagen de
G es el conjunto {A, B, C, F}, ya que a cada persona se le asigna una letra del dominio, excepto la
D. Considera también los Ejemplos 1y 2. J
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Figura 1. Asignacion de letras a un conjunto Figura 2. La funcion ftransforma A en B.
de personas.
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Sea f la funcion que a una cadena de bits de longitud mayor o igual que 2 le asigna sus dos ultimos
bits. Entonces, el dominio de fes el conjunto de todas las cadenas de bits de longitud mayor o
igual que 2 y tanto el codominio como la imagen son el conjunto {00, 01, 10, 11}. |

Sea f: Z — Z la funcion que asigna el cuadrado de un entero a este entero. Entonces, fix) = 1%,
donde el dominio de f es el conjunto de todos los enteros, el codominio de f se puede elegir que sea
el conjunto de los enteros también y la imagen es el conjunto de los enteros positivos que son cua-
drados perfectos, es decir, {0, 1,4, 9, ...}

En lenguajes de programacion a menudo se especifican el dominio y el codominio de las funcio-
nes declaradas. Por ejemplo, la sentencia Java

int parte_entera(float real){...}
y la sentencia Pascal

function parte entera(x:real):integer

declaran ambas que el dominio de la funcion parte_entera es el conjunto de los nimeros reales y
su codominio es el conjunto de los enteros. <

Dos funciones con valores reales con el mismo dominio se pueden sumar y multiplicar.

son r’&mblél‘l funciones de A en R de-

= (f fg)(x} f(r)f(x)

Observa que las funciones f, + [, y f, f, han sido definidas especificando sus valores en el punto x
en términos de los valores de f, y f, en x.

Sean f, y f, funciones de R en R tales que f,(x) = ¥y fo(x) = x — x*. ;Cudles son las funciones
L6 Y012
Solucién: De la definicion de la suma y el producto de funciones, se sigue que

(f, + L) =f(0)+f()=x+(x-x)=x
}.’

LX) =Xx-x)=x -x" -
Cuando f es una funcién de un conjunto A en un conjunto B, también se puede definir la imagen de
un subconjunto de A.

Sea f und funcion de un cenjunto A en un ccm}umo Bysea$un subconjunto de A. La i imagen
de Sesel qubcon]untn de B tm:mado por todas las imdgenes de los elementos de S. Denota-
rnos porf(S') a la imagen de S 'd_ tal forma que
f(S)~ {f(s)lseS} o
SeanA = {a,b,c.d, e} yB={1,2,3,4} conf(a)=2.f(B)=1,f(c)=4,f(d)=1yf(e)=1.La

imagen del subconjunto S = {b, ¢, d} es el conjunto f(S) = {1, 4}. =
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FUNCIONES INYECTIVAS Y SOBREYECTIVAS

Algunas funciones asignan imdgenes distintas a elementos distintos del dominio. Estas funciones
se conocen como inyectivas.

Se dlce que,u_ funcmn f es inyectiva si, y solo si, f(x) a
el dommw de " Una funcién se dice que es una mveccum S ,e,s 111~yect1va

Observacion: Una funcion fes inyectiva si, y s6lo si, f(x) # f(v) siempre que x # y. Esta forma de
expresar que fes inyectiva se obtiene tomando el contrarreciproco de la implicacion de la defini-
cion. Observa que podemos expresar que f es inyectiva usando cuantificadores, como VxVy (f(x)
=f{y) = x = y), o de forma equivalente, VxVy (x # y — f(x) # f(y)). donde el dominio del cuanti-
ficador viene dado por el dominio de la funcion.

Ilustramos este concepto dando ejemplos de funciones que son inyectivas y otras que no lo son.

Determina si la funcidén fde {a, b, ¢, d) a {1, 2,3,4,5}, conf(a)=4,f(b)=5,f(c)=1y f(d) =3,
es una funcién inyectiva.

Solucion: La funcion fes inyectiva puesto que f toma diferentes valores en los cuatro elementos
del dominio. Esto se ilustra en la Figura 3. <

Determina si la funcién f{x) = x* del conjunto de los enteros al conjunto de los enteros es inyectiva.

Solucion: La funcién f(x) = ¥ no es inyectiva puesto que, por ejemplo, f(1) =f(~1) = 1, pero 1 #
—1. Observa que la funcidn fes inyectiva si el dominio se restringe a Z*. <

Determina si la funcién f(x) = .x + 1 es inyectiva.

Solucion: La funcién f(x) = x + | es inyectiva. Para demostrarlo, vemos que x + 1 # y + 1 cuando

XE Y. «

Vamos a dar algunas condiciones para garantizar que una funcién es inyectiva.

Una funcién I cuya dom;mo ¥ cvdom inio son subcon}untes deI con]unlo de 105 nwncros rcales
se denomina estrictamente creciente s1f(x) <f(y) QJemple que .t <y y tanto x como y estén en
¢l dominio de f. De forma similar, f se dice que es evmrtamenre dec: ec:enre si f (1) > f )
<;1empre que X <y yxey estén en el dommio def s

Observacion: Una funcion f es estrictamente creciente si VaxVy ((x <y) — (f(x) <f(»)) y es
estrictamente decreciente si VaVy ((x <y) — (f(x) > f(y))), donde el dominio viene dado por el
domini6 de f.

De estas definiciones se deduce que una funcién que es estrictamente creciente o decreciente debe
SEr mmyectiva.

Para algunas funciones, la imagen y el codominio son iguales. Esto es, todo miembro del co-
dominio es la imagen de algiin elemento del dominio. Las funciones con esta propiedad se deno-
minan sobreyectivas.

kY
Una funcion fde A a B es sobreyectiva, o sobre, si, y solo si, para todo elemento b € B hay un
elemento a € A tal que f(a) = b. Una funcion f es una sobreyeccion si es sobreyectiva.
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Figura 3. Una funcién inyectiva. Figura 4. Una funcién sobreyectiva,

Observacién: Una funcién fes sobre si Vydx (f(x) = y), donde el dominio para x es el dominio de
la funcién y el dominio para y es el codominio de la funcion.

Damos a continuacion algunos ejemplos de funciones sobreyectivas y otras que no lo son.

Sea fla funcién de {a, b, ¢, d} en {1, 2, 3} definida por f(a) =3, f(b) =2, fle) = 1 y f(d) = 3. (Es f
una funcién sobreyectiva?

Solucién: Como los tres elementos del codominio son imégenes de elementos del dominio, vemos
que f es sobre. Esto se ilustra en la Figura 4. Observa que si el codominio fuese {1, 2, 3, 4}, en-
tonces / no seria sobreyectiva. <

¢Es sobreyectiva la funcién f(x) = x* del conjunto de los enteros en el conjunto de los enteros?

Solucion: La funcién f no es sobreyectiva porque no hay ningtin entero x tal que x* = -1, por
ejemplo. <

;Es sobreyectiva la funcién f(x) = x + 1 del conjunto de los enteros al conjunto de los enteros?
Solucién: Esta funcién es sobre, puesto que para todo entero y hay un entero x tal que f(x) = y.

Para ver esto, ten en cuenta que f(x) =y si, y sélo si, x + 1 =y, lo cual se cumple si, y s6lo si,

b <

n f s una biveccion o funcion biyectiva si es tanto inyectiva como sobreyectiva,

Los Ejemplos 12 y 13 ilustran el concepto de biyeccion.

Sea f1la funcion de {a, b. ¢, d} en {1, 2, 3, 4} definida por f(a) =4, f(b) =2.f(c) =1y f(d) =3.
(Es funa biyeccion?

Solucién: La funcion fes inyectiva y sobre. Es inyectiva puesto que la funci6n toma siempre va-
lores distintos. Es sobre porque los cuatro elementos del codominio son imédgenes de elementos del
dominio. Por tanto, [ es una biveccion. <

La Figura 5 muestra cuatro funciones. La primera es inyectiva, pero no sobre; la segunda es
sobre, pero no inyectiva; la tercera es inyectiva y sobreyectiva, y la cuarta no es ni inyectiva ni so-
breyectiva. La quinta correspondencia de la Figura 5 no es una funcion, puesto que asigna dos ele-
mentos diferentes a un mismo elemento.

o : " - , i e o Y & T L

Supongamos que /fes una funci6n de un conjunto A en si mismo. 51 A es finito, entonces f es

inyectiva si, y s6lo si, es sobre. (Esto se deduce del resultado del Problema 64 del tinal de esta sec-
cién). Esto no se cumple necesariamente si A es infinito (como se verd en la Seccion 3.2).
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{a) Inyectiva, (b} Sobre, (c) Inyectiva (d)  Noinyectiva, (e) Noesuna
no sobre no inyectiva y sobre no sobre funcién
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Figura 5. Ejemplos de diferentes tipos de correspondencias.

EJEMPLO 13 Sea A un conjunto. La funcién identidad sobre A es la funcion z,: A — A tal que

L,(x)=x

para cada x € A. En otras palabras, la funcién identidad ¢, es la funcién que asigna a cada elemento
¢l mismo. La funcién 1, es inyectiva y sobreyectiva, por lo que es una biyeccion. -

FUNCIONES INVERSAS Y COMPOSICION DE FUNCIONES

Consideremos ahora una biyeccioén f del conjunto A en el conjunto B. Como fes una funcién sobre,
todo elemento de B es la imagen de algtin elemento de A. Ademds, como f es también una funcién
inyectiva, todo elemento de B es la imagen de un #nico elemento de A. Por tanto, podemos definir
una nueva funcién de B en A que invierte la correspondencia dada por f. Esto conduce a la Defi-
nicién 9.

DEFINICION 9 Sea funa funci6n biyectiva del conjunto A en el conjunio B La funcién inversa de fes la fun-
 cién que asigna a un elemento b que pertencee a B ¢l dnico elemento a de A tal que f(a) = b.
La funcién inversa de fse denota por . Asf, f'(b) =a cuando fl)=b.

La Figura 6 ilustra el concepto de funcion inversa.

Si una funcién £ no es biyectiva, no podemos definir su funcién inversa. Si fno es una bi-
yeccién, entonces bien no es inyectiva o bien no es sobre. Si fno es inyectiva, algin elemento b
del codominio es la imagen de mds de un elemento del dominio. Sifno es sobreyectiva, entonces
para algdn elemento b del codominio no existe un a del dominio tal que f(a) = b. Por consi-
guiente, si fno es una biyeccion, no podemos asignar a cada elemento b del codominio un tGnico
elemento a del dominio tal que f(a) = b (porque para algiin b hay bien mds de un elemento a 0
bien ninguno).

Una funcién, biyectiva se llama invertible puesto que podemos definir una mnversa de esa funcion.
Una funcién es nb invertible si no es una biyeccion, ya que la inversa de tal funcion no existe.

)

L]
b= fla)

Figura 6. La funci6n £ es la inversa de la funcién f.
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Sea f1a funcién de {a, b, ¢} en {1, 2, 3} definida por f(a) = 2, f(b) =3 y f(c) = 1. {Es finvertible?
Silo es, ;cudl es su inversa?

Solucién: La funcién f es invertible puesto que es una biyeccion. La funcién inversa f~' invierte la
correspondencia dada por f, de tal formaque f (1) =¢,f'(Q)=ayf'3)=bh. -

Sea f1a funcién del conjunto de los enteros al conjunto de los enteros tal que f(x) =x + 1. (Es fin-
vertible? Si lo es, ;cudl es su inversa?

Solucion: La funci6n f tiene inversa puesto que es biyectiva, como ya hemos visto. Para invertir la
funcion, supongamos que y es la imagen de x, por lo que y = x + 1. Entonces, x = y — 1, lo que significa
que y — 1 es el tnico elemento de Z al que se le asigna y mediante f. Por tanto, /' (y) =y - 1. R

Sea fla funcién de Z en Z dada por f(x) = x*. ;Es finvertible?

Solucién: Como f(~1) =f(1) = 1, fno es inyectiva. Si se definiese una funcién inversa, a 1 se le
asignarian dos elementos. Por tanto, f no es invertible. <

En otras palabras, f o g es la funcién que asigna al elemento a de A el elemento asignado por f a
g(a). Observa que la composicion /o g no se puede definir a no ser que la imagen de g sea un sub-
conjunto del dominio de /. En la Figura 7 se muestra la composicion de dos funciones. :

Seca g la funcién del conjunto {a, b, ¢} en si mismo definida por g(a) = b, g(b) = ¢ y g(c) = a. Sea
fla funcién del conjunto {a, b, ¢} en {1, 2, 3] tal que f(a) =3, f(b) =2 y f(c) = 1. ;Cual es la com-
posicion de f'y g? ;Y la composicion de g y /7

Solucién: La composicion f < g se define como (fe g)(a) =f(g(a)) =fib) =2, (f g)(b) =f(g(h)) =
f©) =1y (fog)(©) =f(gN)=f(a)=3.

Observa que g o f no estd definida, porque la imagen de f no es un subconjunto del dominio
de g. <

Sean fy g las funciones del conjunto de los enteros al conjunto de los enteros definidas por f(x) =
2x+ 3y g(x) = 3x + 2. ;Cuil es la composicién de [y g? ;Cudl es la composicion de g y f7

(f ©glla)

flgla)

flgla))

fog

Figura 7. La composicién de las funciones f'y g.
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DEFINICION 11

EJEMPLO 19

EJEMPLO 20

Solucién: Tanto las composiciones fo ¢ como g o festdn definidas. Ademas,

(fog)x)=flg)=fBx+2)=2Cx+2)+3=6x+7
(ge N =g(f(X))=f2x+3)=32x+3)+2=6x+11.

Observacién: Ten en cuenta que aunque fo g y g o f estdn definidas para las funciones f'y g del
Ejemplo 18, fo g y g o fno son iguales. En otras palabras, la propiedad conmutativa no se aplica a
la composicion de funciones.

Cuando se forma la composicion de una funcién y su inversa, no importa el orden, se obtie-
ne una funcion identidad. Para ver esto, supongamos que f es una funcion biyectiva del conjunto A
en el conjunto B. Entonces, la funcién inversa f~' existe y es una biyeccion de B en A. La funcién
inversa invierte la correspondencia de la funcién original, de tal forma que f~'(b) = a cuando

fla)=by fla) = b cuando f~'(b) = a. Por tanto,

(o =f"(fa)=f"(b)=a

S

(fofNWb) =f(f(b) =fla) = b.

Por consiguiente, f~' o f=1, y fo f” =1, donde 1, ¢ 1, son las funciones identidad sobre los con-
juntos A y B, respectivamente. Es decir, (f™) ' =f.

GRAFICA DE UNA FUNCION

Podemos asociar un conjunto de pares de A X B a cada funcion de A en B. Este conjunto de pares
se llama grafica de la funcion y generalmente se representa para ayudar a entender ¢l comporta-
miento de la funcion.

o conjunto de

* Seafuna funcién del conjunto A al conjunto

Sea funa funci onj conjunto B. La grdfica de una funcién fes
pares ordenados {(a,b) [aeAyf@=b).

Por la definicidn, la gréfica de una funcion f de A a B es el subconjunto de A X B que contiene los pa-
res ordenados con la segunda entrada igual al elemento de B asignado por f a la primera entrada.

Dibuja la grifica de la funcién f(n) = 2n + 1 del conjunto de los enteros al conjunto de los enteros.

Solucion: La grifica de fes el conjunto de pares ordenados (n, 2n + 1), donde # es un entero. Esta
grifica se muestra en la Figura 8. o

Dibuja la gréfica de la funcidp f(x) = x* del conjunto de los enteros al conjunto de los enteros.
Solucién: La grafica de fes el conjunto de pares ordenados (x, f(x)) = (x, %), donde x es un entero.

Esta grifica se muestra en la Figura 9. |

ALGUNAS FUNCIONES IMPORTANTES

Seguidamente introduciremos dos funciones importantes en la matematica discreta: las funciones
parte entera y parte entera por exceso. Sea x un numero real. La funcion parte entera redondea x
hacia abajo hasta el entero mas cercano que sea menor o igual que x. La funcion parte entera por
exceso redondea x hacia arriba hasta ¢l entero mas cercano mayor o igual que x. Estas funciones se
utilizan a menudo cuando se cuentan objetos y desempenan un importante papel en el analisis del
numero de pasos utilizados por un procedimiento para resolver problemas de un tamaiio particular.
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Figura 9. Grifica de la funcién f(x) = x* de Z

chenL en 7.

Observacion: La funcién parte entera se denota a menudo por [x].

Estos son algunos valores de las funciones parte entera y parte entera por exceso:

fl=0. [=t |-d=1 [0
131)=3 _ [31]=4, |7]=7. [7]=7

En la Figura 10 representamos las graficas de las funciones parte entera y parte entera por ex-
ceso. En la Figura 10(a) se muestra la gréfica de la funcién [x]. Observa que esta funcién toma
un mismo valor en todo el intervalo [n, n + 1), el valor n. A partir de él, salta al valor n + 1 cuan-
do x=n+ 1. En la Figura 10(b) se ha dibujado la grafica de la funcién parte entera por exceso,
[x1. Esta funcién toma un valor constante en el intervalo (n,n+ 1], el valor n + 1. A partir de él,
salta al valor n + 2 cuando x es ligeramente mayor que n + 1.

Las funciones parte entera y parte entera por exceso son utiles en una gran variedad de
aplicaciones, entre las que se incluyen el almacenamiento y la transmision de datos. Consideremos
los Ejemplos 22 y 23, cdlculos tipicos en problemas de bases de datos y comunicacion de datos.
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Figura 10. Graficas de las funciones (a) parte entera y (b) parte entera por exceso.
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Tabla 1. Propiedades ttiles de las
fU.I'ECiOBCS p'{ll‘lt’: enicra Y ‘pill’lt entera
por exceso (11 €s un entero).

(la) Lxl=nsi.ysolosi,n<x<n+1
(1b) [xl=nsi,ysélosi,n—1<x<n
(lc) Lel=nsi, ysdlosi, x-1<n<x
(1d) [xI=nsi,ysélosi,x<n<x+ 1

(2) x—1i <lxlgx<lxlax+i

(3a) Lxl=-[x]
3b) [-x]1=-Lx]

(4a) Ly + nl=lxl+n
@b) [x +nl=[x]+n

EJEMPLO 22 Los datos almacenados en un disco duro o transmitidos en una red de informacion generalmente se
representan en cadenas de bytes. Cada byte consta de 8 bits. ;Cudntos bytes se requieren para co-
dificar 100 bits de datos?

Solucion: Para determinar el nimero de bytes necesario, determinaremos el entero mis pequeno
que es al menos tan grande como el cociente de dividir 100 entre 8, el nimero de bits y el nime-
ro de bits por byte, respectivamente. Consecuentemente, se precisan [ 100/81=112,51= 13 bytes.

<

EJEMPLO 23 En el modo de transferencia asincrona, ATM (un protocolo usado en redes principales). los datos
se organizan en células de 53 bytes. ;Cuantas células ATM se pueden transmitir en un minuto en
una conexion que transmite datos a razén de 500 kilobits por segundo?

Solucién: En un minuto esta conexion puede transmitir 500.000 - 60 = 30.000.000 bits. Cada cé-
lula ATM contiene 53 bytes, lo que significa que tiene 53 - 8 = 424 bits. Para determinar el niimero
de células que pueden transmitirse en un minuto, determinamos el mayor entero que no exceda al
resultado de dividir 30.000.000 entre 424. Por tanto, se pueden transmitir | 30.000.000/424 ] =
70.754 células ATM en un minuto por una conexion de 500 kilobits por segundo. =

La Tabla 1, en la que x denota un nimero real, muestra algunas propiedades, simples
pero importantes, de las funciones parte entera y parte entera por exceso. Como estas funciones
aparecen frecuentemente en matematica discreta, resultara ttil considerar estas propiedades en
detalle. Cada propiedad de esta tabla se puede establecer utilizando las definiciones de las fun-
ciones parte entera y parte entera por exceso. Las propiedades (1a), (1b), (1c) y (1d) se siguen di-
rectamente de sus definiciones. Por ejemplo, (1a) afirma que Lx| = nsi, y sélo si, el entero n es
menor o igual que x y # + 1 es maypr que x. Esto es precisamente lo que significa que n sea el
mayor entero que es menor o igual ue x, que es la definicién de | x| = n. Las propiedades (1b),
(1¢) y (1d) se pueden establecer defforma similar. Demostraremos la propiedad (4a) haciendo
una demostracion directa.

Demostracién: Supongamos que | x] = m, donde m es un entero positivo. Por la propiedad (la) se
cumple que m < x <m + 1. Sumando n a ambos lados de la desigualdad, se muestra que m + n =
x+n<m+n+ 1. Usando la propiedad (1a) de nuevo, vemos que Lx + nl=m+n =[xl + n. Esto
completa la demostracion. Dejamos la demostracion de las otras propiedades como ejercicio. <

Las funciones parte entera y parte entera por exceso yerifican algunas otras propiedades tti-
les ademas de las mostradas en la Tabla 1. Hay otras declaraciones relacionadas con estas fun-
ciones que a primera vista parecen ser correctas, pero que realmente no lo son. Veremos algunas
consideraciones acerca de estas funciones en los Ejemplos 24 y 25.




EJEMPLO 24

EJEMPLO 25

EJEMPLO 26
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Un enfoque dtil a la hora de considerar afirmaciones que incluyan la funcién parte entera
es tomar x = 1 + €, donde n = .x] es un entero y €, la parte decimal de x, satisface la desigualdad 0
< ¢ < 1. De forma similar, cuando consideramos la funcién parte entera por exceso, puede
resultar (til escribir x = n—¢, donde n = [x]esunenteroy0<e < 1.

Demuestra que [ 2x] =Lx) +Lx + 4 |

Solucion: Para demostrar esta afirmacion, consideremos x = n + €, donde n es un entero positivo
y 0 <& < 1. Debemos considerar dos casos, dependiendo de si € es menor que '/, 0 no. (En la de-
mostracion quedard claro por qué elegimos estos dos casos).

Primero consideremos el caso en que 0 <€ <. Eneste caso, 2x=2n+ 2ey [ 2x] = 2n, puesto
que 0 < 2¢ < 1. De forma similar, x + + =n + (3 + €), por lo que lx+L)=nyaque0<t+e<].
Por tanto, [ 2x]=2n y Lxl+Lx + Ll=n+n=2n.

Ahora veamos el caso en que 4 <€ < 1. Eneste caso, 2x=2n+2e = 2n + 1) + (2e - 1).
Como 0<2e— 1< 1, sesigue quel2x)=2n+ 1. Comolx+ 4] =ln+ G +e)l=ln+1+E€-Dly
0<e- L <1, se sigue que Lx + 4 ] = n + 1. Consecuentemente, [2x] =2n + 1 y el + Lx + £ 1=
n+(n+1)=2n+ 1. Esto concluye la demostracion.

A

Demuestra la veracidad o falsedad de la ecuacion[x+ y1=[x|+[y| para todos los nimeros reales x e y.

Solucién: Aunque esta sentencia parece correcta, resulta ser falsa. Se puede dar un contracjemplo
conx== ey=1.Con estos valores se ve que [x+yl=[4++1=11=1, pero[x]+[yl=[41+

|—l2—|:|+|=2. <

Hay ciertos tipos de funciones que se describirdn a lo largo del texto. Entre ellas estan las po-
linémicas, logaritmicas y exponenciales. En el Apéndice 1 se ofrece un breve repaso de las pro-
piedades més importantes de estas funciones que se necesitan en el texto. En este libro utilizaremos
la notacién log x para denotar el logaritmo en base 2 de x, puesto que 2 es la base que general-
mente aparecera cuando trabajemos con logaritmos. Denotaremos al logaritmo en base b de x, don-
de b es cualquier nimero real mayor que 1, por log, x y al logaritmo natural de x como In x.

Otra funcion que usaremos a lo largo del texto es la funcion factorial /- N — Z*, que deno-
taremos por f(n) = n!. El valor de f(n) = n! es el producto de los n primeros enteros positivos, es
decir, f(m)=1-2-(n- 1) -nlyf(0)=0!=1].

Tenemos que f(6)=6!=1-2-3-4.5-6=720. 2|

Problemas

1. ;Por qué f no es una funcién de R en R si

4. Halla el dominio y la imagen de estas funciones:

a) f(x)=1 Ix?

b) fl)=\x?

¢ f)=+NF+1)?

Determina si fes una funcién deiZ en R si
a) flm=+n

b) f(n)=An’+1

¢ f(n)=1(n*-4)

» Determina si f'es una funcion del conjunto de las cadenas

de bits al conjunto de los enteros si

a) f(S) es la posicion de un bit O en 8.

b) f(S)es el nimero de bits 1 en S.

¢) f(S) es el menor entero i tal que el bit i-ésimo de § es
un 1y f(S)=0si8 eslacadbna vacia, la cadena con
cero bits.

a) la funcién que asigna a cada entero no negativo su
ultima cifra,

b) la funcién que asigna el entero siguiente a un enteso
positivo,

¢) la funcién que asigna a una cadena de bits el nimero
de bits 1 de la cadena,

d) la funcién que asigna a una cadena de bits el nimero
de bits de la cadena.

5. Halla el dominio y la imagen de estas funciones:

a) la funcién que asigna a cada cadena de bits la dife-
rencia entre el ndmero de unos y el nimero de ceros,

b) la funcién que asigna a cada cadena de bits el doble
del nimero de ceros de la cadena,

¢) la funcién que asigna el niimero de bits restantes cuan-
do 1a cadena se separa en bytes (bloques de 8 bits),



