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2. «Si las matematicas son féciles, entonces la I6gica no 73. Demuestra que si 7 €s un entero, estas cualro sentencias

es dificil». son equivalentes: (i) n ¢s par, (i) n + 1 es impar, (zif) 3n +
Formalizando estos dos enunciados a sentencias con va- I'es impar, (iv) 3 es par.
riables proposicionales y conectivos logicos, determina : =
cudles de estas conclusiones son vilidas para estas supo- 74. Demuestra que estas cualro sentencias son equivalentes:
sicioes. (i) n* es impar, (if) 1 — n es par, (iii) n* es impar, (iv) n* + 1

: o = es par.

a) Que las matematicas no son [dciles si a muchos estu- t

diantes le gusta la l6gica. 7 ; L ] i

g s 75. (Qué reglas de inferencia se utilizan para establecer la

b) Que a pocos estudiantes les gusta la logica si las ma-
tematicas no son faciles.

¢) Que las matemdticas no son fdciles o la logica es dificil.

d) Que la légica no es dificil o las matemadticas no son

conclusion del argumento de Lewis Carroll descrito en el
Ejemplo 19 de la Seccién 1.3?

Fciles 76. ;Qué reglas de inferencia se utilizan para establecer la
: — conclusion del argumento de Lewis Carroll descrito en el
e) Que si a pocos estudiantes les gusta la 16gica, enton- Eiemplo 20 de la Seccién 1.3?
ces bien las matematicas no son féciles o bien la l6- R : g
rica no es dificil. : :
Bace #*77. Determina si este argumento, tomado de Backhouse

Demuestra que al menos uno de los niimeros reales s
a, ..., a,_es mayor o igual que el promedio de ellos.
:Qué clase de demostracion has utilizado?

Usa el Problema 71 para mostrar que si se ponen los
diez primeros mimeros enteros positivos alrededor de un
circulo, en cualquier orden, existen tres enteros en posi-
ciones consecutivas alrededor del circulo que tienen una

[Ba&6], ¢s correcto.

Si Supermin fuese capaz y quisiese prevenir el crimen,
lo harfa. Si Supermdn no fuese capaz de prevenir el cri-
men, seria débil; si no quisiese prevenir el crimen, seria
malevolente. Superman no previene el crimen. Si Su-
permadn existiese, ni serfa débil ni malevolente. Por tanto,
Supermin no existe.

suma mayor o igual que 17.

6 Conjuntos

DEFINICION 1

Enlaces

INTRODUCCION

En este libro estudiaremos una gran variedad de estructuras discretas. Estas incluyen relaciones,
que consisten en pares ordenados de elementos; combinaciones, que son colecciones desordenadas
de elementos, y grafos, que son conjuntos de vértices y aristas que conectan vértices. Ademas, ilus-
traremos como se utilizan estas y otras estructuras discretas en el modelado y la resolucion de pro-
blemas. En particular, se describiran muchos ejemplos del uso de estructuras discretas en alma-
cenamiento, comunicacion y manipulacion de datos. En esta seccion estudiamos la estructura
discreta fundamental, sobre la que se construyen todas las demas: el conjunto.

Los conjuntos se utilizan para agrupar objetos. Generalmente, los objetos de un conjunto tienen
propiedades similares. Por ejemplo, todos los estudiantes que estan matriculados en tu facultad forman
un conjunto. De la misma forma, todos los estudiantes matriculados en la asignatura de matemdtica dis-
creta en cualquier facultad forman un conjunto. Ademds, aquellos alumnos de matematica discreta ma-
triculados en tu facultad forman otro conjunto que puede formarse tomando los elementos comunes de
las dos primeras colecciones. El lenguaje de los conjuntos es un medio para estudiar tales colecciones
de forma organizada. A continuacion proporcionamos una definicion de conjunto.

Un conjunto es una coleccion desordenada de objetos.

Observa que el término objeto se ha utilizado sin especificar qué es. Esta definicion de conjunto
como una coleccion de objetos, basada en la nocion intuitiva de lo que es un objeto, fue establecida
por primera vez por el matemdtico alemédn Georg Cantor en 1895. La teoria que resulta de esta de-
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Enlaces

finicion intuitiva de conjunto conduce a paradojas, o inconsistencias l6gicas, como el fildsofo in-
glés Bertrand Russell mostré en 1902 (en el Problema 30 se describe una de estas paradojas). Es-
tas inconsistencias logicas se pueden evitar construyendo la teoria de conjuntos con suposiciones
basicas, llamadas axiomas. En este texto seguiremos la version original de Cantor de la teoria de
conjuntos, conocida como la teoria naif de conjuntos, sin desarrollar una versién axiomatica,
puesto que todos los conjuntos que consideraremos se pueden tratar consistentemente usando la te-
orfa original de Cantor.
Tras este predmbulo, comenzamos con nuestra discusion sobre conjuntos

se llaman

Hay varias formas de describir un conjunto. Una es enumerar todos los miembros del conjunto
cuando esto sea posible. Para ello utilizamos una notacion en la que todos los miembros se enu-
meran entre llaves. Por ejemplo, la notacion {a, b, ¢, d} representa el conjunto con los cuatro ele-
mentos a. b. ¢ y d.

El conjunto de las vocales del alfabeto se puede escribir como V = {a, e, i, 0, u}. |

El conjunto de los enteros positivos impares menores que 10 se puede expresar como /= {1, 3, 5,
1,91 <

Aunque los conjuntos se suelen usar para agrupar elementos con propiedades comunes, no hay
nada que impida a un conjunto tener elementos no relacionados. Por ejemplo, {a, 2, Alfredo, Se-
villa} es el conjunto que contiene los cuatro elementos a, 2, Alfredo y Sevilla. -

A veces, la notacion con llaves se utiliza para describir un conjunto sin enumerar todos sus
miembros. S6lo se enumera algunos de ellos y usamos tres puntos suspensivos (...) para repre-
sentar los demas cuando el patron general de los elementos es obvio.

El conjunto de enteros positivos menores que 100 se puede denotar como {1,2, 3, ..., 99}. <«

Los siguientes conjuntos, escritos en negrita, desempefian un importante papel en matematica
discreta:

N =10,1, 2,3, ...}, ¢l conjunto de los nimeros naturales.
Z ={.,-2,-1,0,1,2,...}. el conjunto de los enteros.
Z7 ={1,2,3, ...}, ¢l conjunto de los enteros positivos.

Q =1iplglpeZ,qeZ, q+0},clconjunto de los niimeros racionales.
R, el conjunto de los niimeros reales.

GEORG CANTOR (1845-1918)  Georg Cantor nacio en San Petersburgo. Rusia, donde su padre fue un prospero co-
merciante. Cantor desarrolld su interés por las matematicas en la adolescencia. Comenzoé sus estudios universitarios en Zi-
rich en 1862, pero cuando su padre muri6 abandon6 esta ciudad. Continug sus estudios en la Universidad de Berlin en 1863
como discipulo de los eminentes matemdticos Weierstrass, Kummer y Kronecker. Defendi6 su tesis doctoral, que trataba
sobre teorfa de nimeros, en 1867. Tomd posesion de una plaza de profesor en la Universidad de Halle en 1869, donde con-
tinu6 hasta su muerte.

Cantor es considerado el fundador de la teorfa de conjuntos. Sus aportaciones en este drea incluyen el descubrimiento
de que el conjunto de nimeros reales es no numerable, Son notorias sus contribuciones al andlisis. Cantor también se in-
teresd por la filosolia y escribié trabajos relacionando su teoria de conjuntos con la metafisica.

Se casé en 1874 y tuvo cinco hijos. El buen dnimo de su mujer compensd su temperamento melanedlico. Aunque re-
cibid una gran herencia de su padre. fue mal pagado como profesor, y para mitigar esto, intentd CONseguir un puesto me-
jor remunerado en la Universidad de Berlin. Su solicitud fue blogueada por Kronecker, quien no estaba de acuerdo con los
puntos de vista de Cantor sobre la teoria de conjuntos. Cantor suftié una enfermedad mental en los tiltimos afios de su vida,
Murio en 1918 en una clinica psiquidtrica.
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(Hay que tener en cuenta que algunas personas no consideran el () como un nimero natural, por lo
que tienes que prestar cuidado al érmino nimero natural cuando trabajes con olros libros).

Muchas sentencias matematicas declaran que dos colecciones de objetos especificadas de
forma diferente son realmente el mismo conjunto. Necesitamos por ello aclarar qué entendemos
con que dos conjuntos sean iguales.

si, y solo si, tienen los mismos elementos..

* Dos conjuntos son ignale:

Los conjuntos {1, 3,5} y {3, 5, 1} son iguales, puesto que tienen los mismos elementos. Observa
que ¢l orden en el que se listan los elementos de un conjunto no importa. Ten en cuenta también
que no importa que un elemento se liste mds de una vez, por lo que {1, 3,3,3,5,5,5,5} esel
mismo conjunto que {1, 3, 5}, puesto que ambos tienen los mismos elementos. <

Otra forma de describir un conjunto es usando la notacién de construccion de conjuntos.
Caracterizamos todos los elementos del conjunto declarando la propiedad o propiedades que deben
tener sus miembros. Por ejemplo, el conjunto O de todos los enteros impares menores que 10 se
puede escribir como

O = {x| x es un entero positivo menor que 10}.

Generalmente utilizamos esta notacién cuando es imposible enumerar todos los elementos del con-
junto. Por ejemplo, el conjunto de los nimeros reales se puede escribir como

R = {x| x es un nimero real }.

Los conjuntos se pueden representar también graficamente mediante diagramas de Venn, lla-
mados asi por el matemdtico inglés John Venn, quien introdujo esta representacion en 1881. En los
diagramas de Venn, el conjunto universal U, ¢l cual contiene todos Tos objetos bajo considera-
cién, se representa por un rectdngulo. Dentro del rectdngulo se utilizan circulos u otras figuras ge-
ométricas para representar conjuntos. A veces se emplean puntos para representar elementos
particulares del conjunto. Los diagramas de Venn s¢ usan a menudo para indicar relaciones entre
conjuntos. En el siguiente ejemplo mostraremos cOmo se puede utilizar un diagrama de Venn.

Dibuja un diagrama de Venn que represente V, el conjunto de las vocales.

14

Figura 1. Diagrama de Venn para el conjunto
de las vocales

BERTRAND RUSSELL (1872-1970)  Bertrand Russell nacié en una prominente familia inglesa activa en el movimiento
progresista y con un fuerte compromiso con la libertad. Quedd huérfano a edad temprana y fue puesto bajo el cuidado de
sus abuelos paternos, que le educaron en casa. Ingreso en el Trinity College, Cambridge, en 1890, donde destaco en ma-
temdticas v ciencias morales. Consigui6 una beca con su trabajo sobre los fundamentos de la geometria. En 1910, el Trinity
College le nombré profesor de logica y filosofia de las matemiticas.

Russell luché por causas progresistas durante toda su vida. Sostuvo fuertes conv icciones pacifistas y sus protestas contra la
Primera Guerra Mundial le condujeron a dimitir de su plaza en el Trinity College. Estuvo en prision durante seis meses en 1913
debido a un articulo que escribié que fue etiquetado de sedicioso. Russell luché por el sufragio de la mujer en Gran Bretana. En
1961, a la edad de ochenta y nueve afios, fue a la cdrcel por segunda vez por sus protestas a favor del desarme nuclear.

El gran trabajo de Russell fue el desarrollo de princ ipios que pudiesen ser usados como fundamentos para todas las ma-
temiticas. Su trabajo mds famoso es Principia Mathematica, escrito con Alfred North Whitehead, en el que se intentan de-
ducir todas las matematicas utilizando un conjunto de axiomas primarios. Escribid muchos libros sobre filosofia. fisica y
sus ideas politicas. Russell gand el premio Nobel de Literatura en 1950.
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Solucion: Dibujamos un rectangulo para indicar el conjunto universal U, el conjunto de las 28
letras del alfabeto. Dentro del rectdngulo dibujamos un circulo para representar V. Dentro de este
circulo indicamos los elementos de V con puntos (véase la Figura 1). =

Ahora presentaremos la notacion que se utiliza para describir la pertenencia a un conjunto.
Escribimos que a € A para denotar que a es un elemento del conjunto A. La notacién ag A
expresa que a no es miembro del conjunto A. (Generalmente, se usan letras minisculas para de-
notar elementos de conjuntos).

Hay un conjunto especial que no tiene elementos. Este conjunto se llama conjunto vacio o
conjunto nulo, y se denota por 0. El conjunto vacio también se puede denotar por { } (esto es,
representamos el conjunto vacio por un par de llaves que encierran todos los elementos del con-
Jjunto). A menudo, un conjunto de elementos con determinadas propiedades resulta ser el conjun-
to vacio. Por ejemplo, el conjunto de todos los enteros positivos que son mayores que sus cua-
drados es el conjunto vacio.

Un error que se comete a menudo consiste en confundir el conjunto vacio @ con el conjunto
{0}, que es un conjunto unitario, esto es. un conjunto con un solo elemento. ;El tnico elemento
del conjunto {@} es el conjunto vacio!

El conjunto A se _c_Ii‘_cé que es subconjunto de B si
elemento de B. Usamos la notacion A ar

Vemos que A C B si, y s6lo si, la cuantificacin
Vx(xeA —=xeB)

es verdadera. Por ejemplo, el conjunto de enteros positivos impares menores que 10 es un subcon-
junto del conjunto de los enteros positivos menores que 10. El conjunto de todos los estudiantes de
ingenierfa informitica de tu facultad es un subconjunto del conjunto de todos los estudiantes de tu
universidad.

El Teorema I muestra que todo subconjunto no vacio de S tiene al menos dos subconjuntos,
el conjunto vacio y el conjunto S, estoes, 6C Sy S C .

Para cualquier conjunto S,

@ocsyEses

Demostracién: Demostraremos (i) y dejaremos la demostracion de (i) como ejercicio.

Sea S un conjunto. Para demostrar que @ C § debemos demostrar que Vx (xel) = xe$) es
verdadera. Como el conjunto vacio no contiene elementos, se si gue que x € B es siempre falsa. Por
tanto, la implicacion x € 0 — x e S es siempre verdadera, porque la hipétesis es siempre falsa (y
una implicacién con hipétesis falsa es verdadera). Asi, Vx (xe ) — xe §) es verdadera, lo que
completa la demostracién de (i). Observa que esto es un ejemplo de demostracion vacua. <

Cuando queremos enfatizar que A es un subconjunto de B, pero que A # B, escribimos A C B
y decimos que A es un subconjunto propio de B. Los diagramas de Venn se pueden utilizar para

JOHN VENN (1834-1923) John Venn nacié en una Familia del Londres suburbano que destacaba por su filantropia. Es-
tudic en Londres y obtuvo su graduacién en matematicas en el Caius College, Cambridge. en 1857. Posteriormente fue ele-
gido para un puesto en este College, donde estuvo hasta su muerte. Se ordend clérigo en 1859, y tras un breve perfodo de
trabajo religioso, volvié a Cambridge, donde se dedicé a la élica. Ademds de por su trabajo matemadtico, Venn se interesé
por la historia y escribié mucho acerca de su College y su familia.

El libro de Venn Légica simbdlica clarifica ideas presentadas originalmente por Boole. En este libro presenta un
desarrollo sistemitico de un método que utiliza figuras geométricas, conocido como diagramas de Venn. Hoy dfa estos dia-
gramas son una herramienta primordial para analizar argumentos I6gicos e ilustrar relaciones entre conjuntos. Adicional-
mente 4 su trabajo sobre l6gica simbdlica, Venn hizo contribuciones a la teoria de probabilidades descritas en su libro so-
bre esta materia, texto ampliamente utilizado.
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mostrar que un conjunto A es un subconjunto del conjunto B. Dibujamos el conjunto universal U
como un rectdngulo. Dentro de este rectidngulo dibujamos un circulo que corresponda a B. Como
A es un subconjunto de B, dibujamos el circulo correspondiente a A dentro del circulo de B. Esta
relacion se muestra en la Figura 2.

Una forma de mostrar que dos conjuntos tienen los mismos elementos ¢s mostrar que cada
conjunto es subconjunto del otro. En otras palabras, si podemos mostrar que A y B cumplen que
A C ByqueB C A, entonces A = B. Este es un método itil de ver que dos conjuntos son iguales.
Esto es, A = B, donde A y B son conjuntos, si, y solo si, Vx(xe A 5 xe B)y Vx (xe B > xe A),
o de forma equivalente, si, y sélo si, Vx (x € A <> x € B).

Los conjuntos pueden tener otros conjuntos como elementos. Por ejemplo, podemos definir
los conjuntos {0, {a}, {b}, {a, b} y {x]xesunsubconjunto del conjunto {a, b} }. Observa que es-
tos dos conjuntos son iguales.

Los conjuntos se usan con mucha frecuencia en problemas de recuento. Para tales aplica-
ciones necesitamos definir el tamano de los conjuntos.

Sea S un conjunto. Si hay exactamente n elementos distintos en S, donde » es un entero no ne-
~ gativo, decimos que S ¢s un conjunto finito y n es el cardinal de S. El cardinal de S se deno- -

Sea A el conjunto de los enteros positivos impares menores que 10. Entonces, |A | = 5. <

Sea S el conjunto de las letras del alfabeto espafiol. Entonces, | S | = 28. <
[Nota pEL TrRaDUCTOR: El alfabeto espafiol se compone de las 26 letras del alfabeto inter-

nacional inglés utilizado tipicamente en ciencias de la computacion mds las letras ch y 7i]. <

Como el conjunto vacio no tiene elementos, se sigue que ()] = 0. <

~ Un conjunto se dice que es infinito sino es finito.

El conjunto de los enteros positivos es infinito. =

Del cardinal de conjuntos infinitos hablaremos en la Seccidn 3.2. En esa seccion discutiremos
qué significa que un conjunto sea numerable y mostraremos que ciertas clases de conjuntos son
numerables y otras no.

EL CONJUNTO DE LAS PARTES DE UN CONJUNTO

En muchos problemas debemos probar todas las combinaciones posibles de elementos de un
conjunto para ver si safisfacen una propiedad determinada. Para considerar todas estas combina-

u

Figura 2. Diagrama de Venn que muestra
que A es un subconjunto de B.
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ciones de elementos de un conjunto S, construimos un nuevo conjunto cuyos elementos son todos
los posibles subconjuntos de .

DEFINICION 7 t)édb'ﬁ,ﬁ éoﬂjﬁ’hto'S "ei corzlamo a‘e las par :tes de S’ €5 el (,onjunto de todos IUS subconjunlm de S.
E.l con]umo d’e las p _ ___e's de S se denola por P(,S') i -

EJEMPLO 11 (Cudl es el conjunto de las partes del conjunto {0, 1, 2}?

Solucién: El conjunto de las partes P({0, 1, 2}) es el conjunto de los subconjuntos de {0, 1, 2}.

Por tanto,
P(10,1,2)) = {0, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}}.
Observa que el conjunto vacio y el propio conjunto son miembros del conjunto de las partes. «

EJEMPLO 12 Cudl es el conjunto de las partes del conjunto vacio? ;Cudl es el conjunto de las partes de {@}7

Solucion: El conjunto de las partes del conjunto vacio tiene exactamente un subconjunto; ¢l
mismo. Por tanto,

P@) = {0}.
El conjunto {0} tiene exactamente dos subconjuntos, a saber, 00 y el propio conjunto {0}. Por
tanto,

P({9)) = {0,{0}}. <

Si un conjunto tiene n elementos, entonces el conjunto de las partes del conjunto tiene 27 ele-
mentos. Demostraremos este hecho de varias formas diferentes en secciones posteriores del
libro.

PRODUCTO CARTESIANO

El orden de los elementos en una coleccion puede ser importante. Como los elementos de un con-
junto estdn desordenados, necesitamos una estructura diferente para representar colecciones or-
denadas. Esto nos lo proporcionan las n-tuplas ordenadas.

DEFINICIONS  ‘Lan- tupla ardenada (a a, .., a)esla colcccwn ordenada en ta que a, es su pnmer ele-
~mento, a, el s.eg.un__d_o y a, el LlCI’IlGHtO n-€simo. :

Decimas que dos n-tuplas ordenadas son iguales si, y s6lo si, cada par correspondiente de sus ele-
mentos es igual. En otras palabras, (a,a, ....,a)= (b by, ..., b ) si, y s6lo si, a=>b,parai=1,2, 3

, n. En particular, las 2-tuplas se Ilaman pares ordenadoa. Los pares ordenados (a,b)y (c, d)
son mua]es si, y sOlosi,a =cy b =d. Observa que (a, b) y (b. a) no son iguales a no ser que a = b.
Muchas de las estructuras discretas que estudiaremos en capitulos posteriores se basan en la
nocion de producto cartesiano de conjuntos (Illamado asi por René Descartes). Definimos prime-
ro el producto cartesiano de dos conjuntos.

DEFINICION 9 Sean A y B conjuntos. El pmducto cartesiano de A y B, denotado por A x B, es el conjunto dc
todos los pares ordenados (@, b) donde a€ A y b e B. Por tanto,

AXB = {(a, b)|aeA nbeB}.
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Sea A el conjunto de todos los estudiantes de una universidad, y sea B el conjunto de todas las
asignaturas ofertadas en la universidad. ;Cudl es el producto cartesiano A x B?

Solucién: El producto cartesiano A x B consiste en todos los pares ordenados de la forma (a, b),
donde a es un estudiante de la universidad y b es una asignatura ofertada en la universidad. El con-
junto A x B se puede utilizar para representar todas las posibles matriculaciones de estudiantes en
asignaturas en la universidad. |

(Cual es el producto cartesiano de A = {1, 2} y B=lab,c)?

Solucion: El producto cartesiano A X B es
AxB= 0, a), (1 0 (L), (2, a), (2. 8),(2, c)} 4

Una relacion del conjunto A en el conjunto B es un subconjunto R del producto cartesiano
A x B. Los elementos de R son pares ordenados, donde el primer elemento pertencce a A y el se-
gundo a B. Por ejemplo, R = {(a, 0), (a, 1). (a, 3), (b, 1), (b, 2), (¢, 0), (¢, 3)} es una relacion del
conjunto {a, b, ¢} en el conjunto {0, 1, 2, 3}. Estudiaremos en profundidad las relaciones en el Ca-
pitulo 7.

Los productos cartesianos A X B y B x A no son iguales, a no ser que A = () 0 B = ) (de tal
forma que A x B =) o0 a no ser que A = B (véase el Problema 26, al final de esta seccion). Tlas-
tramos esto en el Ejemplo 15.

Demuestra que el producto cartesiano B X A no es igual al producto cartesiano A X B, donde A y B
son los conjuntos del Ejemplo 14.
Solucién: El producto cartesiano B X A es
BxA={(a1),(a?2),(b 1), b, 2),(c,1),(c2)},
que no es igual al conjunto A x B hallado en el Ejemplo 14. <

Podemos también definir el producto cartesiano de mas de dos conjuntos.

El producro ;:d,frre.sf'aﬁo de los conjuntos A, A, ..., 'A_”.?_'c_lenotado porA, xA,x ... XA ,esel con-
junto de n-tuplas (a,, a,. ..., a ). donde @, pertenece a A, parai = 1,2, ..., n. En otras palabras,

X Ax XA,« ={(a,a,....a)laq, EA} paraj"\: 1, '2_, oal

RENE DESCARTES (1596-1650) René Descartes nacio en el seno de un familia noble cerca de Tours, Francia, a mas
de 300 km al suroeste de Paris. Fue el tercer hijo de la primera mujer de su padre: su madre fallecié pocos dias después de
su nacimiento. Debido a la débil salud de Reng, su padre, juez de provincias, perdond las clases formales de su hijo. has-
ta que a la edad de ocho anos entrd en el colegio jesuita de La Fleche. El director del colegio se encarind con él y le per-
mitia estar en cama hasta tarde debido a su débil salud. Desde entonces. Descartes paso las mananas en la cama. El con-
sideraba esos momentos como sus horas mads productivas para pensar.

Descartes abandono el colegio en 1612, trasladdndose a Paris, donde estuvo dos anos estudiando matematicas. Con-
siguid graduarse en leyes en 1616 por la Universidad de Poitiers. A los dieciocho anos, Descartes se desencantd de los es-
tudios y decidié ver mundo. Se trasladé a Parfs, donde se hizo un jugador de éxito. Sin embargo, al crecer, se cansé de esa
vida v se mudd al barrio de Saint-Germain, donde se dedico al estudio de las matematicas. Cuando sus amigos jugadores
le encontraron, decidié abandonar Francia y hacer carrera militar. Sin embargo, nunca entré en combate. Un dia. mientras
se resguardaba del frio en una habitacién sobrecalentada de un campamento militar, tuvo varios suefios febriles que le re-
velaron su carrera futura como matemitico y filosofo.

Tras acabar su carrera militar, viago por Europa. Mis tarde, permanecio varios anos en Paris, donde estudio mate-
miticas y filosofia y construyd instrumentos opticos. Descartes decidio trasladarse a Holanda, donde estuvo veinte arios
moviéndose por el pais, llevando a cabo su trabajo mds importante. Durante este tiempo escribid varios libros, incluyendo
el Discurso, su obra mas famosa, que contiene sus contribuciones a la geometria analitica. Hizo también contribuciones
fundamentales a la filosofia.

En 1649, Descartes fue invitado por la reina Cristina a visitarla a su corte de Suecia para ser su tutor en el estudio de
la filosofia. Aunque era reacio a vivir en lo que ¢l llamo la «tierra de 0sos entre rocas y hielo», finalmente aceptd la invi-
tacion y se traslado a Suecia. Lamentablemente, el invierno de 1649-1650 fue extremadamente duro. Descartes enfermo de
neumonia y murio a mitad de febrero.
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EJEMPLO 16 ;Cuil es el producto cartesianode A X B x C,donde A={0,1},B=1{1,2}yC=1{0,1,2}?

EJEMPLO 17

Solucion: El producto cartesiano A X B x C consiste en todas las ternas ordenadas (a. b, ¢).

dondeae A, bhe By ce C.Portanto,

AxXBxC={(0,1,0), (0,1, 1),(0,1,2),(©,2,0), (0,2, 1),(0,2,2),1,1,0), (1, L, 1),
L 2),(1.2,0),(1,2, D). (1,2, D))

USO DE NOTACION DE CONJUNTOS CON CUANTIFICADORES

A veces especificamos explicitamente en la notacién el dominio de una sentencia. En particular,
Vx € § P(x) denota la cuantificacién universal de P(x), donde el dominio es el conjunto S. De for-
ma similar, dx € § P(x) denota la cuantificacion existencial de P(x), donde el dominio es S.

¢Qué significan las sentencias Vxe R (@*20)yIxe Z (x* = 1)?

Solucion: La sentencia Vx € R (¥* > 0) afirma que para todo nimero real x, x* > 0. Esta sentencia se
puede expresar como «El cuadrado de todo nimero real es no negativo». Es una sentencia verdadera.

La sentencia dx € Z (x? = 1) afirma que existe un entero x tal que x* = 1. Esta sentencia se
puede expresar como «Existe un entero cuyo cuadrado es 1». También es una sentencia verdade-

ra, puesto que x = | lo cumple (y x=—-1).

<

Problemas

[&]

n

. Enumera los miembros de estos conjuntos.

a) {x|xesun nimero real positivo tal que ¥ = 1}

b) {x|xes un nimero entero positivo menor que 12}
¢) {x|xesel cuadrado de un entero y x < 100}

d) {x]|.xesunnamero entero tal que x* = 2}

- Usa la notacién de construccién de conjuntos para dar

una descripeién de cada uno de estos conjuntos.
a) {0,3,6,9,12)

b) {-3.-2,-1,0,1,2,3)}

¢) {m n o p}

. Determina si cada uno de estos pares de conjuntos son

iguales.

Ayl 3.3, 3.5 508, 505). IS g
b) {{1}}, {1,{1}}

c) 0, {0}

- Supongamos que A = {2,4,6),B=1{2,6),C={4,6)y

D = {4, 6, 8}. Determina cudles de estos conjuntos son
subconjuntos de cudles.

- Para cada uno de los siguientes conjuntos, determina si 2

es 0 no elemento suyo.

a) {x € R|.xesun entero mayor que 1}
b) {xe R|xesel cuadrado de un entero}
o {2,(2}}

d) {12, {{2})

e ({2142, (2}}}

f) {1{2}}}

10.

11.

. Para cada conjunto del Problema 5, determina si {2} es o

no elemento suyo.

. Determina si cada una de estas sentencias es verdadera o
falsa.
a) De @ b) e {0}
c) {0jCH d) B cC {0}
e) {0} e {0} f) {0} C {0}
g) (@) C {9}
. Determina si cada una de estas sentencias es verdadera o
falsa.
a) Oe (0) bh) Oe (0, (0})

¢) (0] e (0}
e) (0] C {0, (9}
2) {{0}) C ({0}, {0}}

d) (0} e {{0})
H {{0}} C {0, {0})

. Determina si cada una de estas sentencias es verdadera o

falsa.
a) xe{x}© b) {x} C{x} ¢ [x}e{x]
d) {xlelx}ls o 4C tz) f) 0 (x}

Utiliza un diagrama de Venn para ilustrar la relacién
ACBYyBCC,

SL;pongamos que A, By C son conjuntos tales que A C B
y B C C. Demuestraque A C C.

. Encuentra dos conjuntos A y B tales que Ae By A C B.




13. ;Cudl es el cardinal de estos conjuntos?

a) {al b) {{a}}
¢ la {a}l d) la, {a} {a, {a}}})

14. ;Cudl es el cardinal de estos conjuntos?
a) 0 b) {0}
o (0,10} d) {9, (9], (9, (0}})

15. Obtén el conjunto de las partes de estos conjuntos
a) lal b) {a, b} c) {0, {0}}

16. ;Se puede concluir que A = B si A y B son iguales si tie-
nen el mismo conjunto de partes?

17. ;Cuantos elementos tienen estos conjuntos?

a) P(la, b. {a b}})
b) P({0,a,{al, {{a}}])
c) P(P()

18. Determina si alguno de estos conjuntos es el conjunto de
las partes de algiin conjunto
a) 0 b) {0, {a}}
o) {0, {a}, (0,a}} d) {0, {a), {b}, {a b}}

19. SeanA={a,b,c,d} yB={y, z}. Obtén
a) AxB b) BxA

20. ;Cudl es el producto cartesiano A X B, donde A es el

conjunto de asignaturas impartidas por el departamento

de matematicas de una universidad y B son los profeso-

res del departamento de matematicas de esta universi-

dad?

.

21. ;Cudl es el producto cartesiano A x B x C, donde A es el
conjunto de lineas aéreas y B y C son el conjunto de to-
das las capitales europeas?

22. Supongamos que A X B =), donde A y B son conjuntos.
(Qué se puede concluir?

23. Sea A un conjunto. Muestra que # x A=A x 0 = 0.
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24,

(3]
Ln

26.

27,

28.

i

*30.

SeanA=({a.b,c}.B={x, v} yC=1{0, 1}. Obtén

a) AxBxC b) CxBxA
C)yESCANER d) BxBxB

. (Cuintos elementos distintos ticne A X B si A tiene m ele-

mentos y B tiene n?

Demuestra que A X B # B X A, para conjuntos A y B no
vacios, ano ser que A =B,

Traduce estas cuantificaciones a lenguaje natural y de-
termina su valor de verdad.

a) VxeR(G2£-1) b) IxeZ(x*=2)

¢ YxeZ >0 d) dxe R (x*=x)

Traduce estas cuantificaciones a lenguaje natural y de-
termina su valor de verdad.

a) ke R(HP=-1)

b) IxeZx+1>x)

¢) VxeZ(x-1€%)

d) VxeZ(Pel)

Demuestra que los pares ordenados (a, b) se pueden de-
finir en términos de conjuntos como [ la}, {a. b}}. (In-
dicacién: Demuestra en primer lugar que {{a}, {a, b}} =
{e), fe,d}) si,ysélosi,a=cyb=d).

En este problema se presenta la paradoja de Russell.

Sea S el conjunto que contiene a un conjunto x si el con-

junto x no pertenece a si mismo, es decir, S = {x|x & x}.

a) Demuestra que la suposicidon de que S es un miembro
de § conduce a una contradiccion.

b) Demuestra que la suposicion de que S no es un
miembro de S conduce a una contradiccion.

De las partes (a) y (b} se sigue que S no se puede definir de la
forma que se hizo. Esta paradoja se puede evitar restringiendo
los tipos de elementos permitidos en los conjuntos.

51,

7 Operaciones con conjuntos

Describe un procedimiento para enumerar todos los sub-
conjuntos de un conjunto finito.

INTRODUCCION

Dos conjuntos se pueden combinar de muchas maneras diferentes. Por ejemplo, comenzando con
Enlaces el conjunto de los estudiantes de matematicas y los estudiantes de ingenierfa informitica de tu uni-
versidad, podemos formar el conjunto de los estudiantes de matemdticas o de ingenieria infor-
matica, el conjunto de que estudian a la vez matemdticas e ingenierfa informdtica, el conjunto de

los que no estudian matemadticas, etc.

DEFINICION 1 Sean A y B conjuntos. La unin de._ los conjuntos A y B, denotada por A U B, es el conjunto
que contiene aquellos elementos que estdn bien en A o bien en B, 0 en ambos.
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EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

DEFINICION 2

EJEMPLO 3

EJEMPLO 4

DEFINICION 3

EJEMPLO 5

El drea sombreada es AU B El drea sombreada es A M B
Figura 1. Diagrama de Venn que representa la Figura 2. Diagrama de Venn que representa
union de A y B. la interseccion de A v B.

Un elemento x pertenece a la unién de los conjuntos A y B si, y s6lo si, x pertenece a A o x perte-
nece a B. Esto nos dice que

AUB={x|lxe Avxe B}.

El diagrama de Venn mostrado en la Figura 1 representa la unién de los conjuntos A y B. El drea
sombreada que estd bien dentro del circulo que representa a A o bien dentro del circulo que re-
presenta a B es el drea que representa a la union de A y B.

Damos ahora algunos ejemplos de union de conjuntos.

La union de los conjuntos {1, 3, 5} y {1, 2, 3} es el conjunto {1, 2,3, 5}; estoes, {1,3,5} U
v L2 3 =002 350 <

La union del conjunto de los estudiantes de tu universidad matriculados en matemdticas y el con-
Junto de los estudiantes de tu universidad matriculados en ingenieria informdtica son aquellos que
estan matriculados en alguna de estas dos carreras, o en ambas. <

$eanA y B conjunto s.La urterseccron de los LOI]_] "ntos A y B denotdda por A ﬂ B es ci con-
_]ullto que' 'ntlene aquellos clementm que est ) en :

Un clemento x pertenece a la interseccién de los conjuntos A y B si, y s6lo si, x pertenece a A y x
pertenece a B. Esto nos dice que

ANB={x|xe Aaxe B}.

El diagrama de Venn mostrado en la Figura 2 representa la interseccion de los conjuntos A y B. El
drea sombreada que estd dentro de los circulos que representan A y B es el drea que representa la
interseccién de A y B.

Vamos a dar ahora algunos ejemplos de la interseccion de conjuntos.

La interseccién de los conjuntos {1, 3,5} y {1,2,3} es el conjunto {1,3}; estoes, {1,3,5] N
{12, 3)={1,3]. <4

La interseccién del conjunto de los estudiantes de tu universidad matriculados en matematicas yel
conjunto de los estudiantes de tu universidad matriculados en ingenieria informatica son aquellos
que estdan matriculados en ambas carreras a la vez. «4

Se dice que dos conjuntos son disjuntos si su interseccion es el conjunto vacio.

SeaAd=1{1,3,57,9)yB=1{2,4,6,8,10}. ComoANB=0,A y B son disjuntos. 1




DEFINICION 4

EJEMPLO 6

EJEMPLO 7

DEFINICION 5

EJEMPLO 8

EJEMPLO 9
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A veces estamos interesados en encontrar el cardinal de la unién de conjuntos. Para encontrar
el nimero de elementos de la union de dos conjuntos finitos A y B, ten en cuenta que | A |+ | B |
cuenta exactamente una vez cada elemento que estd en A, pero no en B, o que estd en B, pero no en
A, y exactamente dos veces cada elemento que estd tanto en A como en B. Por tanto, si el nimero
de elementos que estd tanto en A como en B se sustrae de | A | + | B |, contaremos los elementos de
A M B s6lo una vez. Por tanto,

La generalizacion de este resultado a uniones de un nimero arbitrario de conjuntos se llama
principio de inclusion-exclusion. El principio de inclusién-exclusién es una técnica muy im-
portante utilizada en los problemas de enumeracién. Veremos este principio y otras técnicas de re-
cuento en detalle en los Capitulos 4 y 6.

Hay otras formas importantes de combinar conjuntos.

Un elemento x pertenece a la diferencia de A y B si, y solosi, x e A y x ¢ B. Esto nos dice que
A-B={x|xe Anxe B}.
El diagrama de Venn mostrado en la Figura 3 representa la diferencia de los conjuntos A y B. El
drea sombreada que estd dentro del circulo que representa a A y fuera del circulo que representa a
B es el area que representa a A — B.
Vamos a dar ahora algunos ejemplos de la diferencia de conjuntos.

La diferenciade {1,3,5} y {1, 2,
es distinto de la diferencia de {1,

} es el conjunto {5}; estoes, {1,3,5} - {1,2,3} ={5}. Esto

3
2,3} v {1, 3.5}, quees el conjunto {2}. e

La diferencia del conjunto de los estudiantes de tu universidad matriculados en ingenieria infor-
mitica y el conjunto de los estudiantes de tu universidad matriculados en matematicas es el con-
junto de aquellos estudiantes matriculados en ingenieria informatica que no estan a la vez matri-
culados en matematicas. <

Una vez especificado el conjunto universal U, podemos definir el conjunto complementario.

Sea U el COIl_]lmtO lmwersaf El con junto comp!emen!a; io de A, denol(tdo por A es el comple-
menfano de 4 con respecio a U En ouas palabras, el (,omplementano del con}umo AesU-A.

tn elemento pertenece a A si, y s6lo si, x € A. Esto nos dice que
A=|x|xe A).
En la Figura 4, el drea sombreada fuera del circulo que representa A es el drea que representa A.

Damos ahora algunos ejemplos del complementario de un conjunto.

Sea A = {a, e. I, 0, u} (donde el conjunto universal es el abecedario). Entonces, A = |b, ¢, ch, d. f,

8 l?j klL,mn np,aqrstv,wxyzl -

Sea A el conjunto de los enteros positivos mayores que 10 (¢l conjunto universal es el conjunto de
todos los enteros positivos). Entonces, A = {1,2.3,4.5,6,7,8,9, 10}. |



82 Matematica discreta y sus aplicaciones

U

El drea sombreada representa A—B El drea sombreada representa a A

Figura 4. Diagrama de Venn que
representa el complementario de A.

Figura 3. Diagrama de Venn que representa
la diferenciade A y B.

Tabla 1. Identidades entre conjuntos.

Identidad Nombre

AUG=A Leyes de identidad
ANU=A

AUulU=U Leyes de dominacion
ANB=0

AUA=A Leyes idempotentes
ANA=A

E\ =A Ley de complementacion
AUB=BUA Leyes conmutativas
ANB=BNA

AUBUO=AUBUC

Leyes asociativas

ANBNO=ANBNC

ANBUO=ANBUMANCDC)
AUBNO=AUBINAUCQC

Leyes distributivas

AUB=ANB Leyes de De Morgan
ANB=AUB

AUANB)=A Leyes de absorcion
ANAUB)=A

AUA=U Leyes de complemento
ANA=0

IDENTIDADES DE CONJUNTOS

La Tabla 1 contiene las identidades mds importantes entre conjuntos. Demostraremos algunas de esas
identidades utilizando tres métodos diferentes. Se presentan estos métodos para evidenciar que a me- i |
nudo un problema se puede afrontar de varias maneras. Las demostraciones del resto de ellas se de- "
Jan como ejercicios. El lector podrd notar la similitud entre estas identidades y las equivalencias 16-
gicas presentadas en la Seccién 1.2, De hecho, las identidades entre conjuntos se pueden demostrar 4
directamente a partir de las equivalencias 16gicas correspondientes. Ademds, ambas son casos es- g
peciales de identidades que se cumplen en el dlgebra de Boole (comentada en el Capitulo 10).

Una forma de demostrar que dos conjuntos son iguales es mostrar que un conjunto es subconjunto
del otro, y viceversa. Ilustramos este tipo de demostracion estableciendo la segunda ley de De Morgan.

Ejemplos
adicionales

EJEMPLO 10 Demuestraque AN B=AUB.




EJEMPLO 11

EJEMPLO 12
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Solucién: Demostraremos que los dos conjuntos son iguales mostrando que cada uno es subcon-
junto del otro.

Primero supongamos que x € A N B. Por definicion de complementario, x € A N B. Por defi-
nicién de la interseccion, ~((x € A) A (x € B)) es verdadera. Aplicando las leyes de De Morgan (de
la 16gica), vemos que ~(x € A) o ~(x € B). Por tanto, por la definicién de la negacion, x ¢ Aox ¢ B.
Por definicién del complementario, x € A o x € B. Por la definicién de unién, se sigue que xe A U B.
Esto demuestraque A N B C A U B.

Ahora supongamos que x € A U B. Por definicién de unién, x € A o x € B. Usando la defi-
nicién de complementario, vemos que x € A o x € B. Por consiguiente, ~(x € A) v ~(x € B)es
verdadera. Aplicando las leyes de De Morgan (de la 16gica), se concluye que ~((x € A) A (x € B))
es verdadera. Por la definicién de interseccion, se sigue que ~(x € A N B) es verdadera. Utilizamos
la definicién de complementario para ver que x € A N B, lo que muestraque A U B C A N B.
Como se ha mostrado que cada conjunto es subconjunto del otro, los dos conjuntos son iguales y
la identidad queda demostrada. <

Usa la notacién de construccion de conjuntos y las equivalencias logicas para mostrar que A N B
=AUB.

Solucién: La siguiente cadena de igualdades proporciona una demostracion de esta identidad:

ANB={x|xe AN B}
= {x|~(xe (AN B))}
={x|~(xe AAnxe B)}
={x|xeg Avxeg B}
|x|xe Avxe B}
={x|xe AU B)
=4 LB

Observa que en la cuarta igualdad de la cadena se ha utilizado la segunda ley de De Morgan para
equivalencias logicas. <

Demostrar una identidad de conjuntos con més de dos conjuntos mostrando que cada uno es sub-
conjunto del otro requiere a menudo seguir los posibles casos diferentes, como se ilustra en el Ejem-
plo 12 para la demostracién de una de las leyes distributivas para conjuntos.

Demuestra que A N (B U C) =(A N B) U (A N C) para todo conjunto A, By C.

Solucién: Demostraremos esta identidad mostrando que cada lado de la igualdad es un subcon-
junto del otro lado.

Supongamos que x€ A N (B U C). Entonces x € A y x e (B U C). Por la definicion de union,
se sigue que x € Ay xe Boxe C (oambas). Por tanto, sabemosque xe Ayxe Boquexe Ay
x e C. Por la definicién de interseccion, se sigue que x€ A N Boxe A N €. Usando la definicion
de unién, se concluye que xe (A N B)U (AN C). Portanto, AN B UC) C(ANEB)U (ANC).

Ahora supongamos que x € (A N B) U (A N C). Entonces, segiin la definicion de union, x €
ANBoxe AN C. Segin la definicion de interseccion, se sigue que x€ Ay xe B,oquexe A
y x € C. De esto vemos que x € Ay que x € B o.x e C. Por tanto, por la definicién de union,
vemos que x € Ay x € B U C. Ademds, segin la definicion de interseccion, se sigue que x € A
(B U C). Concluimos que (A N B) U (A N C) C A N (B U C). Esto completa la demostracion de
la identidad. |

Las identidades entre conjuntos se pueden demostrar utilizando tablas de pertenencia.
Consideramos cada combinacion de conjuntos a la que puede pertenecer un elemento y verifica-
mos que los elementos de una misma combinacion de conjuntos pertenecen a ambos conjuntos de
la identidad. Para indicar que un elemento pertenece a un conjunto se usa un 1. Para indicar que el
elemento no esta en el conjunto se usa un 0. (El lector podra observar la similitud entre tablas de
pertenencia y tablas de verdad).
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EJEMPLO 13

EJEMPLO 14

Tabla 2. Una tabla de pertenencia para la propiedad distributiva.

A B = BUC ANBUCO ANB A ANBUMNANCO
1 1 1 1 I 1 I l

1 | 0 1 l 1 0 |

| 0 1 1 | 0 | 1

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0] 0 0 0

Utiliza una tabla de pertenencia para mostrar queANBUO=(ANBUANCOQC).

Solucién: La tabla de pertenencia para cstas combinaciones de conjuntos se muestra en la Tabla
2. Esta tabla tiene ocho filas. Como las columnas paraANBUC)y(ANB)U (AN C)son las
mismas, la identidad es valida. -4

Se pueden establecer identidades adicionales entre conjuntos utilizando las que ya hemos de-
mostrado. Considera el Ejemplo 14.

Sean A, B y C conjuntos. Muestra que
AUBNO=(CU BN A.

Solucion: Tenemos

AUBNC)=ANBNC) porlaprimera ley de De Morgan
AN@BUCO  porlasegunda ley de De Morgan
BUCGONA  porlaley conmutativa para la interseccion
(

CUB)NA porla ley conmutativa para la unién E

UNIONES E INTERSECCIONES GENERALIZADAS

Como la unién ¢ interseccion de conjuntos satisfacen la ley asociativa, los conjuntos A U B U Cy A
M B N C estdn correctamente definidos para los conjuntos A, B yC.Tenen cuentaque AUB U C
contiene aquellos clementos que estan en al menos uno de los con juntos A, By C,yque ANB N C
contiene aquellos elementos que estdn tanto en A como en B como en C. Estas combinaciones de Jos
tres conjuntos A, B y ' se muestran en la Figura 5.

U U
- debodas
(a) Eldrea sombreada representaa A U B U € (b) El drea sombreada representaa A N BN C

Figura 5. Unién ¢ interseccién de A, B yC.




EJEMPLO 15

DEFINICION 6

DEFINICION 7

EJEMPLO 16
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SeanA=1{0,2,4,6,8},B=1{0,1,2,3,4} yC=1{0,3,6,9}. ;CudlessonAUBUCyANBNC?
Solucién: El conjunto A U B U C contiene aquellos elementos de al menos uno de los conjuntos
A, B o C. Por tanto,

AU B LG =10,1,2:3,4:6.8.91.

El conjunto A N B N C contiene todos los elementos que estdn a lavez en A, en By en C. Por
tanto,

ANBNC={0}. D |

Podemos también considerar uniones e intersecciones de un nimero arbitrario de conjuntos
segin se ve en las siguientes definiciones.

_os' es eI umjuntﬂ qu"“' contie

La union tle una caiecclon', njun
' m'um _]HII[OS dc la cole ion

aqilélil_@s _Qiem_entbs que
_son mlembms de al merlosun L e

Usamos la notacion
AUAU-UA = |JA

para denotar la union de los conjuntos A, A, ..., A .

n

La mter ‘seccion de una co]ecc;on de (,0:1] untos es ¢l LOI]}UI]TU que. coutlene aquellos elementos
- que son miembros de todos los conjuntos de la coleccion.

Utilizamos la notacion
ANAN-NA =4

para denotar la interseccién de los conjuntos A, A, ..., A . Tlustramos las uniones ¢ intersecciones
generalizadas con el Ejemplo 16.

SeaA ={i,i+1,i+2,...}. Entonces,

OA,- :O!f,."+l.£+2.‘..}:{l, RS

i=1

e

ﬂf-li=ﬂ{£,.ﬂ'+l,£+2,...}:{n,n+l.rr+2,‘..}. >

=} i=1

REPRESENTACION DE CONJUNTOS EN UN ORDENADOR

Hay varias formas de representar conjuntos en un ordenador. Una forma es almacenar los ele-
mentos de un conjunto de manera desordenada. Sin embargo, si se hace asi, las operaciones para
calcular la union, interseccion o la diferencia serian demasiado costosas en tiempo, puesto que es-
tas operaciones requeririan largos procesos de bisqueda de elementos. Presentamos un meétodo
para almacenar elementos utilizando una ordenacion arbitraria de los elementos del conjunto
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EJEMPLO 17

EJEMPLO 18

universal. Este método de representacién de conjuntos simplifica el calculo en operaciones entre
conjuntos.

Supongamos que el conjunto universal U es finito (y de tamano razonable, de tal forma que
el niimero de elementos de U no sea mas grande que la memoria del ordenador utilizado). Prime-
ro especificamos un orden arbitrario para los elementos de U. Por ejemplo, a,, a,, ..., a . Repre-
sentamos un subconjunto A de U mediante la cadena de bits de longitud n en la que el bit i-ésimo
es 1 sia, pertenece a A y 0 si no pertenece. El Ejemplo 17 ilustra esta técnica.

SealU=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}. Damos los elementos de {J ordenados de forma creciente, es
decir, a, = i. ;Qué cadena de bits representa el subconjunto de todos los nimeros impares en U? ;Y
el conjunto de los nimeros pares en U? ;Y el subconjunto de los elementos de U que son menores
o iguales que 5?7

Solucion: La cadena de bits que representa el conjunto de los impares en U, es decir, {1, 3, 5, 7,
9}, tiene un bit igual a 1 en las posiciones primera, tercera, quinta, séptima y novena y cero en las
demas. Es decir,

10 1010 1010.

(Partimos esta cadena de longitud 10 en bloques de cuatro para hacerla facil de leer, puesto que
una cadena continuada de 10 bits se lee con dificultad). De forma similar, representamos el sub-
conjunto de todos los enteros pares en U ({2, 4, 6, 8, 10}) por la cadena

01 0101 0101.

El conjunto de los enteros de U menores o iguales que 5, es decir, {1, 2, 3, 4, 5}, se representa por
la cadena

11 1110 0000. <

Utilizando cadenas de bits como representacion de conjuntos es fécil encontrar comple-
mentarios, uniones, intersecciones y diferencias de conjuntos. Para encontrar la cadena de bits aso-
ciada al complementario de un conjunto, simplemente cambiamos cada 1 por un 0y cada O por un 1,
puesto que x € A si, y s6lo si, x ¢ A. Observa que si asociamos a cada bit un valor de verdad, aso-
ciando al 1 el valor de verdadero y al 0 el de falso, entonces esta operacion corresponde a reem-
plazar cada bit por su negacion.

Hemos visto que la cadena de bits para el conjunto {1, 3, 5, 7, 9}, con el conjunto universal igual
a1l,2,3,4.5.6, 7,89, 10}, ¢

10 1010 1010.
¢Cudl es la cadena de bits que representa al complementario de este conjunto?
Solucion: La cadena de bits del complementario de este conjunto se obtiene reemplazando los ce-
ros por unos, y viceversa. Esto nos da la cadena

01 0101 0101,

que corresponde al conjunto {2, 4, 6, 8, 10}. <

Para obtener las cadenas de bits que representan la unién y la interseccion de dos conjuntos
realizamos operaciones booleanas sobre los bits de las cadenas que representan a los dos con-
Juntos. El bit de la posici6n i-ésima de la cadena de bits de la unién es 1 si el bit i-ésimo de una
de las dos cadenas es 1 y 0 cuando ambos son 0. Por tanto, la cadena de bits para la union es el
resultado de aplicar la operacion bit OR a las cadenas de bits de los dos conjuntos. El bit i-ésimo
de la cadena de bits de la interseccion es 1 si los bits de la posicién i-ésima de las cadenas de bits
de los’dos conjuntos es 1 y 0 cuando uno de los dos, 0 ambos, es 0. Asi, la cadena de bits para la
interseccion es el resultado de aplicar la operacién bit AND a las cadenas de bits de los dos con-
Juntos.
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EJEMPLO 19 Las cadenas de bits para los conjuntos {1, 2, 3,4, 5} y {1, 3,5, 7, 9} son, respectivamente, 11
11100000y 10 1010 1010. Usa cadenas de bits para encontrar la unién y la interseccion de estos

conjuntos.

Solucion: La cadena de bits para la union de los dos conjuntos es

11 11100000 v 10 1010 1010 =11 1110 1010,

que corresponde al conjunto {1, 2, 3,4, 5,7, 9}. La cadena de bits para la interseccion de estos

conjuntos es

111110 0000 A 10 1010 1010 = 10 1010 0000,

que corresponde al conjunto {1, 3, 5}.

Problemas

. Sea A el conjunto de los estudiantes que vive a 2 km de

la facultad y sea B el conjunto de los estudiantes que
van andando a clase. Describe a los estudiantes de estos
conjuntos.

a) ANBKB
c) A-B

b) AUB
d) B-A

. Supongamos que A es el conjunto de estudiantes de se-

gundo curso de tu facultad y B el conjunto de estudiantes
de matematica discreta de tu facultad. Expresa estos con-
juntos en términos de A y B,

a) El conjunto de estudiantes de segundo curso matri-
culados en matemdtica discreta en tu facultad.

b) El conjunto de estudiantes de segundo curso no ma-
triculados en matemdtica discreta en tu facultad.

¢) El conjunto de estudiantes de tu facultad que bien
son de segundo curso o bien estian matriculados en
matemdtica discreta.

d) El conjunto de estudiantes de tu facultad que bien
no son de segundo curso o bien no estan matriculados
en matemdtica discreta.

. SeaAd={1,2,3,4,5} yB=1{0,3,6}. Obtén

a) AUB
¢) A-B

by ANEB
d) B-A

. SeaA={ab,c,de}yB=|ab,cde.f g h} Obtén

a) AUB
¢c) A-B

b) ANB
d) B-A

. Sea A un conjunto. Demuestra que A=A

. Sea A un conjunto. Demuestra que

a) AUB=A by ANBG=0
¢) AUA=A d ANA=A
e) A-0=A ﬂ AUU=U
g) ANU=A h) B-A=0

. Sean A y B dos conjuntos. Demuestra que

a) AUB=BUA b)ANB=BNA

10.

11.

13.

14.

1.

. Sean A y B conjuntos. Demuestraque A U (A N B) = A.

. Sean A y B conjuntos. Demuestraque A N (A U B) = A.

Halla los conjuntos AyBsiA-B=1{1,5,7.8},B-A=
(2,10} yAN B={3,6,9).

Demuestra que si A y B son conjuntos, entonces A U B =

ANB

a) mostrando que cada lado de la igualdad es subcon-
junto del otro,

b) utilizando una tabla de pertenencia.

. Sean A y B conjuntos. Demuestra que

a) ANB)CA b) ACAUB)
¢) A—-BCA d) ANB-A)=0
e) AUMB-A)=AUB

Demuestra que si A, B y C son conjuntos, entonces
AMBRAC=RLBLIG

a) mostrando que cada lado es subconjunto del otro,

b) utilizando una tabla de pertenencia.

Sean A, B y C conjuntos. Demuestra que
a) AUBC(AUBUCQ)

b) ANBNC)C(ANB)

) (A-B)-CCA-C

d) A-CO)NC-B)=0

e) B-AUC-A)=BUC)-A

. Demuestra que si A y B son conjuntos, entonces A — B =

AN B.

. Demuestra que si A y B son conjuntos, entonces (4 M B)

U (A NB)=A.

Sean A, B y C conjuntos. Demuestra que
a) AUBUO=AUBUC

b ANBNCO=ANBNC

o AUBNO=AUBNMAUQLO



