. GCAPLEUELO

Los fundamentos:
logica y demostracion,
conjuntos y funciones

n este capitulo se repasan los fundamentos de la matemdtica discreta. Se cubren tres importan-
tes temas: logica, conjuntos y funciones. Las reglas de la logica especifican el significado de los
enunciados matematicos. Por ejemplo, estas reglas nos ayudan a entender y razonar enunciados
como «Existe un entero que no es la suma de dos cuadrados» o «Para todo entero positivo n, la
suma de enteros positivos que no sobrepasan n es n (n+ 1) /2». La l6gica es la base de todo razona-
miento matemdtico, y tiene aplicaciones practicas en el disefio de equipos imformaticos, la especifica-
cion de sistemas, la inteligencia artificial, la programacion computacional, los lenguajes de progra-
macion v en otras dreas de ciencias de la computacion, ast como en otros muchos campos de estudio.

Para entender las matemiticas debemos entender qué es lo que constituye un argumento ma-
temadtico correcto, es decir, una demostracion. Ademads. para aprender matematicas, una persona
necesita construir activamente argumentos materndticos, no limitarse 4 leer una exposicion. En este
capitulo explicamos cémo completar un argumento matematico correcto y presentamos herra-
mientas para construir estos argumentos. Las demostraciones no son importantes s6lo en mate-
madticas, sino cn muchas partes de las ciencias de la computacion, entre las que se incluyen veri-
ficacion de programas, andlisis de resultados de algoritmos y sistemas de seguridad. Se han
construido sistemas de razonamiento automatizado que permiten a los ordenadores construir sus
propias demostraciones.

Gran parte de la matemdtica discreta estd dedicada al estudio de estructuras discretas, las cuales
s¢ usan para representar objetos discretos. Muchas estructuras discretas importantes se construyen
atilizando conjuntos. gue son colecciones de objetos. Entre las estructuras discretas construidas
mediante conjuntos estan las combinaciones, o colecciones desordenadas de objetos que se usan
mucho en recuento; relaciones, o conjuntos de pares ordenados que representan dependencias en-
tre objetos; grafos, que consisten en conjuntos de vértices y aristas que conectan vértices, y ma-
quinas de estado finito, que se usan para modelar sistemas informaticos.

El concepto de funcion es extremadamente importante en matemdtica discreta. Una funcion
asigna a cada elemento de un conjunto exactamente un elemento de otro conjunto. Estructuras titi-
les tales como sucesiones y cadenas son tipos especiales de funciones. Se usan para representar la
complejidad computacional de los algoritmos, para estudiar el tamaiio de los conjuntos, contar ob-
jetos de diferentes tipos y en una infinidad de casos mas.

e 1.1 Logica

INTRODUCCION

Las reglas de la l6gica le dan un significado preciso a los enunciados matemdticos o sentencias
matematicas. Estas reglas se usan para distinguir entre argumentos validos y no vilidos. Consi-
derando que uno de los principales objctivos de este libro es ensenar al lector como entender y
construir argumentos matematicos correctos, empezamos nuestro estudio de la matematica discreta
con una introduccion a la l6gica.

Ademis de su importancia en el razonamiento matemdtico, la I6gica tiene numerosas aplicacio-
nes en ciencias de la computacion. Las reglas de la logica se usan en el disefio de circuitos de orde-
nador, la construccion de programas informaticos, la verificacion de que un programa estd bien cons-
truido y en muchas otras aplicaciones. Discutiremos cada una de ellas en los capitulos siguientes.
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EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

.E_ﬁ_‘laces- : )

Enlaces

PROPOSICIONES

Nuestra discusion comienza con una introduccién a la construccién de los bloques basicos de la 16-
gica: las proposiciones. Una proposicién es una oracion declarativa que es correcta o falsa, pero
no ambas cosas a la vez.

Todas las siguientes oraciones declarativas son proposiciones:

1. Bruselas es la capital de la Unién Europea.
2. Toronto es la capital de Canada.
3 I l=2
4. 2+2=3.
Las proposiciones 1 y 3 son correctas, mientras que la 2 y 4 son falsas. |

En el siguiente ejemplo damos algunas oraciones que no son proposiciones.
Considera las siguientes oraciones:

1. (Qué hora es?

2. Lee esto con atencion.
3 x+li=2

4, x+y=z.

Las frases 1 y 2 no son proposiciones porque no son declarativas. Las frases 3 y 4 no son proposicio-
nes porque no son ni verdaderas ni falsas, ya que no se les han asignado valores a las variables. En la
Seccion 1.3 se verdn varias formas de crear proposiciones a partir de frases de este tipo. <

Para denotar proposiciones usamos letras, al igual que usamos letras para denotar variables.
Por convenio, las letras que se utilizan para denotar proposiciones son p, ¢, 1, s, ... El valor de
verdad de una proposicién es verdadero, y se denota por V, si es una proposicién verdadera, o fal-
s0, denotado por F, si es una proposicion falsa.

El drea de la l6gica que trata de proposiciones se llama caleulo proposicional o logica
proposicional. Fue desarrollada sistemiticamente por primera vez por el filésofo griego Aristo-
teles hace mds de dos mil trescientos afos.

Prestamos ahora nuestra atencion a los métodos para producir proposiciones nuevas a partir
de las ya existentes. Estos métodos fueron estudiados por el matematico inglés George Boole en
1854 en su libro Las leyes del pensamiento. Muchos enunciados matemdticos se construyen
combinando una 0 mas proposiciones. Las nuevas proposiciones, llamadas formulas o proposi-
ciones compuestas, se forman a partir de las existentes usando operadores l6gicos.

ARISTOTELES (384 a.C.-322a.C.)  Aristételes naci6 en Estargira, Macedonia, al norte de Grecia. Su padre fue médico
personal del rey de Macedonia. Debido a que su padre murié siendo Aristoteles ain joven, no pudo seguir la costumbre de
mantener la profesion de su padre. Quedd huérfano al morir su madre. Su cuidador le enseiidé poesia, retorica y griego. A
la edad de diecisiete afios le envid a Atenas a continuar sus estudios. Aristoteles ingreso en la Academia, donde recibio lec-
ciones de Platon durante veinte afios. Mas tarde fue él mismo profesor de retdrica. Cuando Platén murio en el 347 a.C.,
Aristételes no fue elegido para sucederle debido a que sus puntos de vista diferfan demasiado de los de Platén. Asi, Aris-
t6teles ingresé en la corte del rey Hermias, donde permanecidé durante tres afios y se casd con la sobrina del rey. Cuando los
persas destronaron a Hermias, Aristoteles se mudo a Mitilene, y por invitacion del rey Filipo de Macedonia, fue tutor de
Alejandro, hijo de Filipo, que llegd a ser conocido como Alejandro Magno. Aristdteles educé a Alejandro durante cinco
anos, y tras la muerte del rey Filipo, volvio a Atenas y establecio su propia escuela, llamada el Liceo.

Los seguidores de Aristoteles fueron llamados los peripatéticos, que significa «los que pasean», debido a que
Aristételes solia pasear mientras discutia cuestiones filosoficas. Aristoteles ensend en el Liceo durante trece afios, donde
daba clases a sus estudiantes avanzados por la mafiana y conferencias populares a una amplia audiencia por la tarde. Cuan-
do Alejandro Magno murié en el 323 a.C., una reaccién contra todo lo relacionado con €I condujo a imputar a Aristoteles
cargos por impio. Aristoteles huyo a Calcis para evitar ser procesado. Vivid en Calcis s6lo un afio, muriendo de una en-
fermedad estomacal en el 322 a.C.

Aristoteles escribid tres tipos de trabajos: escritos dirigidos a publicos populares, compilaciones de resultados
cientificos y tratados sistemdticos. Estos tltimos incluyeron tratados de I6gica, filosofia, psicologia, fisica e historia natural.
Uno de los alumnos de Aristételes preservo sus escritos escondiéndolos en una cripta, donde un adinerado coleccionista de
libros los descubrio doscientos anos mds tarde. Se llevaron a Roma, donde fueron estudiados por eruditos y reeditados, pre-
servindolos para la posteridad.
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Tabla 1. La tabla
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7 \

DEFINICION 2

EJEMPLO 4

Los fundamentos: logica y demostracién, conjuntos y funciones 3

"__'Sea pund prop()s:cion. El cnuncmdn o

esotra propo icion. liamdda la ﬂegacrén'dc p. La negduéﬂ de p se dcnota mediante —p. La

Obtén la negaci6n del enunciado

«Hoy es viernes»
y exprésala del modo mds simple posible.

Solucién: La negacion es

«No se cumple que hoy es viernes».

Esta negacion se puede expresar mas simplemente por

«Hoy no es viernes»

«No es viernes hoy».

Observacion: Hablando estrictamente, las oraciones relacionadas con tiempos variables como las
del Ejemplo 3 no son proposiciones, a no ser que se asuma un tiempo fijo. Esto mismo es vilido
para lugares variables, a no ser que se fije un lugar determinado, y para pronombres, a no ser que
S asuma una persona en particular.

Una tabla de verdad muestra las relaciones entre los valores de verdad de proposiciones.
Las tablas de verdad son especialmente valiosas a la hora de determinar los valores de verdad de
proposiciones construidas a partir de proposiciones mas simples. La Tabla 1 muestra los dos po-
sibles valores de verdad de una proposicion p y los correspondientes valores de verdad de su ne-
gacion —p.

La negacion de una proposicion se puede considerar como el resultado de aplicar el ope-
rador negacion sobre una proposicién. El operador negacion construye una nueva proposi-
¢i6n a partir de la proposicién individual existente. Ahora introduciremos los operadores 16-
gicos que se usan para formar nuevas proposiciones a partir de dos o mds proposiciones ya
creadas. Esos operadores 16gicos se llaman también conectivos 16gicos.

?ean b2l y q propos;c ones La pfopmluén “p y q», denotadd porp A g,esla proposicion que
s verdadera cuando tanto p como ¢ son verdadcras_y falsa en cucdqmer olro caso. La pmpo-
_' mlon P A q $ llama wn;uncwn depyq. e

La tabla de verdad para p A ¢ se muestra en la Tabla 2. Observa que hay cuatro filas en esta
tabla de verdad, una fila por cada posible combinacion de valores de verdad para las proposiciones

Pyq.
Obtén la conjuncién de las proposiciones p y ¢ en el caso en que p es el enunciado «Hoy es vier-

nes» y g es «Hoy llueve».

Solucién: La conjuncion de estas proposiciones, p A ¢, es el enunciado «Hoy es viernes y hoy llue-
ve». La proposicion es verdadera los viernes con Iluvia y es falsa cualquier dia que no sea viernes
y los viernes que no llueve. <
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DEFINICION 3

EJEMPLO 5
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Tabla 2. Tabla de verdad de la Tabla 3. Tabla de verdad de la
conjuncién de dos proposiciones. disyuncién de dos proposiciones.
P q pPAg P g pPvy
V v Vv Vv A% Vv
N B F V F N
F Vv B F Vv 7
F F ) F F R

La tabla de verdad para p v ¢ se muestra en la Tabla 3

El uso del conectivo l6gico o en una disyuncion se asocia al significado en sentido inclusivo
de la palabra o *. Una disyuncién es verdadera cuando al menos una de las dos proposiciones es
verdadera. Por ejemplo, el o en sentido inclusivo se emplea en el enunciado:

«Los estudiantes que hayan cursado cdlculo o ciencias de la computacion pueden ma-
tricularse en esla clase.»

Con esta frase se quiere decir que los estudiantes que han cursado bien cdlculo o bien ciencias de
la computacién pueden matricularse en la clase, asi como los estudiantes que han cursado ambas
asignaturas. Por otra parte, estamos usando el o exclusivo cuando decimos:

«Los estudiantes que hayan cursado calculo o ciencias de la computacion, pero no am-
bos, pueden matricularse en esta clase».

Ahora se quiere expresar que aquellos que hayan cursado tanto calculo como ciencias de la com-
putacién no pueden matricularse. S6lo pueden hacerlo aquellos que hayan cursado exactamente
una de las dos asignaturas.

De forma similar, cuando en un menu de restaurante vemos «Se sirve sopa o ensalada como
entrante», casi siempre se quiere decir que los clientes pueden tomar bien sopa o bien ensalada,
pero no ambos. Por tanto, éste es un uso exclusivo no inclusivo de la disyuncién o.

¢ Cudl es la disyuncién de las proposiciones p y ¢ en el caso en que p y ¢ sean las proposiciones del
Ejemplo 47

GEORGE BOOLE (1815-1864) George Boole, hijo de un zapatero, nacié en Lincoln, Inglaterra, en noviembre de
1815. Debido a la dificil situacién financiera de su familia, Boole tuvo que sacrificarse educdndose a si mismo al mismo
tiempo que mantenfa a su familia. No obstante, llegé a ser uno de los més importantés mateméticos de su época. Aungue
considerd hacer carrera como sacerdote, decidio dedicarse a la ensenanza y pronto monté su propia escuela. En su pre-
paracion para dar clases de matematicas, Boole —insatisfecho con los libros de texto del momento— decidio leer los tra-
bajos de los grandes matemdticos. Mientras leia los articulos del gran matemitico francés Lagrange, Boole realizé des-
cubrimientos en el cilculo de variaciones, la rama del andlisis que trata de la bisqueda de curvas y superficies que
optimizan ciertos parimetros.

En 1848 publico The Mathematical Analysis of Logic, la primera de sus contribuciones a la logica simbdlica. En
1849 fue nombrado profesor de matemiticas en el Queen’s College de Cork, Irlanda. En 1854 publicé The Laws of
Thought, su trabajo mis famoso. En este libro Boole presenta lo que actualmente se conoce como Al eebra de Boole en su
honor. Boole escribi textos sobre ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferencias que se usaron en Gran Bretana has-
ta finales del siglo x1x. Boole se casé en 1855; su mujer era la sobrina del profesor de griego en el Queen’s College. En
1864, Bogle murid de neumenia, que contrajo como resultado de mantener el compromiso de dar una conferencia ncluso
a pesar de que estaba completamente empapado a causa de una tormenta.

* NoTA DEL TRADUCTOR, La conjuncién o puede también usarse con los significados «es decir», «esto es» u «o mas bien».
Estos sentidos se descartan en el texto.
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Solucién: La disyuncion de p y ¢. p v g, es el enunciado

«Hoy es viernes u hoy llueve».

Esta proposicion es verdadera cualquier dia que sea viernes o llueva (incluidos los viernes que llue-
ve). Es solo falsa los dias que ni son viernes ni llueve. <

Como se sefald previamente, el uso del conectivo l6gico o en una disyuncion corresponde a
uno de los dos sentidos de la palabra o, a saber, el modo inclusivo. Por tanto, una disyuncion es
verdadera cuando al menos una de las dos proposiciones en ella es verdadera. A veces usamos el
o en sentido exclusivo. Cuando se usa ¢l o en sentido exclusivo para conectar dos proposiciones p
y ¢, obtenemos la proposicién «p o g (pero no ambos)». Esta proposicion es verdadera cuando p es
verdadera y ¢ falsa y cuando p es falsa y g verdadera. Es falsa cuando tanto p como g son falsas y
cuando ambas son verdaderas. -

bcan p y q proposwloncs El conectwo 10g1co o cx( quvo de p y q, dmotada por p @ g.esla
pEOPOSICIOIl que es verdadera cuan exac&unentn una de las propo nes p y qes vcrdade—
o 1y ¢ es falea en cmlqmer oire caso. sl

La tabla de verdad para el o exclusivo de dos proposiciones se muestra en la Tabla 4.

Tabla 4. Tabla de verdad para el Tabla 5. Tabla de verdad de la
o exclusivo de dos proposiciones. implicacién p — ¢. ;
P q peq P q pP—q
Vv Al b v Vv
vV F V Y F 5
F v N & Vv \
3 E 2 F F L
| L
IMPLICACIONES

Vamos a discutir otras formas importantes de combinar las proposiciones.

Sedn Pyq proposwmnes La :mphcacron pP—> q es la proposicion que es falsa cuando p es ver-
dadera y ¢ cs falsa y verdadera en cualquier otro caso. En esta implicacion p se llama hipéte-
sis (0 antecedente o premisa) y q se llama tesis o conclusion (o con secuencia).

La tabla de verdad para la implicacién p — ¢ se muestra en la Tabla 5. La implicacion a veces se
denomina declaracion condicional.

Debido a que las implicaciones desempenian un papel esencial en el razonamiento matemd-
tico, existen muchas formas de expresar p — ¢. Encontrards muchas de ellas, si no todas, entre las
siguientes expresiones:

«si p, entonces ¢» «p implica g»

«sip, g» «p solo si g»

«p es suficiente para ¢» «una condicion suficiente para g es p»
«q Si p» «q siempre que p»

«g cuando p» «( €S Necesario para p»

«una condicion necesaria para p es g» «g se deduce de p»



6 Matematica discreta y sus aplicaciones

La implicacién p — g es falsa s6lo en el caso de que p sea verdadera y ¢ sea falsa. Es verdadera
cuando tanto p como ¢ son verdaderas y cuando p es falsa (no importa el valor de verdad de ).

Una forma itil de entender el valor de verdad de una implicacion es pensar en una obligacién
0 en un contrato. Por ejemplo, la promesa que muchos politicos hacen para ser votados es:

«Si soy elegido, bajaré los impuestos».

Siel politico es elegido, los votantes esperarfan del politico que bajase los impuestos. Pero si el
politico no es elegido, entonces los votantes no esperardn que esa persona baje los impuestos,
aunque pueda influir lo suficiente para conseguir que los que ostentan el cargo correspondien-
te bajen los impuestos. S6lo cuando el politico es elegido y no baja los impuestos, pueden sus
votantes decir que el politico ha roto su promesa electoral. El dltimo escenario corresponde al
caso en que p es verdadera, pero g es falsa; por tanto, p — ¢ es falsa.

De forma parecida, considera una afirmacion en la que un profesor dice:

«Si consigues el ciento por ciento de la puntuacion en el examen final, sacards un so-
bresaliente».

Si consigues completar correctamente el ciento por ciento de las preguntas, entonces podrfas es-
perar sacar un 10. Si no consigues el ciento por ciento, puedes 0 no sacar un sobresaliente depen-
diendo de otros factores. En cualquier caso, si completas el ciento por ciento, pero el profesor no
te pone un sobresaliente, te sentiras engafado.

Mucha gente encuentra confuso el hecho de que «p s6lo si ¢» exprese lo mismo que «si pen-
tonces g». Para recordar esto, ten en cuenta que «p sélo si ¢» dice que p no puede ser verdadera
cuando ¢ no es verdadera. Esto es, el enunciado es falso si p es verdadera, pero g es falsa. Cuando
p es falsa, g puede ser bien verdadera o bien falsa, porque la afirmacién no dice nada acerca del va-
lor de verdad de ¢. Un errorcomiin de la gente es pensar que «g sélo si p» es una forma de ex-
presar p — ¢. En cualquier caso, estos enunciados tienen valores de verdad distintos cuando p y ¢
toman diferentes valores de verdad.

La forma en la que hemos definido la implicacién es mas general que el significado de la im-
plicacion en el lenguaje corriente. Por ejemplo, la implicacién

«Si hoy hace sol, entonces iremos a la playa»

es una implicacién usada cominmente, ya que hay una relacién entre la hipétesis y la conclusién.
Ademds, esta implicacion se considera vilida, a no ser que precisamente hoy haga sol, pero que no
vayamos a la playa. Por otra parte, la implicacion

«Si hoy es viernes, entonces 2 + 3 = 5»

es verdadera por la definicién de implicacion, ya que la conclusion es verdadera. (El valor de ver-
dad de la hipétesis no importa pues). La implicacién

«S1 hoy es viernes, entonces 2 + 3 = 6»

es verdadera para todos los dias excepto los viernes, incluso aunque 2 + 3 = 6 sea falsa.

No utilizamos estas dos tdltimas implicaciones en lenguaje natural (excepto quizd en algin
sarcasmo), ya que no hay relacién entre la hipétesis y la conclusién en ninguna de ellas. En los ra-
zonamientos matemdticos consideramos la implicacién de una forma mds general que en lengua-
je natural. El concepto matemético de implicacién es independiente de la relacién causa-efecto en-
tre hipétesis y conclusién. Nuestra definicién de implicacién especifica los valores de verdad; no
se basa en el uso del lenguaje.

La construccion si-entonces se usa en muchos lenguajes de programacién de forma diferen-
te que en logica. La mayoria de los lenguajes de programacion contienen sentencias como if p
then §, donde p es uma proposicion y § un segmento de programa (una o ms sentencias sintdcti-
camente bien construidas que deben ser ejecutadas). Cuando la ejecucién del programa encuentra
tal sentencia, se ejecuta S si p es verdadera. pero S no se ejecuta si p es falsa, como se ilustra en el
Ejemplo 6.

[



EJEMPLO 6

EJEMPLO 7

Ejemplos
adicionales.

DEFINICION 6

Los fundamentos: logica y demosiracién, conjuntos y funciones 7

.Cudl es el valor de la variable x tras la sentencia
if2+2=4thenx:=x+1

si x = 0 antes de llegar a la sentencia? (El simbolo := corresponde a la asignacion. La sentencia
x:=x + | significa que a x se le asigna el valor x + 1).

Solucién: Como 2 + 2 = 4 es verdadera, se ejecuta la sentencia de asignacion x := x + 1. Por tanto,
xtomael valor 0+ 1 =1 tras la sentencia. -§

RECIPROCA, CONTRARRECIPROCA E INVERSA Hay algunas implicaciones relacio-
nadas con p — ¢ que pueden formarse a partir de ella. La proposicién ¢ — p se llama reciproca
de p — g. La contrarreciproca de p — g es = ¢ — — p. La proposicion - p — = ¢ es la inversa
dep—q.

La contrarreciproca — ¢ — — p de una implicacién p — g tiene la misma tabla de verdad que
p — g. Para verlo, ten en cuenta que la contrarreciproca es falsa s6lo cuando < p es falsa y = g es
verdadera, esto es, s6lo cuando p es verdadera y ¢ falsa. Por otra parte, ni la reciproca, ¢ — p, ni
la inversa, - p —- ¢. tienen los mismos valores de verdad que p — ¢ para todos los posibles va-
lores de p y g. Para ver esto, observa que cuando p es verdadera y g falsa, la implicacion original
(directa) es falsa, pero la reciproca y la inversa son ambas verdaderas. Cuando dos formulas tienen
siempre los mismos valores de verdad las llamamos equivalentes, de tal forma que una implica-
ci6n y su contrarreciproca son equivalentes. La reciproca y la inversa de una implicacion también
son equivalentes, como ¢l lector podrd verificar. (Estudiaremos las proposiciones equivalentes en
la Seccién 1.2). Uno de los errores mds comunes en légica es suponer que la reciproca o la inversa
son equivalentes a la implicacion directa.

Tlustraremos el uso de las implicaciones en el Ejemplo 7.

¢Cudles son las contrarreciproca, reciproca e inversa de la implicacion

«El equipo local gana siempre que lueve»?

Solucién: Como «g siempre que p» es una forma de expresar la implicacion p — ¢, la afirmacion
original se puede reescribir como

«Si llueve, entonces el equipo local gana».
Consecuentemente, la contrarreciproca de esta implicacion es
«Si el equipo local no gana, no llueve».
La reciproca es

«Si el equipo local gana, entonces llueve».

Lainversa es
«Si no Hueve, entonces el equipo local no gana».
S6lo el contrarreciproco es equivalente a la afirmacion original. =

Ahora presentamos otra forma de combinar proposiciones.

Sean p y q proposwlones La bicondicional, o doble implicacion, p ©qesla proposxcmn que
es verd.adera cua.ndo p v ¢ tienen los mismos valores de vcrdad y faisa en los otros casos.
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Tabla 6. Tabla de verdad de la bi-
condicional p < ¢.

p q peq
v v v
v F F
F Vv F
F F v

La tabla de verdad para p <> ¢ se muestra en la Tabla 6. Observa que la doble implicacién es ver-
dadera precisamente cuando las implicaciones p — ¢ y ¢ — p son verdaderas. Debido a esto, la
terminologia

«p si, y solo si, g»

se usa para esta bicondicional y simbolicamente se escribe combinando los simbolos — y «—. Hay
otras formas en las que cominmente se expresa p <> g:

«p es necesario y suficiente para g»
«S1 p, entonces g, y reciprocamente»
«p Sii q».

La tltima forma de expresar la doble implicacion usa la abreviatura «sii» para «si, y s6lo si». Ob-
serva que p <> ¢ tienc exactamente los mismos valores de verdad que (p — ¢) A (¢ — p).

Sea p la afirmacion «Puedes tomar el vuelo» y sea ¢ la afirmacién «Compras un billete». Entonces,
p <> g es el enunciado

«Puedes tomar el vuelo si, y sélo si, compras el billete».

Esta afirmacion es verdadera si p y ¢ son ambas verdaderas o ambas falsas, esto es, si compras un
billete y puedes tomar el vuelo o si no compras el billete y no puedes tomar el vuelo. Es falsa
cuando p y ¢ tienen valores de verdad opuestos, es decir, cuando no compras el billete, pero
puedes tomar el vuelo (consigues un vuelo gratis, por ejemplo). y cuando compras ¢l billete y
no puedes tomar ¢l vuelo (la linea aérea te deja en tierra). k-

La construccién «si, y s6lo si» empleada en las dobles implicaciones raramente se usa en len-
guaje natural. De hecho, las bicondicionales se expresan a menudo usando las construcciones «si,
entonces» 0 «solo si». La otra parte del «si. y sélo si» es implicita. Por ejemplo, consideremos la
afirmacion en el lenguaje natural «Si acabas tu comida, puedes tomar postre». Lo que realmente
quiere decir es «Puedes tomar postre si, y s6lo si, acabas tu comida». Esta dltima afirmacién es
equivalente desde el punto de vista légico a las dos afirmaciones «Si acabas tu comida, entonces
puedes tomar postre» y «Puedes tomar postre sélo si acabas tu comida». Debido a la imprecision
del lenguage natural, necesitamos hacer una suposicion si en una sentencia condicional en lenguaje
cotidiano deseamos incluir implicitamente su reciproco. Como la precisién es esencial en las ma-
temdticas ¥ la I6gica, siempre distinguiremos entre la sentencia condicional p — ¢ v la sentencia
bicondicional p < g.

PRECEDENCIA DE OPERADORES LOGICOS

Podemos construir [6rmulas usando el operador negacion y los operadores 16gicos definidos hasta el
momento. Generalmente, utilizaremos paréntesis para especificar el orden en el que deben aplicar-
se los operadores 16gicos en unacférmula. Por ejemplo, (p v ) A (- r) es la conjuncién de p v g y
7. Sin embargo, para reducir el nimero de paréntesis, especificamos que el operador negacion se
aplica antes que los operadores 16gicos. Esto significa que el operador negacién = p A ¢ es la con-

Juncién de = p y g, es decir, (- p) A ¢, no la negacion de la conjuncion de p y g, es decir, = (p A q).



Tabla 7. Prece-
dencia de los ope-
radores logicos.

Operador | Precedencia

ted I

-
M
v
sl
—

v

 Ejemplos
~adicionales

EJEMPLO 9

EJEMPLO 10
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Otra regla general de precedencia es que el operador conjuncion precede siempre al operador
disyuncién, de tal forma que p A ¢ v r significa (p Aq) vy no p A(g v r). Debido a que esta regla
es dificil de recordar, en el texto continuaremos usando paréntesis para que quede claro ¢l orden
utilizado en los operadores conjuncion y disyuncion.

Finalmente, es una regla aceptada que los operadores condicional — y bicondicional & tie-
nen precedencia inferior que los operadores conjuncion y disyuncion, Ay v. Consecuentemente,
p Vg —reslomismo que (p v g) — r. Usaremos paréntesis cuando el orden de los operadores
condicional y bicondicional se deba tener en cuenta, aunque el operador condicional tiene prece-
dencia sobre el bicondicional. La Tabla 7 muestra los niveles de precedencia de los operadores 16-
gicos 7, A, V, =2 ¥ .

TRADUCCION DE FRASES DEL LENGUAJE NATURAL

Hay muchas razones para traducir frases del lenguaje natural a expresiones con variables propo-
sicionales y conectivos 16gicos. Todos los lenguajes del ser humano son a menudo ambiguos. Tras-
ladar frases a expresiones ldgicas trae consigo evitar estas ambigiiedades. Ten en cuenta que pue-
de que esto conlleve hacer un conjunto de suposiciones razonables basadas en el sentido que se le
dé a la frase. Por otra parte, una vez que hemos traducido frases del lenguaje natural a expresiones
16gicas, podemos analizar estas expresiones logicas para determinar sus valores de verdad, las po-
demos manipular y podemos usar las reglas de inferencia (que se discutirdn en la Seccion 1.5)
para razonar sobre ellas. El paso del lenguaje natural al lenguaje formal se conoce como forma-
lizacion.
Para ilustrar el proceso de formalizar, consideraremos los Ejemplos 9 y 10.

(Cuadl es la formalizacion de la siguiente frase?:

«Puedes acceder a Internet desde el campus sélo si estudias ciencias de la computacion
0 no eres alumno de primeros.

Solucién: Hay muchas formas de formalizar esta frase. Aunque es posible representar la frase
mediante una variable proposicional simple, como p, no seria ttil para analizar su significado o ra-
zonar con ella. Asi, utilizaremos variables proposicionales para representar cada parte de la oracién
y determinar los conectivos l6gicos apropiados entre ellas. En particular, representaremos las frases
«Puedes acceder a Internet desde el campus», «Estudias ciencias de la computacion» y «Eres alum-
no de primero» por a, ¢ y f, respectivamente. Considerando que «sélo si» es una forma de expresar
una implicacién, la frase se puede representar como

a—=(c'vVy). -
. Cémo se puede formalizar la siguiente frase?:

«No puedes montar en la montaa rusa si mides menos de 1,20 metros, a no ser que seas

mayor de dieciséis afos».
Solucién: De nuevo, hay muchas formas de formalizar esta frase. La mas simple, pero menos qtil,
es representarla mediante una variable proposicional simple, como p. Aunque no es incorrecto, no
serfa eficiente para tratar de analizarla o razonar con ella. Lo mas apropiado es usar variables pro-
posicionales para representar partes de esa frase y decidir los conectivos I6gicos entre ellas. En par-
ticular, si representamos por g, r y s, respectivamente, las frases «Puedes montar en la montafia
rusa», «Mides menos de 1,20 metros» y «Eres mayor de diecis€is anos», respectivamente, la fra-
se se puede formalizar como

0(()\—1 §) =g,

Por supuesto, hay otras formas de representar la frase inicial mediante expresiones logicas,
pero la que hemos usado se ajusta a nuestras necesidades. =
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EJEMPLO 11

Ejemplos
adicionales

EJEMPLO 12

Ejemplos
adicionales

EJEMPLO 13

Enlaces

ESPECIFICACIONES DE SISTEMA

Traducir oraciones del lenguaje natural, como ¢l espafiol, a expresiones l6gicas es una parte
esencial de la especificacion tanto de sistemas hardware como software. Los ingenieros de software
y de sistemas reciben los requerimientos en lenguaje natural y producen especificaciones precisas y
sin ambigiiedades que pueden usarse como base para desarrollo de sistemas. El Ejemplo 11
muestra como se pueden utilizar las variables proposicionales en este proceso.

Expresa la especificacion «La respuesta automatizada no se puede enviar cuando el sistema de ar-
chivos estd lleno»

Solucion: Una forma posible de traducir esto es denotar como p a «La respuesta automatizada se
puede enviar» y como g a «El sistema de archivos estd lleno». Entonces, = p representa a «No se
cumple que la respuesta automatizada se pueda enviar», lo que se puede expresar como «La res-
puesta automatizada no se puede enviar». Consecuentemente, nuestra especificacion se puede re-
presentar mediante la implicacion g — — p. -

Las especificaciones de sistema no deberfan contener requerimientos que puedan entrar en
contlicto. Si asi fuese, no habria forma de desarrollar un sistema que cumpliese todas las especi-
licaciones. Consecuentemente, las expresiones proposicionales que representan esas especifica-
ciones necesitan ser consistentes. Esto es, debe haber una asignacién de valores de verdad a las va-
riables de las expresiones que haga a todas las expresiones verdaderas.

Determina si estas especificaciones de sistemas son consistentes:

«El mensaje de diagnostico se almacena en un buffer o se vuelve a transmitir».
«El mensaje de diagndstico no se almacena en el buffer».
«Si el mensaje de diagnostico se almacena en el buffer, entonces se vuelve a transmitirs.

Solucion: Para determinar si estas expresiones son consistentes, primero las expresamos usando va-
riables proposicionales. Denotemos a «El mensaje de diagnéstico se almacena en un buffer» como
p y «El mensaje se vuelve a transmitir» como ¢. Las especificaciones se pueden escribir entonces
como p v g, = pyp — q. Una asignacién de valores de verdad que haga a las tres especificaciones
verdaderas debe hacer p falsa para hacer - p verdadera. Como queremos que p v g sea verdadera,
pero p debe ser falsa, ¢ debe ser verdadera. Como p — ¢ es verdadera cuando p es falsa y g verda-
dera, concluimos que estas especificaciones son consistentes, ya que las tres son verdaderas cuando
p es falsa y ¢ verdadera. Podriamos haber llegado a la misma conclusion usando una tabla de verdad
para examinar las cuatro posibles asignaciones de valores de verdad ap y q. <

¢Siguen siendo consistentes las especificaciones de sistema del Ejemplo 12 si se afiade la especi-
ficacion «El mensaje de diagnéstico no se vuelve a transmitir»?

Solucion: Por los razgpamientos del Ejemplo 12, las tres especificaciones de ese ejemplo son ver-
daderas s6lo en el casg de que p sea falsa y ¢ verdadera. Sin embargo, esta nueva especificacién es
= ¢, que es falsa cuanfo g es verdadera. Consecuentemente, estas cuatro especificaciones son in-
consistentes. <5

gn’JSQUEDAs BOOLEANAS

Los conectivos l6gicos tienen un amplio campo de aplicacion en las bisquedas en grandes colec-
ciones de informacién como, por ejemplo, los indices de paginas web. Como estas biisquedas em-
plean técnicas de l6gica proposicional, se dgnominan biisquedas booleanas.

En las bisquedag booleanas se usa la conexion AND para emparejar datos almacenados que
contengan los dos términos de biisqueda, la conexién OR se usa para emparejar uno o ambos tér-
minos de la bisqueda y la conexién NOT (a veces escrita AND NOT) se usa para excluir un término

e ey
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EJEMPLO 15

Ejemplos
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particular de bisqueda. Cuando se utilizan busquedas booleanas para localizar informacion de po-
tencial interés, se requiere con frecuencia una planificacion detallada de como emplear los conecti-
vos. El Ejemplo 14 ilustra como llevar a cabo busquedas booleanas.

Bisquedas en paginas web. La mayorfa de los programas de biisqueda en la web emplean técni-
cas de bisqueda booleana, las cuales nos pueden ayudar a encontrar paginas web sobre temas
particulares. Por ejemplo, usando una basqueda booleana para encontrar piginas web sobre una
universidad en Nueva York, podemos buscar paginas que concuerden con NUEVA AND YORK
AND UNIVERSIDAD. El resultado de esta biisqueda incluird aquellas paginas que contengan las
tres palabras NUEVA, YORK y UNIVERSIDAD. Incluird todas las pdginas de interés junto
con otras acerca de alguna nueva universidad en York (Inglaterra). Posteriormente, para encontrar
paginas que traten de una universidad en Nueva York o Boston, podemos buscar paginas que con-
cuerden con (NUEVA AND YORK OR BOSTON) AND UNIVERSIDAD. (Nota: Aqui el ope-
rador AND tiene precedencia sobre el operador OR). El resultado de esta bisqueda incluird todas
las paginas que contengan la palabra UNIVERSIDAD y bien las palabras NUEVA y YORK o la
palabra BOSTON. De nuevo, aparecerdn paginas no descadas. Finalmente, para encontrar paginas
web que traten de una universidad en York (y no en Nueva York), debemos mirar las paginas que
concuerdan con YORK y UNIVERSIDAD, pero como el resultado incluird piginas acerca de al-
guna universidad en Nueva York, asi como en York, se deberia buscar aquellas paginas que
concuerden con (YORK AND UNIVERSIDAD) NOT NUEVA. El resultado de csta busqueda in-
cluye pdginas que contienen tanto la palabra YORK como UNIVERSIDAD, pero no contienen la
palabra NUEVA. |

JUEGOS DE LOGICA

Aquellos juegos que se pueden resolver usando el razonamiento 16gico se conocen como juegos 1o-
gicos. Resolver juegos l6gicos es una excelente forma de practicar con las reglas de la logica. Hay
programas de ordenador disefiados para desarrollar razonamiento 16gico que a menudo utilizan
juegos de I6gica para ilustrar sus capacidades. Mucha gente se divierte resolviendo juegos de 16-
gica que se publican en libros y revistas como actividad recreativa.

Discutiremos en este apartado dos juegos de 16gica. Empezamos con uno que fue planteado
inicialmente por Raymond Smullyan, un maestro de los juegos de l6gica, que ha publicado mas de
una docena de libros con interesantes juegos relacionados con el razonamiento 16gico.

En [Sm78] Smullyan planteé muchos juegos l6gicos acerca de una isla con dos clases de habi-
tantes: caballeros, que siempre dicen la verdad, y sus opuestos, villanos, que siempre mienten. Te
encuentras a dos personas, A y B. (Qué son A y B si A dice «B es un caballero» y B dice «Los dos
somos de clases opuestas»?

Solucién: Sean p y g las afirmaciones de que A es un caballero y B es un caballero, respectiva-
mente, de tal forma que = p y = ¢ son las afirmaciones de que A es un villano y B es un villano,
respectivamente. .

Consideramos primero la posibilidad de que A es un caballero; ésta es la afirmacion de que p es
verdadera. Si A es un caballero, entonces dice la verdad cuando dice que B es un caballero; por
tanto, g es verdadera, y A y B son de 1a misma clase. Sin embargo, si B es un caballero, entonces
Ja afirmacion de B de que A y B son de clases opuestas, la afirmacion (p A= q) v (= pAg) ten-
dria que ser verdadera, lo que no se cumple, porque A y B son ambos caballeros. Consecuente-
mente, podemos concluir que A no es un caballero, es decir, p es falsa.

Si A es un villano, como todo lo que dice es falso, la afirmacién de A de que B es un caba-
llero, es decir, que g es verdadera, es una mentira, lo que significa que ¢ es falsa y B es también un
villano. Ademds, si B es un villano, la afirmacién de B de que A y B son de clases opucstas es una
mentira, lo qué es consistente con que tanto A como B sean villanos. Concluimos. por tanto, que A
y B son villanos. <
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Tabla 8. Tabla de verdad para los operadores de bit
OR, AND y XOR.

A ¥ AVy XAy Xy
0 0 0 0 0
0 I 1 0 1
1 0 I 0 1
1 1 1 1 0

Planteamos mds juegos de l6gica de Smullyan sobre caballeros y villanos en los Proble-
mas 51-55 al final de la seccién. A continuacion, planteamos un juego de l6gica conocido como el
juego de los chicos con barro para el caso de dos chicos.

EJEMPLO 16  Un padre le dice a sus dos hijos, un chico y una chica, que jueguen en el jardin sin ensuciarse. Sin
embargo, jugando, los dos se manchan la frente de barro. Cuando los chicos acaban de jugar, su
padre dice «Al menos uno de vosotros se ha manchado la frente de barrox» y entonces le pide a los
chicos que respondan «Si» 0 «No» a la pregunta: «;Sabes si tienes la frente manchada de barro?s.
El padre hace la pregunta dos veces. ;Qué responderdn los chicos cada vez que el padre hace la
pregunta suponiendo que un chico puede ver si su hermano o hermana se ha manchado la frente,
pero no puede verse la suya? Suponemos que los chicos son honestos y que responden simulta-
neamente a cada pregunta.

Solucion: Sea s la afirmacion de que el hijo se ha manchado la frente y sea d la afirmacién de que
la hija se ha manchado la frente. Cuando el padre dice que al menos uno de los dos chicos se ha
manchado la frente estd afirmando que la disyuncién s v d es verdadera. Ambos chicos respon-
derdn «No» la primera vez que se les hace la pregunta porque cada uno sélo ve barro en la frente
del otro. Esto es, el hijo sabe que d es verdadera, pero no sabe si s es verdadera, y la hija sabe que
s es verdadera, pero no sabe si d es verdadera.

Una vez que el hijo ha respondido «No» a la primera pregunta, la hija puede determinar que
d debe ser verdadera. Esto es asi porque cuando se hace la primera pregunta, el hijo sabe que s v d
es verdadera, pero no puede determinar si s es verdadera. Usando esta informacion, la hija puede
concluir que d debe ser verdadera, ya que si  fuese falsa, el hijo podria haber razonado que debido
a que s v d es verdadera, entonces s debe ser verdadera, y él habria respondido «Si» a la primera
pregunta. El hijo puede razonar de la misma forma para determinar que s debe ser verdadera. De
aqui se sigue que la respuesta de ambos chicos es «Si» a la segunda pregunta. <

RAYMOND SMULLYAN (nacido en 1919) Raymond Smullyan abandon6 sus estudios de bachillerato. Querfa estudiar
lo que realmente le interesaba y no el progranfa oficial de estudios de bachillerato, Tras intentarlo en varias universidades,
consigui una plaza en la Universidad de Chidago en 1955, Pagé sus estudios haciendo trucos de magia en fiestas y clubes.
Se doctord en Légica en 1959 en Princeton, sfendo estudiante de Alonzo Church. Tras graduarse en Princeton, ensefié ma-
temdticas en el Dartmouth College, la Universitiad de Princeton, la Universidad Yeshiva ¥ la City University de Nueva York.
Ingres6 en el departamento de filosoffa de la Universidad de Indiana en 1981, donde es ahora profesor emérito.

Smullyan ha escrito muchos libros de I6gica recreativa y matemdticas, incluyendo Satdn, Cantor y el Infinito: (Camo
se titula este libro?; ;La dama o el tigre?; Alicia en el pais de los jue gos de logica; Burlarse del pdjaro burlon; Indeciso
para siempre, y El acertijo de Sherezade: Juegos Idgicos apasionantes, antiguos ¥ modernos. Debido a lo apasionante de
sus juegos de légica, lo entretenido y lo mucho que invitan a pensar, es considerado como el Lewis Carroll actual.
: Smullyan ha escrito también varios libros acerca de la aplicacion de la logica deductiva al ajedrez, tres colecciones de en-
Enlaces * sayos filoséficos y aforismos y varios libros avanzados sobre I6gica matemdtica y teorfa de conjuntos. Esti particularmente
interesado en Ja autorreferencia y ha trabajado en extender algunos de los resultados de Gédel que muestran que es im-
posible escribir un programa de ordenador que pueda resolver todos los problemas de las matematicas. Estd también par-
ticularmente interesado en explicar ideas de I6gica matemdtica al pblich general,

Smullyan es un misico con talento y amenudo toca el piano con su mujer, concertista de piano, Una de sus aficio-
nes es hacer telescopios. También se interesa en optica y estéreo fotografia. Afirma que «nunca he tenido conflictos entre
la ensenanza y la investigacién como algunas personas, porque yo, mientras ensefio, hago investigacién».
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LOGICA Y OPERACIONES CON BITS

—aw - 1 Los ordcnador?,s rg]?rcsentun lain f()]‘muc‘idn_uszmdo bits. Un blt l?cne dos v alores pgsibles: 0 (cero)
cerdid y | (uno). El mgmfﬂcado de la palabra bit viene .(Ie la expresion inglesa binary digit, ya que ceros
y unos son los digitos usados en las representaciones binarias de los nimeros. El famoso estadis-

Y | tico John Tukey introdujo esta terminologia en 1946. Un bit se puede utilizar para representar un

F 0 valor de verdad, ya que dos son los valores de verdad: verdadero y falso. Como se suele hacer,

usaremos el bit 1 para representar el valor verdadero y 0 para el falso; esto es, | representa V (ver-
dadero) y 0 representa F (falso). Una variable se llama variable booleana si su valor es verdade-
Enltioes ro o falso. Por consiguiente, una variable booleana se puede representar usando un bit.
' Las operaciones con bits en el ordenador se corresponden con los conectivos 16gicos. Re-
emplazando el valor verdadero por 1 y el valor falso por O en las tablas de verdad de los opera-
dores A, Vv y @, se obtienen las tablas presentadas en la Tabla 8 para las correspondientes ope-
raciones con bits. Utilizaremos las expresiones OR, AND y XOR para los operadores A, v y @,
respectivamente, como se hace en varios lenguajes de programacion.

A menudo se representa informacion usando cadenas de bits, que son sucesiones de ceros y
unos. En este caso, se pueden utilizar operaciones sobre cadenas de bits para manipular esta in-
formacion.

DEFINICION 7 Und ._:-f_.c_rdenq;fé;bf't:s. es una sucesion de cero o mds bits. La longitud de esta cadena es el nimero
de bits de la cadena. ' ; e ren g B

EJEMPLO 17 101010011 es una cadena de bits de longitud nueve. .

Podemos extender las operaciones con bits a cadenas de bits. Definimos las operaciones bit
OR. AND y XOR de dos cadenas de la misma longitud como aquellas operaciones cuyo resultado
es una nueva cadena cuyos bits son el resultado de aplicar las operaciones OR, AND y XOR a los
correspondientes bits de cada una de las dos cadenas. Usamos los simbolos v, Ay @ para repre-
sentar las operaciones bits correspondientes. Iustramos ¢l uso de estas operaciones con cadenas de
bits ¢n el Ejemplo 18.

EJEMPLO 18 Aplica las operaciones bits OR, AND y XOR a las cadenas 01 1011 01 10y 110001 1101. (Aqui,
y a lo largo de todo el texto, las cadenas de bits se dividiran en grupos de cuatro bits para facilitar
su lectura).

JOHN WILDER TUKEY (1915-2000) Tukey, nacido en New Bedford, Massachusetts, Estados Unidos, fue hijo tni-
co. Sus padres, ambos profesores, decidieron que una educacién en casa desarrollaria mejor su potencial. Su educacion for-
mal empez6 en la Universidad de Brown, donde estudio matemitica y quimica. Se gradud en quimica en la Universidad de
Brown y continué sus estudios en la Universidad de Princeton, cambiando de la quimica a las matemiticas. Hizo la tesis
doctordl en esta Universidad en 1939 con un trabajo en topologia, tras lo que fue nombrado profesor de mateméticas en
Princeton. Cuando estall6 la Segunda Guerra Mundial, se enrold en la Oficina para Investigacion en el Contpol de Incen-
dios, dipnde empezo a trabajar en estadistica, Tukey se interes6 por la investigacion en estadistica e impresiond a varios es-
tadistidos importantes con su capacidad. En 1945, al concluir la guerra, volvio a Princeton como profesor de estadistica, y
también consiguié un puesto en los Laboratorios AT&T Bell. Fundd el Departamento de Estadistica en Princeton en 1966,
siendo su primer responsable. Hizo muchas contribuciones importantes en el drea de la estadistica, incluyendo andlisis de
varianza, estimacién de espectros de series lemporales, inferencia sobre los valores de un conjunto de parimetros en un ex-
Enlaces perimento tnico y filosoffa de la estadistica. Sin embargo, por lo que es mas conocido es por su invencion, junto con J. W.
Cooley, de la transformada rdpida de Fourier.

Tukey contribuyé con su perspicacia y experiencia al Comité Asesor Presidencial para la Ciencia de Estados Unidos.
Fue presidente de varios comités importantes para medio ambiente, educacion vy salud v productos quimicos. También par-
ticipd en comités de trabajo en desarme nuclear. Recibio muchos premios, entre ellos la Medalla Nacional de la Ciencia.

RESENA HISTORICA  Se sugirieron otras palabras para denominar al digito binario, incluyendo binit y bigit, que no lle-
garon @ aceptarse universalmente. La adopcion de la palabra bit puede deberse a que tiene significado por si misma como
palabra en inglés. Para conocer ¢6mo se acuiié la palabra bit, véase el mimero de abril de 1984 de la revista Annals of the
History of Computing.
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Solucion: Los resultados de las operaciones bit OR, AND y XOR se obtienen aplicando los ope-
radores OR, AND y XOR a los correspondientes bit. Esto nos da

01 1011 0110
110001 1101

111011 1111
01 0001 0100
10 1010 1011

operacién OR
operacién AND
operacién XOR

Problemas

;Cuiles de estas frases son proposiciones? ;Cudl es el
valor de verdad de aquellas que son proposiciones?

a) Boston es la capital de Massachusetts.

b) Buenos Aires es la capital de Argentina,

€) 2+3=5
d) 5+7=10.
e) x+2=11.

f) Responde a esta pregunta.
g) x+y= v+ xparatodo par de nimeros reales v e v.

. (Cuiles de las siguientes son proposiciones? ;Cudl es

el valor de verdad de aquellas que son proposiciones?

a) No pasar.

b) ;Qué hora es?

¢) No hay moscas en Maine.
d) 4+x=5.

e) x+1=5s1x=1.

f) x+y=y+zsix==z

. (Cudl es la negacion de cada uno de estos enunciados?

a) Hoy es jueves.

b) No hay polucion en Nueva Jersey.

¢) 2+1=3.

d) El verano de Veracruz es célido y soleado.

. Sean p y g los enunciados

p: Compré un billete de loterfa esta semana.
¢: Gané el bote de un millén de curos del viernes.

Expresa cada una de las siguientes férmulas en lenguaje
natural.

a) —p b) pvg ) p—g
d) prg e) porg f) p—-yg
g pAmg  h) pvipag)

. Sean p y ¢ los enunciados «Estd permitido nadar en la

costa de Nueva Jersey» y «Se han divisado tiburones
cerca de la costa», respectivamente. Expresa cada una de
las siguientes formulas en lenguaje natural.

a) g b) prg €) pvg
d) p—>-g e) g—op ) -p—o—g
g) peg h) pa(pvg)

6. Sean p y ¢ los enunciados «La eleccion se decide» y
«Se han contado los votos», respectivamente. Expresa
cada una de las siguientes formulas en lenguaje natural.

a) b) pvg c) pAg
d) g—-p gk g—snp. | - E) gy
g peyq h) ~gv(prg)

7. Sean p v g los enunciados
p: Estamos bajo cero.
q: Nieva.
Escribe los enunciados siguientes usando p, g y conecti-
vos logicos:
a) Estamos bajo cero y nieva.
b) Estamos bajo cero, pero no nieva.
¢) No estamos bajo cero y no nieva.
d) Bien estamos bajo cero o bien nieva (0 ambas cosas).
e) Siestamos bajo cero, entonces también nieva.
f) Estamos bajo cero o nieva, pero no nieva si estamos
bajo cero.
g) Que estemos bajo cero es necesario y suficiente para
que nieve.

8. Sean p, ¢ v r los enunciados
p: Tienes fiebre.
g: Suspendes el examen final.
r: Apruebas el curso.
Expresa cada una de las siguientes férmulas en lenguaje
natural,
a) p—gq b) ~g&r
c) g—-r d) pvgvr
e) (p—=>-n)vig—-r)
) (prg)vi-gar)

9. Sean p y ¢ los enunciados
p: Conduces a mds de 100 km por hora.
g: Te multan por exceso de velocidad,
Escribe los enunciados siguientes usando p, g y conecti-
vos logicos. 0
o a) No conduces a mds de 100 km por hora.
b) Conduces a mds de 100 km por hora, pero no te mul-
tan por exceso de velocidad.



¢) Te multardn por exceso de velocidad si conduces a
mas de 100 km por hora.

d) Sino conduces a més de 100 km por hora no te mul-
tardn por exceso de velocidad.

e) Conducir a mas de 100 km por hora es suficiente
para que te multen por exceso de velocidad.

f) Te multan por exceso de velocidad, pero no condu-
ces a mas de 100 km por hora.

g) Siempre que te multan por exceso de velocidad con-
duces a mds de 100 km por hora.

10. Sean p, ¢ y r los enunciados

p: Tienes un 10 en el examen final.
¢: Haces todos los problemas del libro.
r: Tienes un 10 en esta asignatura,

Expresa estos enunciados usando p, g, r y conectivos

l6gicos.

a) Tienes un 10 en el examen final, pero no haces todos
los problemas del libro.

b) Tienes un 10 en el examen final, haces todos los
problemas del libro y tienes un 10 en esta asigna-
tura.

¢) Para tener un 10 en esta asignatura es necesario tener
un 10 en el examen final.

d) Tienes un 10 en el examen final, pero no haces todos
los problemas del libro; no obstante, tienes un 10 en
esta asignatura.

¢) Tener un 10 en el examen final y hacer todos los

problemas del libro es suficiente para tener un 10 en

esta asignatura.

Tendrds un 10 en esta asignatura si, y solo si, tienes

un 10 en el examen final o haces todos los problemas

del libro.

I

11. Sean p, g y r los enunciados

p: Se han visto osos pardos por la zona.

g: Es seguro caminar por el sendero.

r: Las bayas del sendero estdan maduras.
Expresa estos enunciados usando p, g. r y conectivos 16-
gicos.

a) Las bayas del sendero estdn maduras, pero no se han
visto osos pardos por la zona.

b) No se han visto osos pardos por la zona y es seguro
caminar por el sendero, pero las bayas del sendero
estan maduras.

¢) Si las bayas del sendero estdnjmaduras, es seguro
caminar por el sendero si, y sélb si, no se han visto
osos pardos por la zona.

d) No es seguro caminar por el sendero, pero no se han
visto osos pardos por la zona y las bayas del sendero
estdn maduras.

e) Para que sea seguro caminar por el sendero, es nece-
sario, pero no suficiente, que las bayas del sendero
no estén maduras v que no se hayan visto osos par-
dos por la zona.

f) No es seguro caminar por el sendero cuando se han
visto 0sos pardos por la zona y fas bayas del sendero
estan maduras.
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12.

14.

16.

Determina si estas bicondicionales son verdaderas o

talsas,

a) 2+2=4si,ys6losi, 1+1=2.

b) 1+1=2si ysolosi,2+3=4.

¢) Es invierno si, y sélo si, no es primavera, verano u
otono.

d) 1+ 1=3si. ysolosi, los cerdos vuelan.

e) 0>1si,ysélosi,2>1.

Determina si estas implicaciones son verdaderas o falsas.

a) Sil+1=2,entonces2+2=35,

b) Sil+1=3 entonces2+2=4.

¢) Sil+1=3 entonces2+2=3.

d) Silos cerdos vuelan, entonces 1 + 1 =3.
e) Sil+ 1=3,entonces Dios existe.

f) Sil+ | =3, entonces los cerdos vuelan.
g) Sil+1=2, entonces los cerdos vuelan.
h) Si2+2=4, entonces | +2=3.

Determina en cada una de estas frases si el o es inclusivo
o exclusivo. Razona tu respuesta.

a) Se requiere experiencia con Java o C++,

b) La comida incluye ensalada o sopa.

¢) Para entrar en este pais necesitas pasaporte o tarjcta
de votante.

¢) Publica o perece.

. Di qué significan cada una de estas frases en los casos en

que ¢l o es inclusivo (es decir, una disyuncion) o bien ex-

clusivo. ;Cual crees que es el significado que se quiere

expresar realmente en cada caso?

a) Para matricularte en matemdtica discreta debes haber
cursado una asignatura de cdlculo o alguna asignatu-
ra de informdtica.

b) Cuando te compras un vehiculo de marca Acme, te
devuelven 2000 $ en efectivo o el 2% del préstamo
solicitado.

¢) La cena para dos incluye dos platos de la columna A
o tres de la columna B.

d) El colegio se cierra si caen mds de 50 cm de nieve o
si el viento helado baja de -20°C.

Escribe cada uno de estos enunciados de la forma «si p,

entonces g». (Indicacion: Basate en la lista de formas

comunes de expresar una implicacion proporcionada en

esta seccion).

a) Es necesario lavar el coche del jefe para ascender.

b) Viento del sur implica deshielo en primavera,

¢) Una condicién suficiente para que la garantia sea
vilida es que hayas comprado ¢l ordenador hace me-
nos de un ano.

d) A Guillermo siempre se le pilla cuando hace trampas.

e) Puedes acceder a la pigina web si pagas una cuota de
suscripeion.

f) Ser elegido es consecuencia de conocer a la gente
adecuada.

g) Carol se marea siempre que monta en una barca,
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17. Escribe cada uno de estos enunciados de la forma «si p, en-

18.

20.

tonces g». (Indicacion: Basate en la lista de formas comunes

de expresar una implicacién proporcionada en esta seccion),

a) Nieva siempre que el viento sopla del noreste.

b) El manzano florecerd si el tiempo se mantiene calido
durante una semana.

¢) Que los Pistons ganen el campeonato implica que
vencieron a los Lakers.

d) [s necesario andar 12 km para llegar a la cima del pico.

e) Para ser profesor fijo es suficiente con ser mundial-
mente famoso.

) Si conduces mds de 600 km seguidos, necesitaras
repostar gasolina.

g) Tu garantia es valida s6lo si compraste el reproductor
de CD hace menos de 90 dias.

Escribe cada uno de estos enunciados de la forma «si p,

entonces ¢». (Indicacion: Basate en la lista de formas

comunes de expresar una implicacion proporcionada en

esla seccion).

a) Recordaré enviarte la direccién sélo si me mandas un
correo electrénico,

b) Para ser ciudadano de un pais es necesario haber na-
cido en €l

¢) Siconservas este texto, te serd muy util en los cursos
siguientes.

d) Los Red Wings ganardn la copa de hockey sobre
hielo si el portero juega bien,

e) Que consigas el trabajo implica que tienes las mejo-
res credenciales.

f) La playa se erosiona siempre que azota una tormenta.

¢) Es necesario tener una clave vilida para acceder al
servidor.

. Escribe cada uno de estos enunciados de la forma « p si,

y sélo si, g».

a) Si hace calor fuera, te compras un cucurucho de he-
lado, y si te compras un cucurucho de helado, hace
calor fuera,

b) Para ganar el concurso es necesario y suficiente tener
el ndmero ganador.

¢) Ascenderds solo si tienes contactos, y lienes contac-
tos solo si asciendes.

d) Si ves television, tu mente se empobrecerd, y reci-
procamente.

e) El tren llega con retraso exactamente aquellos dias
que tengo que tomarlo.

Escribe cada uno de estos enunciados de la forma «p si, y

s6lo si, g».

a) Para sacar un 10 en este curso es necesario y sufi-
ciente que aprendas a resolver problemas de mate-
matica discreta,

b) Si lees el periddico a diario, estards informado, v re-
ciprocamente.

¢) Llueve si es fin de semana. v ¢s fin de semana si
lueve.

d) Sélo puedes ver al mago si no estd, v el mago no estd
solo si puedes verlo.

21.

23.

26.

27.

Enuncia la reciproca, contrarreciproca e inversa de cada

una de estas implicaciones.

a) Si nieva hoy, esquiaré manana.

h) Vov a clase siempre que vaya a haber un control.

¢) Un entero positivo es primo si, y sélo si, no tiene
otros divisores mds que | y €l mismo.

. Enuncia la reciproca, contrarreciproca e inversa de cada

una de estas implicaciones.

a) Sillueve esta noche, me quedaré en casa.

b) Voy ala playa siempre que el dia amanezca solcado.

¢) Cuando me acuesto tarde, es necesario que duerma
hasta mediodia.

Construye las tablas de verdad para cada una de estas
formulas.

a) pa-p b) pv-p

¢) (pvg)—>q d) pvg)—=>Pnrg)
e) (p—q) < (g —p)

D p->9->@—p

. Construye las tablas de verdad para cada una de estas

formulas.

a) p—o-p b) perp

g p@dpvg d prg)—=(pve)
e) (g=>p)eo(Peq)

N peg@pesg)

. Construye las tablas de verdad de cada una de estas for-

mulas.

a (pvg) > (pdqg)

b) (pBg) > (prg)

) (pvg)@(prg)

d) pogdpeq)
e) (perq) @ (p e )
) p@g) - (po—y)

Construye las tablas de verdad para cada una de estas
formulas,

a) p@p by p®-p
) p®g d) p®—g
e) (p@q) v (p®&q)
Y (p®g) A (pd—g)

Construye las tablas de verdad para cada una de estas
formulas.

a) p— g b) peg
) p=2q@)v(ip—>q)

d) po2g)n(p—=q)

¢) (pegvipeq)
h(peoqgeapaq

- Construye las tablas de verdad para cada una de estas

formulas.
]

a) (pvag)vr
¢ (pag)vr
el (pvag)n-r

b) (pvg)ar
d) prg)ar
N (pag)v-r

Bl
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29.

31.

32;

T
L

Construye las tablas de verdad para cada una de estas
férmulas.

a) p—=>(gvr)

b) p—o(g—1)

¢ po@vip—0)

d) p=>gnalp—r)

e) (pergvinger)

) (perqg)egern

Construye la tabla de verdad de la férmula ((p — ¢)
— ) =8,

Construye la tabla de verdad de la férmula (p & g) ©
(r<=>3).

;Cual es el valor de x tras cjecutar las siguientes senten-
cias en ordenador si x = 1 antes de que se llegase a ella?
a) ifl+2=3thenx:=x+1

b) if(1+1=3)0R(2+2=3)thenx:=x+1

¢) if(2+3=5AND (3+4=T)thenx:=x+1

d) if (1+1=2)XOR(1+2=3)thenx:=x+1

e) ifx<2thenx:=x+1

Determina el resultado de cjecutar las operaciones bits
OR, AND y XOR con cada uno de los siguientes pares de
cadenas de bits:

a) 1011110, 010 0001

b) 11110000, 1010 1010

¢) 0001110001, 100100 1000

d) 111111 1111, 0000000000

. Evaltia las siguientes expresiones:

a) 11000401011 v 1 1011)

b) (01111 A10101)v0 1000

c) (01010@11011) @ 01000

d) (11011 v 0 1010) A (10001 v 11011)

La légica difusa o borrosa se usa en inteligencia artificial.
En légica difusa, una proposicién tiene un valor de verdad
que es un nimero comprendido entre 0 y I, ambos incluidos.
Una proposicion con un valor de verdad 0 es falsa y con un
valor 1 es verdadera. Los valores entre 0 y 1 indican grados
de verdad. Por ejemplo, el valor de verdad 0.8 se puede asig-
nar a la sentencia «Alfredo esta feliz», ya que Alfredo estd

feliz la mayor parte del tiempo, y el valor de verd:

0,4 se

asignara a la sentencia «Juan estd feliz» cuando Juar esté fe-
liz un poco menos de la mitad del tiempo.

35

El valor de verdad de la negacion de una proposicion en
l6gica difusa es 1 menos el valor de verdad de la propo-
sicion, ;Cudles son los valores de verdad de las afirma-
ciones «Alfredo no esta feliz» y «Juan no esta feliz»?

. El valor de verdad en l6gica difusa de la conjuncion de

dos proposiciones es el minimo de los valores de verdad
de las dos. ;Cudl el valor de verdad de las frases «Al-
fredo y Juan estdn felices» y «Ni Alfredo ni Jan estdn
felices»?
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37. El valor de verdad de la (lisyuﬁcién de dos proposiciones

*38.

*39,

40

41.

42.

en logica difusa es el maximo de los valores de verdad de
las dos proposiciones. ; Cudl el valor de verdad de las fra-
ses «Alfredo estd feliz o Juan esta feliz» y «Alfredo no
estd feliz o Juan no csta feliz»?

¢Es la sentencia «Esta afirmacion es falsa» una proposi-
cion?

La sentencia n-ésima de una lista de 100 sentencias es

«Exactamente n de las sentencias de esta lista son falsas».

a) ;Qué conclusiones se pueden derivar de estas sen-
tencias?

b) Responde el apartado (a) si la sentencia n-¢sima es
«Al menos n de las sentencias de la lista son falsas».

¢) Responde el apartado (b) suponiendo que la lista
contiene 99 sentencias.

Una antigua leyenda siciliana dice que el barbero de una
remota ciudad, a la que solo se puede llegar a través de
un peligroso camino de montafia, afeita a aquellas perso-
nas, y sélo a aquellas personas, que no se afeitan a si
mismas. ;Puede existir tal barbero?

Cada uno de los habitantes de una aldea remota dice siem-
pre la verdad o siempre miente. Un aldeano siempre dard un
«Si» 0 «No» por respuesta a las preguntas de los turistas.
Sup6n que eres un turista que visita la zona y encuentras
una bifurcacion en el camino. Una direceion conduce a las
ruinas que quieres visitar. La otra direccion conduce a la
jungla profunda. Un aldeano se encuentra en la bifurca-
cién del camine, ;Qué pregunta debes hacerle al aldeano
para averiguar la direccién correcta?

Un cxplorador es capturado por un grupo de canibales.

Hay dos clases de canibales: aquellos que siempre dicen

la verdad y aquellos que siempre mienten. Los canibales

se cenardn al explorador a menos que éste pueda deter-

minar si un canibal en particular dice siempre la verdad o

siempre miente. Al explorador le permiten que haga

exactamente una pregunta a uno de los canibales.

a) Explica por qué la pregunta «;Eres un mentiroso?»
no va a funcionar.

b) Encuentra una pregunta que el explorador pueda usar
para determinar si el canibal dice siempre la verdad o
slempre mienie.

. Expresa las siguientes especificaciones de sistema utili-

zando las proposiciones p, «El mensaje es revisado para

buscar algiin virus», y ¢, «El mensaje fue enviado desde

un sistema desconocido», junto con conectivos logicos.

a) «El mensaje se revisa para buscar algiin virus siem-
pre que haya sido enviado desde un sistema desco-
nocido».

b) «El mensaje fue enviado desde un sistema descono-
cido, pero no se revisé para buscar ningiin virus».

¢) "«Es necesario revisar el mensaje para buscar algiin
virus siempre que haya sido enviado desde un siste-
ma desconocido».
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44.

45

46

48

19

d) «Cuando el mensaje no sea enviado desde un sistema
desconocido no se revisa para buscar ningin virus».

Expresa las siguientes especificaciones de sistema usando
las proposiciones p. «El usuario introduce una clave vili-
da»; g, «Se permite el acceso», y r, «El usuario ha pagado
la cuota de acceso», junto con conectivos légicos.

a) «El usuario ha pagado la cuota de acceso, pero no in-
troduce una clave vilida».

b) «Se permite el acceso siempre que el usuario haya
pagado la cuota de acceso e introduzea una clave
valida».

¢) «Se niega el acceso si el usuario no ha pagado la
cuota de acceso».

d) «Si el usuario no ha introducido una clave vilida,
pero ha pagado la cuota de acceso, entonces se per-
mite el accesos.

;Son consistentes las siguientes especificaciones de sis-
tema? «El sistema estd en estado multiusuario si, v sélo
si, estd operando normalmente. Si el sistema estd ope-
rando normalmente, el kernel estd funcionando. El kernel
no esta funcionando o el sistema estd en modo de in-
terrupcion. Si el sistema no estd en estado multiusuario,
entonces estd en modo de interrupcion. El sistema no
estd en modo de interrupcidn».

.Son consistentes las siguientes especificaciones de sis-
tema? «Cuando el software del sistema se actualiza, los
usuarios no pueden acceder al sistema de archivos. Si
los usuarios pueden acceder al sistema de archivos, pue-
den grabar ficheros nuevos. Si los usuarios no pueden
grabar ficheros nuevos, el software del sistema no se
estd actualizando»,

;Son consistentes las siguientes especificaciones de siste-
ma? «El router puede enviar paquetes al sistema remoto
s6lo si soporta el nuevo espacio de direcciones. Para que el
reuter soporte el nuevo espacio de direcciones es necesario
que se haya instalado la dltima actualizacion del sofnware.
El router puede enviar paquetes al sistema mas remoto si
s¢ ha instalado la dltima actualizacion del software. El
router no soporta el nuevo espacio de direcciones»,

;Son consistentes las siguientes especificaciones de sis-
tema? «Si el sistema de archivos no estd bloqueado, en-
tonces se pondrin en cola los mensajes nuevos. Si el sis-
tema de archivos no estd bloqueado, entonces el sistema
funciona correctamente, y reciprocamente. Si los mensa-
Jes nuevos no se ponen en cola, entonces se enviardn al
buffer de mensajes. Si el sistema de archivos no se blo-
quea, entonces se enviarin mensajes nuevos al buffer de
mensajes. No se enviardn mensajes nuevos al buffer
de mensajes».

(Qué biisqueda booleana habria que usar para buscar pi-
ginas web sobre alguna playa en Nueva Jersey? ;Y cuil
para encontrar alguna playa en la isla de Jersey en el
canal de la Mancha?

50.

(Qué busqueda booleana habria que usar para buscar pi-
ginas web sobre senderismo en Virginia del Norte? ;Y
cudl si buscas pdginas web sobre senderismo en Virginia,
pero ne en Virginia del Norte?

Los problemas 51-55 estin relacionados con la isla de los caba-
lleros y villanos inventada por Smullyan, donde los caballeros
siempre dicen la verdad y los villanos siempre mienten. Te en-
cuentras a dos personas, A y B. Determina, si es posible, qué son
Ay B en cada problema. Si no puedes determinar qué son estas
personas, ;puedes deducir alguna conclusion?

= 8

52.

53.

54.

55,

A dice «Al menos uno de nosotros ¢s un villano» y B no
dice nada.

A dice «Los dos somos caballeros» y B dice «A es un vi-
Hanos.

A dice «Yo soy un villano o B es un caballero» y B no
dice nada.

Tanto A como B dicen «Yo soy un caballero».

A dice «Ambos somos villanos» y B no dice nada.

Los problemas 56-61 son juegos de l6gica que se pueden re-
solver formalizando previamente y razonando a partir de ellos
usando las tablas de verdad,

56.

th
i

wn
o

La policia tiene tres sospechosos del asesinato del sefior
Cooper: el sefior Smith, el sefior Jones y ¢l sefior
Williams. Cada uno de ellos declara que no matd a Coo-
per. Smith declara ademas que Cooper era amigo de Jo-
nes y que Williams no lo apreciaba. Jones también de-
clara que €l no conocia a Cooper y que estaba fuera de la
ciudad cuando Cooper fue asesinado. Williams declara
también que vio a Smith y Jones con Cooper ¢l dia del
asesinato y que Smith o Jones debié matar a Cooper.
(Puedes determinar quién lo maté si

a) uno de los tres hombres es culpable, los dos inocen-
tes dicen la verdad, pero las declaraciones del culpa-
ble pueden ser o no verdad?;

b) los inocentes no mienten?

A Steve le gustaria determinar quién cobra mds entre
tres de sus colegas haciendo biso de dos hechos, Primero,
sabe que si Fred no es el mjor pagado de los tres, en-
tonces lo es Janice. Segundo, sabe que si Janice no es la
peor pagada, entonces Maggie es la que mas cobra. ;Es
posible determinar el orden de los salarios de Fred, Jani-
ce y Maggie a partir de lo que sabe Steve? Si es asi,
(quién es el/la que cobra mds y el/la que cobra menos?
Explica tu respuesta.

Cinco amigos tienen acceso a una sala de char. ;Es posible
determinar quién estd chateando si se conoce la siguiente
informacién? Bien Kevin o Heather, o ambos, estdn cha-
teando. Bien Randy o Vijay, pero no ambos, estén
chateando. Si Abby estd chateando, también lo estd Randy.
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Vijay y Kevin estdn chateando, o bien ambos, o bien nin- #61. Resuelve este famoso juego de 16gica atribuido a Albert

==

60.

guno. Si Heather estd chateando, entonces tambien lo estan
Abby y Kevin. Explica tu razonamiento.

Un detective ha tomado declaracién a cualtro testigos de
un crimen. De las declaraciones concluye que si el ma-
yordomo dice la verdad, también lo hace el cocinero; el
cocinero y el jardinero no pueden ambos decir la verdad;
¢l jardinero y el empleado de mantenimiento no estdn
mintiendo ambos, y si el empleado de mantenimiento
dice Ja verdad, entonces el cocinero miente. Para cada
uno de los testigos, jpucde ¢l detective determinar si
miente o dice la verdad? Explica tu razonamiento.

Cuatro amigos han sido identificados como sospecho-
sos de acceso no autorizado a un sistema informdtico. Por
ello han declarado a las autoridades que investigan el
hecho. Alicia dijo que «Lo hizo Carlos». Juan dijo «Yo
no lo hice». Carlos dijo que «Diana lo hizo». Diana dijo
que «Carlos minti6 cuando dijo que yo lo hice».

a) Si las autoridades saben ademds que exactamente
une solo de ellos decfa la verdad, ;quién lo hizo?
Explica tu razonamiento.

b) Si las autoridades saben también que exactamente
uno solo de ellos mentia, ;quién lo hizo? Explica tu
razonamiento.

Einstein y conocido como el juego de la cebra. Cinco
hombres de diferentes nacionalidades y con trabajos
distintos viven en casas consecutivas de una misma ca-
lle. Las casas estdn pintadas de colores diferentes. Los
hombres tienen animales de compaiia distintos y tam-
bién son diferentes sus bebidas favoritas. Determina
quién es el dueno de la cebra y quién es aquel cuya be-
bida favorita es el agua mineral (una de las bebidas fa-
voritas) dadas las siguientes pistas: el inglés vive en la
casa roja; el espafiol tiene un perro; el japonés es pintor;
el italiano bebe té; el noruego vive en la primera casa a
la izquierda; la casa verde esta a la derecha de la blanca;
el fotégrafo cria caracoles; el diplomdtico vive en la
casa amarilla; el de la casa del medio toma leche; el
dueiio de la casa verde toma café; la casa del noruego
estd pegada a la azul; el violinista toma zumo de naran-
ja; el zorro estd en una casa contigua a la del médico; el
caballo estd en una casa contigua a la del diplomatico.
(Indicacién: Haz una tabla donde las filas representen
hombres y las columnas el color de sus casas, sus tra-
bajos, sus animales y sus bebidas favoritas. Usa razo-
namientos légicos para determinar las entradas correctas
en la tabla).

Equivalencias proposicionales

INTRODUCCION

DEFINICION 1

EJEMPLO 1

Un tipo importante de paso utilizado en argumentos matematicos es la sustitucion de una senten-
cia por otra de igual valor de verdad. Asi, en la construccion de argumentos matemdticos se em-
plean con frecuencia métodos que producen proposiciones con el mismo valor de verdad que una
férmula dada.

Comenzaremos nuestra discusién con una clasificacion de las formulas segdn sus posibles va-
lores de verdad.

~ Una férmula que es siempre verdadera, no importa los valores de verdad de las proposiciones

que la componen, se denomina faulo ofia. Una formula que es siempre falsa se denomina con-
tradiccion. Finalmente, una iciGh que no es ni una tautologia ni una contradiccion se de-

- nomina contingencia. : ke ; '

Las tautologias y las contradicciones son importantes en el razonamiento matemadtico. El si-
guiente cjemplo ilustra estos tipos de proposiciones.

Podemos construir ejemplos de tautologias y contradicciones usando s6lo una proposicion. Con-
sidera las tablas de verdad de p v —p y p A —p mostradas en la Tabla 1. Como p v —p es siempre
verdadera, es una tautologfa. Como p A = es siempre falsa, ¢s una contradiccion. -
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Demo

DEFINICION 2

F!jem'piﬁs
adicionales

EJEMPLO 2

EQUIVALENCIAS LOGICAS

Las formulas que tienen los mismos valores de verdad en todos los casos posibles se llaman 16-
gicamente equivalentes. Podemos también definir esta nocion como sigue.

Se chcc quc Ias proposiclones p y q son fégzc_amen equt va.-!enres sip &> 4 es uil ta

it

= q denota que P y g son Iog amem 'eqmvalente

Nota: El simbolo = no es un conectivo l6gico, puesto que p = ¢ no es una férmula, sino la afir-
macion de que p « ¢ es una tautologia. El simbolo < se usa en ocasiones en lugar de = para de-
notar una equivalencia logica.

Una forma de determinar si dos proposiciones son equivalentes es utilizar una tabla de ver-
dad. En particular, las proposiciones p y ¢ son equivalentes si, y solo si, las columnas que dan sus
valores de verdad coinciden. Los siguientes ejemplos ilustran este método.

Muestra que =(p v g) y =p A g son logicamente equivalentes. Esta equivalencia es una de las
leyes de De Morgan para proposiciones, llamadas asi por el matematico inglés Augustus de
Morgan, de mediados del siglo xi1x.

Solucion: Las tablas de verdad para estas proposiciones se muestran en la Tabla 2. Como los va-
lores de verdad de las proposiciones =(p v ¢) y —p A —¢ concuerdan para todas las combinaciones
posibles de valores de verdad para p y g. se sigue que —(p v g) <> (—p A —g) es una tautologia y es-
tas proposiciones son logicamente equivalentes. <

Tabla 1. Ejemplos de una tautologia y una
contradiccion,

P P BMp PATR
A% F hY K
F v v H

Tabla 2. Tablas de verdad para =(p v ¢) y =p A —gq.
p q pvyq ~pvaq) p g pATY
v \Y Vv F F 5 5l
V F v 4 B Vv F
F \Y Vv F Y F F
F F E Vv v v A%

Tabla 3. Tablas de verdad para -pvgyp—q.
P24 p pVyq p—q
V v & V Vv
N F F F F
F Vv vV Y \' !
F F Vv Y %

R s




EJEMPLO 3

EJEMPLO 4

Ejemplos
adicionales
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Muestra que las proposiciones p — ¢ y =p Vv ¢ son logicamente equivalentes.

Solucion: Construimos las tablas de verdad para estas formulas en la Tabla 3. Como los valores de
verdad de las proposiciones —p Vv ¢ y p — ¢ concucrdan, estas proposiciones son dgicamente equi-
valentes. |

Muestra que las proposiciones p v (g A7) y (p v @) A (p v ) son logicamente equivalentes. Es la ley
distributiva de la disyuncion sobre la conjuncion.

Solucién: Construimos las tablas de verdad para estas formulas en la Tabla 4. Como los valores de
verdad de las proposiciones p v (g A1)y (p v g) A (p v r) concuerdan, estas formulas son logica-
mente equivalentes. <

Observacion: Una tabla de verdad para una férmula dependiente de tres proposiciones diferentes
requicre ocho filas, una para cada posible combinacién de los valores de verdad de las tres pro-
posiciones. En general, se requieren 2" filas si una férmula depende de n proposiciones.

La Tabla 5 contiene algunas equivalencias importantes”. En estas equivalencias, V denota
cualquier proposicién que es siempre verdadera y F denota cualquier proposicion que es siempre
falsa. Mostramos también algunas equivalencias dtiles para férmulas que involucran implicacio-
nes y dobles implicaciones en las Tablas 6 y 7, respectivamente. En los problemas al final de la
seccion se pide al lector que verifique las equivalencias de las Tablas 5-7.

La ley asociativa para la disyuncion muestra que la expresion p v ¢ v r esta bien definida en
el sentido de que no importa si tomamos primero la disyuncién de p y ¢ y luego la disyuncion de
p Vg conr, o si primero tomamos la disyuncién de ¢ y r y luego la disyuncién de p y g v 7. De for-
ma similar, la expresion p A ¢ A r estd bien definida. Extendiendo este razonamiento, se sigue que
P, VP,V VP, Y P AP, A .. Ap, estin bien definidas siempre que p,, p,. ..., p, sean proposicio-
nes. Ademds. ten en cuenta que las leyes de De Morgan se generalizan a

(P, VP,V .. VD)= (P ATPA AP

(P, AP, A VP )=E(P, VTP,V LV TP

(Los métodos para demostrar estas identidades se verdn en la Seccion 3.3).

Las equivalencias 16gicas de la Tabla 5, asi como cualquier otra que se haya establecido
(como las mostradas en las Tablas 6 y 7), se pueden usar para construir equivalencias logicas adi-
cionales. Ello se debe a que una proposicion en una férmula se puede sustituir por otra que sea 16-
gicamente equivalente sin alterar el valor de verdad de la férmula. Esta técnica se ilustra en los
Ejemplos 5 y 6, donde también se utiliza el hecho de que si p y ¢ son logicamente equivalentes y
g y r también, entonces p y r son légicamente equivalentes (véase el Problema 50).

Tabla 4. Una demostracion de quep v (gAar) y (pv g a (;1 v r) son [6gicamente equivalentes.

p q r gAar pv(gAaT) pvg pvr (pvg)n(pvr)
N v A A v bk v \
Vv vV 2 B v bV Vv A%
4 F v B Vv ¥ Vv vV
N E B F Vv \Y Vv v
F \ v \ v Vv v V
B Vv F E B Vv F F
o F v E F B Vv B
B F F 15} ks 1% B B

b

a
* Estas identidades son un caso especial de las identidades que se dan en cualquier dlgebra de Boole. Compdralas con el
conjunto de identidades de la Tabla | de la Seccién 1.7 y con las identidades booleanas de la Tabla 5 de la Seccion 10.1.
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Tabla 5. Equivalencias légicas.

Equivalencia Nombre

pa¥=p Leyes de identidad
pvF=p

pvvV=yV Leyes de dominacion
paF=F

PVPED Leyes idempotentes
PAP=p

-(-p)=p Ley de la doble negacién
pvqEqvp Leyes conmutativas
PAGEGAD

(pvg)vr=pv(qvr)
(pAG)IAr=pA(gAr)

Leyes asociativas

pvigar)=(pvq)A(pvr)
pA(qvr)=(pArq)V(pAr)

Leyes distributivas

(pAg)=-pv g
S(pvg)=pAg

Leyes de De Morgan

pvipag)=p
pA(pPVg)=p

Leyes de absorcién

p'\;—\pEv
pA-p=F

Leyes de negacion

con implicaciones.

Tabla 6. Equivalencias légicas relacionadas

con implicaciones.

Tabla 7. Equivalencias lgicas relacionadas

pPq=-pvy
pPoq=-q—>p
PV4=-p g

peogEp o9 n (g—op)
peOg=per g
peqg=parg)viopang)

ke ek peg)=pe g
p-=>g)=prg

P=2PaponN=p-(gar)
p=nalgon=spvg —r
pP—=qvip—=>nr=p—o(@gvr)
p=2nvig-n=pEaq—or

AUGUSTUS DE MORGAN (1806-1871)  Augustus de Morgan nacié en la India, donde su padre fue coronel del ejército.
La familia De Morgan se mudé a Inglaterra cuando Augustus tenia siete meses. Asistio a colegios privados, donde desarmpllé un
gran interés por las matemiticas en su primera adolescencia. De Morgan estudié en el Trinity College, en Cambridge., gra-
dudndose en [827. Aunque considerd matricularse en medicina o derecho, decidio hacer su carrera en matemiticas. Cofsiguié
una plaza en el University College de Londres en 1828, pero abandond cuando el College rechazé a un profesor amig suyo
sin argumentar razon alguna. No obstante, retomd este puesto en 1836 cuando su sucesor muri6, permaneciendo hasta 1866.

Fue un notable profesor que anteponia principios sobre técnicas. Entre sus estudiantes se cuentan muchos matemiticos
famosos, entre ellos Ada Augusta, condesa de Lovelace, que fue colaboradora de Charles Babbage en su trabajo sobre mé-
quinas de calcular (en la pagina 23 encontrards notas bibliograficas sobre Ada Augusta). De Morgan advirtié a la condesa de
Lovelace contra su dedicacion excesiva a las matematicas, jya que podria interferir con su capacidad de engendrar!

De Morgan fue un escritor extremadamente prolijo. Escribio mas de mil articulos en mis de quince revistas. De Mor-
gan también escribié libros de texto sobre muchos temas, entre los que se incluyen 16gica, probabilidad, calculo v gebra.
En 1838 presentd lo que quiza sea la primera explicacion clara de una importante técnica de demostracion conocida como
induceion matemdtica (descrita en la Seccion 3.3 de este libro), un término que €l acuiio. Inventd notaciones que le ayu-
daron a demostrar equivalencias proposicionales. como las leyes que se nombraron en su honor. En 1842 presento lo que
quizi fue hasta la fecha la definicion mas precisa de limite y desarrollé algunos criterios para la convergencia de serics in-
finitas. Tambicn sc interesé por la historia de las matemdticas y escribié las biografias de Newton y Halley. s

En 1837 se casd con Sophia Frend. quien escribi6 su biografia en 1882. La investigacion, la escritura y la docencia le de-
Jaron poco tiempo para su familia o vida social. En coalquier caso, sobresalio por su amabilidad, humor v amplios conocimientos.
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EJEMPLO 6

Enlaces
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Justifica que las proposiciones ~(p v (=p A ¢)) ¥ =p A =g son légicamente equivalentes.

Solucion: Podriamos utilizar una tabla de verdad para mostrar que estas férmulas son equivalen-
tes. En vez de ello, estableceremos la equivalencia desarrollando una serie de equivalencias 16gi-
cas intermedias usando una de las cquivalencias de la Tabla 5 cada vez, comenzando con
=(p v (-p A q)) y finalizando con =p A ~g. Tenemos las siguientes equivalencias:

Apv(EpAag) = pATpPAG) por la segunda ley de De Morgan
=-p A [=(p) v g)] por la primera ley de De Morgan
=-palpv-q) por la ley de la doble negacion
=(pAap)v(pA—g) por la segunda ley distributiva
=Fv(pna-g) puesto que pAp=F
=(-pA-qg)vF por la ley conmutativa para la disyuncién
=-pAg por la ley de identidad para F

Consecuentemente, —(p v (-p A g)) Y p A g son logicamente equivalentes. <

Muestra que (p A ¢) — (p v g) es una tautologia.

Solucién: Para mostrar que esta sentencia es una tautologia, usaremos equivalencias logicas para
demostrar que es légicamente equivalente a V. (Nota: Se podria haber hecho también mediante
una tabla de verdad).

prg)—=(pvg) =-prgvipvg) por el Ejemplo 3
(=pv-g)v(pvg) porlaprimeraley de De Morgan
=(-pvp)v(~gvq) porlas leyes asociativa y conmutativa para la dis-

1]

yuncion .
=VvV por el Ejemplo 1 y la ley conmutativa para la dis-
yuncion
=Y por la ley de dominacion <4

Se puede usar una tabla de verdad para determinar si una férmula es una tautologia. Esta
tabla se puede construir a mano para una proposicién con un nimero reducido de variables,
pero cuando el nimero de variables crece, el método manual se vuelve impracticable. Por
ejemplo, hay mas de 2°°=1048 576 filas en la tabla de verdad de una proposicion de veinte
variables. Claramente, se necesita la ayuda de un ordenador si queremos determinar de esta
forma si la férmula de 20 variables es una tautologia. Pero cuando hay mil variables, ;puede
un ordenador determinar en un plazo de tiempo razonable si una férmula es una tautologia?
Revisar cada una de las 2'% (un ndmero con mds de trescientas cifras) combinaciones de va-
lores de verdad no puede hacerse en un ordenador ni en billones de anos. Ademas, no se co-
noce ningin otro procedimiento que pueda seguir un ordenador para determinar en un plazo
razonable de tiempo si una férmula con un nimero tan grande de variables es una tautologia.
Contestaremos a preguntas como éstas en el Capitulo 2, cuandg estudiemos la complejidad de
algoritmos.

ADA AUGUSTA, CONDESA DE LOVELACE (1815-1852)  Ada Augusta fue la dnica hija del matrimonio del famoso
poeta Lord Byron y Annabella Millbanke, los cuales se separaron cuando Ada tenia un mes. La cri6 su madre, que potencio
su talento intelectual. Fue educada por los matematicos William Frend y Augustus de Morgan. En 1838 se casé con Lord
King, més tarde nombrado conde de Lovelace.

Ada Augusta continué sus estudios de matematicas tras su matrimonio, ayudando a Charles Babbage en su trabajo
sobre una de las primeras mdquinas calculadoras, llamada la maquina analitica. En sus escritos se encwentra la mas
completa descripcion de esta maquina. Tras 1843, ella y Babbage trabajaron juntog en el desarrollo de un sistema para pre-
decir carreras de caballos, Lamentablemente, su sistema no funciond bien, dejando a Ada importantes deudas hasta su
muerte. El lenguaje de programacion Ada se nombrd asi en honor a la condesa de Lovelace.



24 Matemitica discreta y sus aplicaciones

Problemas

1. Utiliza tablas de verdad para verificar las siguienies 11. Usa ias tablas de verdad para verificar las leyes de ab-
equivalencias. soreion.
a) paV=p b) pvF=p a) pvipag)=p b) palpvg)=p
¢) prF=F d) pvV=V 12. Determina si (=p A (p — g)) — —¢ ¢s 0 no una tauto-
e) pvp=p f) pap=p logfa.
2. Demuestra que ~(—p) y p son légicamente equiva- 13. Determina si (=g A (p — ¢)) — —p €5 0 no una tauto-
lentes. logia.
3. Usa tablas de verdad para verificar las leyes conmutativas. 14. Demuestra que p <= gy (p A q) v (p A 1g) son equiva-
a) pvg=qvp lentes.
b) prg=gnp 15. Demuestra que (p — ¢g) = r y p = (g — r) no son
4. Utiliza tablas de verdad para verificar las leyes asocia- equivalentes.

Ln

10.

tivas.
a) (pvgvr=pvigvr)
b) (pAag)ar=palgar)

b) [[p—=>gr(g—=nl—=(p—=r
¢ [palp—qgl— q
d) [pvgrlp=nalg—n]—r

. Demuestra, sin utilizar tablas de verdad, que cada una

de las implicaciones del Problema 7 es una tautologfa.
Demuestra, sin utilizar tablas de verdad, que cada una
de las implicaciones del Problema 8 ¢s una tautologia.

16.

Demuestra que p — g y ~¢ — —p son légicamente equi-
valentes.

E ! 17. Demuestra que —p <> g y p ¢ g son l6gicamente equi-
. Usa una tabla de verdad para verificar la ley distributiva. valentes.
PAQVI=@AQV QAT _ ‘ 18. Demuestra que ~(p @ q) y p <> ¢ son légicamente equi-
. Usa una tabla de verdad para verificar la equivalencia. valentes.
~pAg)=pV g 19. Demuestra que ~(p <> g) y p <> ¢ son logicamente equi-
- Demuestra, empleando tablas de verdad, que cada una valentes.
de estas implicaciones es una tautologia. 20. Demuestra que (p = @) A(p — 1)y p = (g A1) son 16-
8) png)p g; Py (";J va) gicamente equivalentes.
c; _"F __))UJ "j;?z ) (‘P(;i -));p ) 21. Demuestraque (p = ) A(g—> 1)y (pvg) — rson l6-
)i IR P2 gicamente equivalentes.
. Demuestra, empleando tablas de verdad, que cada una E 3 y ;
e iR - 22. Demuestraque (p = g)v{p = 1)y p — (g v r)son 16
de estas implicaciones es una tautologfa. sicamienie equivaléntes
a = ) )J\ 5 v ( o _) = s « e
E PR AT 23. Demuestraque (p = r)v(g— 1)y (p A g) — rson 16-

gicamente equivalentes.

- Demuestra que -p — (g = 1) y ¢ = (p v r) son logica-

mente equivalentes,

. Demuestra que p 3 gy (p — g) A(g — p) son légica-

mente equivalentes.
Demuestra que p <> ¢ ¥y —p ¢ —g son logicamente

Enlaces

equivalentes. |

HENRY MAURICE SHEFFER (1883-1964) Henry Maurice Sheffer, nacido al veste de Ucrania de padres judios, emi-
216 a Estados Unidos en 1892 con sus padres y hermanos. Estudi en la Boston Latin School antes de entrar en Harvard. don-
de completo su licenciatura en 1903, su tesis de maestria en 1907 y su doctorado en filosofia en 1908. Tras mantener un pues-
to postdoctoral en Harvard, Henry viajé a Europa con una beca. Al volver a Estados Unidos, se convirtio en un némada
académico, estando un afio en cada una de estas Universidades: Washington, Cornell, Minnesota, Missouri y el City College
de Nueva York. En 1916 volvid a Harvard como profesor titular del departamento de filosoffa. Permanecié en Harvard
hasta que se retird en 19352,

En 1913 introdujo lo que se conoce como la «barra de Sheffer» (en inglés, the Sheffer stroke), que se dio a conocer
en la edicion de 1925 de los Principia Mathematica de Whitehead y Russell. En esta misma edicién, Russell escribié que
Sheffer habia inventado un potente método que podria ser usado para simplificar los Principia. Debido a este comentario,
Sheffer se convirti en un misterio para los Iégicos, especialmente porque Sheffer, que publicé poco a lo largo de su ca-
rrera, nunca publicd los detalles de su método. S6lo lo describié en notas de reducido alcance y en un breve resumen que
publicé.

Sheffer fue un profesor con una gran dedicacion a la docencia de la 16gica matemdtica. Le gustaban las clases pe-
quedas y detestaba a los alumnos oyentes. Cuando aparecian extrafios en su clase, ordenaba que se marchasen, aunque fue-
sen colegas o visitantes distinguidos de Harvard. Sheffer casi no llegaba al metro cincuenta de altura; se hacia notar por su
ingenio y vigor, asi como por su nerviosismo e irritabilidad. Aunque muy querido, era bastante solitario. Se hizo famoso
por una ocurrencia que dijo cuando se retird: «Los viejos profesores nunca mueren, simplemente se vuelven eméritoss.
Sheffer acufid el término de «ilgebra de Boole» (tema del Capitulo 10 de este texto). Estuvo casado durante un corto es-
pacio de tiempo y vivié durante la mayor parte de su dltimo periodo en pequeiias habitaciones de un hotel llenas de sus li-
bros de légica y un vasto archivo de trocitos de papel que usaba para escribir sus ideas. Lamentablemente, Sheffer sufri6
depresion severa durante las dos dltimas décadas de su vida.




27. Demuestra que ~(p «» ¢) y p > ~g son logicamente
equivalentes.

28. Demuestra que (pv ¢) A(=p v r) — (g v r) es una tau-
tologia.

29. Demuestra que (p = ¢g)A(g — r) — (p — r) s una
tautologia.

La proposicion dual de una formula que contiene sélo los
operadores logicos v, Ay - es la proposicion que se obtiene al
sustituir cada v por A, cada A por v, cada V por F y cada F
por V. La dual de la proposicion s se denota como s”.

30. Halla la proposicion dual de cada una de estas proposi-
ciones.

a) pArg AT

¢) pvF)ia(gvy)
Demuestra que (s" )" = s

b) (pagar)vs

3k

.

t
b

Demuestra que las equivalencias logicas de la Tabla 5,
excepto la ley de la doble negacion, se pueden agrupar
en pares de proposiciones duales.

*#*33. ;Por qué las duales de dos férmulas equivalentes que
contienen solo los operadores A, v y = son también
equivalentes?

34. Encuentra una férmula en funcion de las proposicio-
nes p, q y r que sea verdadera cuando p y g sean verda-
deras y r sea falsa, pero que sea falsa en cualquier otro
caso. (/ndicacion: Usa la conjuncion de cada proposi-
cidn o su negacién).

35. Encuentra una férmula en funcién de las proposicio-
nes p, g y r que sea verdadera cuando exactamente dos
de las proposiciones p, ¢ y r sean verdaderas y falsas en
cualquier otro caso. (Indicacion: Forma una disyuncion
de conjunciones. Incluye una conjuncién para cada
combinacion de valores para los cuales la proposicion
sea verdadera. Cada conjuncion deberia incluir cada
una de las tres proposiciones 0 sus negaciones).

36. Supén que se especifica una tabla de verdad de n varia-
bles. Demuesira que una férmula con esta tabla de ver-
dad se puede formar haciendo la disvuncién de las con-
junciones de las variables o sus negaciones, incluyendo
una conjuncion por cada combinacion de valores para
los que la formula sea verdadera. La férmula resultante
se dice que estd en forma normal disyuntiva.

Una coleccion de conectivos 16gicos se llama funcionalmente
completa si cada una de las formulas es 16gicamente equiva-
lente a una férmula que es funcidn sélo de estos conectivos 16-
2icos.

37. Demuestra que =, A y v forman una coleccion fun-
cionalmente completa de conectivos logicos. (Indica-
cion: Usa el hecho de que toda proposicion es I6gica-
mente equivalente a una en forma normal disyuntiva,
como se muestra en el Problema 36).

*38. Demuestra que — y v forman una coleccién funcio-
nalmente completa de conectivos 16gicos. [Indicacién:
Usa primero las leyes de De Morgan para mostrar que
p Vv g es equivalente a ~(—p A —g)].
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#39. Demuestra que - y v forman una coleccién funcio-
nalmente completa de conectivos légicos.

Los problemas siguientes estin relacionados con los operadores
logicos NAND y NOR. La proposicion p NAND g es verdadera
cuando p o ¢, 0 ambas, son falsas, y es falsa cuando tanto p
como g son verdaderas. La proposicion p NOR ¢ es verdadera
cuando tanto p como ¢ son falsas. y es falsa en cualquier otro
caso. Las proposiciones p NAND g y p NOR g se denotan por
playpl g, respectivamente. (Los operadores | y | se llaman
barra de Sheffer y flecha de Peirce por H. M. Sheffer v
C. S. Peirce, respectivamente).

40. Construye una tabla de verdad para el operador l6gico
NAND.
41. Demuestra que p | ¢ es logicamente equivalente a
~(pAg).
. Construye la tabla de verdad del operador 16gico NOR,

b
LONT i8]

. Demuestra que p { ¢ es l6gicamente equivalente a
(p v ).
44. En este problema mostraremos que | l } es una colec-
¢ion funcionalmente completa de operadores 16gicos.
a) Demuestra que p | ¢ es logicamente equivalente a —p.
b) Demuestra que (p L ¢) L (p | ¢) es 16gicamente
equivalente a p v q.

¢) Concluye de las partes (a) y (b) y el Problema 39
que { 4 } es una coleccién funcionalmente completa
de operadores 16gicos.

*45. Encuentra una proposicion equivalente a p — ¢ usando

sélo el operador l6gico L.

46. Demuestra que | | | es una coleccién funcionalmente
completa de operadores 16gicos.

47. Demuestraque p| g y ¢ | p son equivalentes.

48. Demuestraque p | (g |r) v (p| ¢) | r no son equivalentes,

por lo que el operador légico | no es asociativo,

*49. ;Cudntas tablas de verdad diferentes de [ormulas que

relacionen las proposiciones p y ¢ existen?

50. Demuestra que si p, g y r son formulas tales que p y ¢
son logicamente equivalentes y que ¢ y r son logica-
mente equivalentes, entonces p y r son logicamente
equivalentes.

51. La siguiente frase se ha tomado de una especificacion
de un sistema de telefonia: «Si la base de datos del di-
rectorio estd abierta, el monitor se pone en estado
cerrado si el sistema no estii en estado inicial». La es-
pecificacion es complicada de entender, pues involucra
dos implicaciones. Encuentra una cspecificacion equi-
valente, mds ficil de entender, que incluya disyunciones
o negaciones, pero no implicaciones.

. (De cudntas formas las disyunciones p v =g, =p v g,
gvr,gvor, gy se pueden hacer verdaderas si-
multineamente mediante la asignacion de valores de
verdad ap, gy r?

- ¢De cudntas formas las disyunciones p v =g v s, =p v —r
VS, TPVIOEVTS, PV GV S, gV IV TS, gV T %S,
TPVIGV S, pV VS, pvgv s se pueden hacer ver-
daderas simultineamente mediante la asignacion de va-
lores de verdad a p, g, r vy 57

by

n
r

n
()
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Se dice que una férmula es satisfacible si existe al- ¢) (pvgvrApV-gv-as)algyv-rvs)
guna asignacion de valores de verdad para las va- AEpvrvs)A(pvY gV s a(p Vg
riables de la proposicion que la hacen verdadera. VAPV g V) A(p v o v s)
55. Explica como puede usarse un algoritmo
54, ;Cuiles de estas férmulas son satisfacibles? que determine si una férmula es o no satis-
a (pvgvar)a(pv-ogyv-as) A facible para determinar si una férmula es o
(pvrvos)A(pvgvs)alpvgyvas) no una tautologia. (Indicacién: Considera
b) (mpvgvr)A(pvgvos)alpy =p, donde p es la proposicidn que se exa-
gV S)A PV rYTs)A(p Y gV T A mina).
(pv-r v-s)

.3 Predicados y cuantificadores

EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

Ejemplos
adicionales

EJEMPLO 3

INTRODUCCION

A menudo, en matemdticas y programas de ordenador se encuentran enunciados en los que se in-
cluyen variables, como

«x > 3», «X=y+3I»yex+y=z»

Estos enunciados no son ni verdaderos ni falsos si no se especifican los valores de las variables.
En esta seccion discutiremos las maneras en que las proposiciones pueden producir tales enun-
ciados.

El enunciado «x es mayor que 3» tiene dos partes. La primera parte, la variable x, es el suje-
to del enunciado. La segunda parte —el predicado, «es mayor que 3»— hace referencia a una pro-
piedad que puede tener el sujeto. Podemos denotar el enunciado «x es mayor que 3» por P(x), don-
de P denota el predicado «es mayor que 3» y x es la variable. La sentencia P(x) se dice también
que es el valor de la funcion proposicional P en x. Una vez que se le haya asignado un valor a la
variable x, la sentencia P(x) se convierte en una proposicion y tiene un valor de verdad. Conside-
ra el Ejemplo 1.

P(x) denota el enunciado «x > 3». ;Cudles son los valores de verdad de P(4) y P(2)?

Solucién: Obtenemos la sentencia P(4) haciendo x = 4 en el enunciado «x > 3». Por tanto, P(4),
que es el enunciado «4 > 3», es verdadero. Sin embargo, P(2), el enunciado «2 > 3», es falso. <

Podemos también tener sentencias que incluyan mds de una variable. Por ejemplo, considera el
enunciado «x =y + 3». Podemos denotar esta sentencia por Q(x, y), donde x e y son variables y Q es
el predicado. Cuando se asignan valores a x e y, la sentencia Q(x, v) tiene una tabla de verdad.

Q(x , y) denota el enunciado «x = y + 3». ;Cudles son los valores de verdad de las proposiciones

Q(1,2)y 03, 0)?

Solucién: Para obtener Q(1, 2) hacemos x = 1 e y = 2 en la sentencia Q(x, v). Por tanto, O(1, 2) es
el enunciado «1 = 2 + 3», que es falso. La sentencia Q(3. 0) es el enunciado «3 = 0 + 3», que es
verdadera. e

De forma similar, podemos denotar como R(x, y. z ) el enunciado «x + y = z». Cuando se asi g-
nen valores a las variables x, y y z, esta sentencia tendra una tabla de verdad.

¢Cudles son los valores de verdad de las proposiciones R(1, 2, 3) y R(0,0, 1)?

Solucién: La proposicién R(1. 2, 3) se obtiene haciendo x = 1, y=2yz=3en lasentencia R(x, y, ).
Vemos que R(1, 2, 3) es el enunciado «1 + 2 = 3», que es verdadero. También se ve que R(0, 0, 1),
el enunciado «0 + 0 = 1», es falso. <




EJEMPLO 4

Evaluacion
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En general, una sentencia que incluye las n variables x,. x,. ..., x, se puede denotar como
PG, X5 vnes X,)-

Una sentencia de la forma P(x,, x,. ..., x,) es el valor de la funcién proposicional P en la
n-tupla (x, x,, ... X,). P se llama también un predicado.

Como muestra el Ejemplo 4, las funciones proposicionales se usan en programas de ordenador.

Considera la sentencia
ifx>0thenx:=x+ 1.

Cuando el programa llega a esta linea, el valor de la variable x en este punto de la ejecucion se in-
serta en P(x), que es «x > 0». Si P(x) es verdadera para este valor de x, la sentencia de asignacion
x:=x+ | se ejecuta, por lo que el valor de x se incrementa en 1. Si P(x) es falsa para este valor de
x. la sentencia de asignacién no se ejecuta, por lo que el valor de x no cambia. «

CUANTIFICADORES

Cuando a todas las variables de una funcién proposicional se le han asignado valores, la sentencia
resultante se convierte en una proposicion con un cierto valor de verdad. No obstante, hay otra for-
ma importante, llamada cuantificacion, de crear una proposicion a partir de una funcion propo-
sicional. Se discutirdn en este apartado dos tipos de cuantificacion, a saber, cuantificacion universal
y cuantificacion existencial. El drea de la 16gica que trata con predicados y cuantificadores se Ila-
ma calculo de predicados o logica de primer orden.

EL CUANTIFICADOR UNIVERSAL Muchas sentencias matemdticas imponen que una
propiedad es verdadera para todos los valores de una variable en un dominio particular, llamado el
universo de discurso o dominio. Tales sentencias se expresan utilizando un cuantificador uni-
versal. La cuantificacion universal de una funcién proposicional es la proposicion que afirma que
P(x) es verdadera para todos los valores de x en el dominio. El dominio especifica los posibles va-
lores de la variable .x.

CHARLES SANDERS PEIRCE (1839-1914) Muchos consideran a Charles Peirce el intelecto mas versatil y original
de Estados Unidos. Nacio en Cambridge, Massachusetts. Su padre, Benjamin Peirce, cra profesor de matematicas y filo-
sofia natural en Harvard, Peirce estudié en Harvard (1855-1859), gradudndose en letras en esta Universidad y en quimica
en la Lawrence Scientific School (1863). Su padre le animé a seguir una carrera en ciencias, pero €l eligi6 estudiar logica
y metodologia cientifica.

En 1861, Peirce se hizo ayudante del Servicio de Guardacostas de Estados Unidos, con el objetivo de entender me-
jor la metodologfa cientifica. Este trabajo le eximio del servicio militar durante la guerra civil. Mientras trabajaba para la
Guardia Costera, Peirce desarrollé trabajos sobre astronomia y geodesia. Hizo contribuciones esenciales al diseno de pén-
dulos y proyecciones de mapas, aplicando nuevos desarrollos matemiticos en la teoria de funciones elipticas. Fue la pri-
mera persona en utilizar la longitud de onda de la luz como unidad de medida. Peirce ascendio a asistente del Servicio de
Guardacostas, un puesio que mantuyo hasta que fue obligado a renunciar en 1891, cuando mostré su desacuerdo con la di-
reccion que estaba tomando la nueva administracion de Guardacostas.

Aunque dedic su vida a las ciencias fisicas, Peirce desarroll6 una jerarquia de las ciencias, con s matematicas en
la parte mds alta. Los métodos de una ciencia se podian adaptar para su uso en ofras situadas por debajo ep la jerarquia. Fue
también el fundador de la teoria filoséfica americana del pragmatismo. '

El tinico puesto académico que ocupo fue de profesor de l6gica en la Universidad Johns Hopkins, en Baltimore, de
1879 a 1884. Su trabajo matemtico durante aquel iempo incluy6 contribuciones a la 16gica, a la teorfa de conjuntos, al al-
gebra abstracta y a la filosofia de las matematicas. Su trabajo es todavia relevante hoy dia. Parte de su trabajo en logica se
ha aplicado en inteligencia artificial. Peirce crefa que el estudio de las matemiticas podia desarrollar capacidades de la men-
te como la imaginacicn, la absiraccion y la generalizacion. Entre sus diversas actividades tras retirarse de la Guardia Cos-
tera se incluyen el escribir en periddicos y revistas, contribuciones en diccionarios eruditos, traduccion de articulos cien-
tificos. dar conferencias invitadas y redactar libros de texto. Desgraciadamente, lo que gand con estas actividades no fue
suficiente para salvarle a €l y a su segunda esposa de una miserable pobreza. Fue mantenido en sus altimos afios por un fon-
do creado por sus muchos admiradores y administrado por el filosofo William James, amigo suyo durante toda la vida.
Aungque Peirce escribié v publicé mucho en un amplio abanico de campos, dejé mds de cien mil piginas manuscritas sin
publicar. Debido a la dificultad del estudio de su trabajo no publicado, los investigadores han empezado ahora a com-
prender alguna de sus variadas contribuciones. Hay un grupo dedicado a poner su trabajo en Internet para que su obra sea
mejor apreciada por todo el mundo.



