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ESTIMACION

Inferencia Estadistica y Estimacién

La estadistica inferencial incluye aquellos métodos que permiten realizar inferencias o
generalizaciones acerca de la poblacion a partir de los resultados obtenidos para una muestra y
empleando la teoria de probabilidades.

Podemos distinguir entre

e El Método Clasico para estimar el parametro poblacional en el que las inferencias se basan
en la informacién obtenida de una muestra aleatoria seleccionada de la poblacién.

El Método Bayesiano que utiliza el conocimiento subjetivo previo acerca de la distribucién
de probabilidad con los parametros conocidos, junto con la informacién proporcionada por
los datos muestrales

Utilizaremos los métodos clasicos, es decir que calcularemos los estadisticos a partir de muestras -
aleatorias y aplicando la teoria de las distribuciones muestrales estableceremos conclusiones
respecto a parametros poblacionales tales como media, proporcién o varianza

Las areas principales de la inferencia estadistica son la estimacién y las pruebas de hipdtesis
estadisticas. Para distinguir entre estas areas consideremos los siguientes ejemplos:

¢ Un candidato para un puesto piblico desea estimar la proporcién real de votantes que lo
apoyan mediante la obtencién de las opiniones sobre una muestra aleatoria de 100
votantes. La fraccién de ellos que lo apoye puede utilizarse como una estimacién de la
proporcién real de la poblacién total de votantes. Un conocimiento de la distribucion
muestral de una proporcién permite establecer el grado de precisién de la estimacién. Este
problema pertenece al area de la estimacién.
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e Un ama de casa se interesa en determinar si la cera para pisos marca A es mas resistente
que el de marca B. El ama de casa podria suponer que la marca A es mejor quela B y,
después de realizar las pruebas apropiadas, aceptar o rechazar esta hipdtesis. En este caso
se intenta tomar una decisién correcta respecto a la hipotesis preestablecida. La teoria de
muestreo permitira obtener alguna medida de precisién para la decisién que se tome.

Métodos clésicos de estimacion

Sea 6 un pérémetro poblacional y © el estadistico que se emplea para estimar el parametro
poblacional. Una estimacién puntual de algiin parametro poblacional 8 es un valor tnico § del
estadistico © .

Por ejemplo:

e elvalor % del estadistico X, calculado a partir de una muestra de tamafio n, es una
estimacién puntual de px, la media poblacional de la variable aleatoria X.
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e elvalor p= -E del estadistico P, obtenido a partir de una muestra de tamafio n, es una
estimacién puntual de p, la proporcién verdadera para-un experimento binomial .

El estadistico que se usa para obtener una estimacién puntual recibe el nombre de estimador o
funcién de decisién. :

De aquf que la funcién de decisién Varianza muestral (52) que depende de la muestra aleatoria, es

un estimador de la varianza poblacional ¢, y la estimacién s? que se obtiene es la accién que se
toma.

En general, muestras diferentes conducen a acciones o estimaciones (valor del estimador)
diferentes.

No se espera que un estimador obtenga sin error un pardmetro poblacional; no se espera que X
estime con exactitud el valor de px sino que no se aleje mucho del valor real.

Para una muestra en particular, es posible obtener una estimacién mas precisa de px utilizando
como estimador la mediana muestral ( X)

¢ Cudles son las propzedades de una buena funcion de decision que influirdn en la seleccion de un
estimador sobre otro?

Sea @ un estimador cuyo valor @ es una estimacién puntual de algin parametro poblacional

desconocido 8 ; seria deseable que la distribucién muestral de © tuviera una media igual al

parametro estimado. A un estimador que posee esta propiedad se le lama estimador insesgado.

Entonces ; se dice que un estadfstico O esun estimador insesgado del parametro 6 si
s=E(®)= 0

La varianza muestral, $? es un estimador insesgado de la varianza o2

La desviacion estdndar muestral S es un estimador sesgado oy con la tendencia a hacer el sesgo
insignificante en muestras grandes.

Si 8; y © son dos estimadores insesgados del mismo parametro poblacional @, se
seleccionaria el estimador cuya distribucién muestral tuviera la varianza mas pequefia.

Si 0§ <of sediceque 8; esun estimador mis eficientede 6 que O,
1 2

De modo que si se consideran todos los estimadores insesgados posibles para algiin parimetro 6

aquel con la varianza més pequefia recibe el nombre de estimador mas eficiente de 6.

En la Figura 1 se presentan las distribuciones muestrales de cuatro estimadores 8,, ©®, ;0; y 0,

del pardmetro 6. Se observaque 8,,9, y ©; son insesgados dado que sus distribuciones se
centranen 8. El estimador 8, tiene una varianza mas pequefia que ©, y “©; yporlo tanto es

mas eficiente. El estimador de 6 que se seleccionaria en este caso es 8; porque resulta el
estimador insesgado maés eficiente.

Para poblaciones normales se puede demostrar que tanto X y X son estimadores insesgados de
la media poblacional px pero la varianza de X es menor que la de X . Entonces entre las
estimaciones ¥ y # probablemente X% esté mas cerca del valorde px parauna muestra daday,
X resulta ms eficiente que X.
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Es probable que, incluso el estimador insesgado mas eficiente no estime el parametro poblacional
con exactitud. Es cierto que la precisién se incrementa con muestras grandes, pero no hay razén
para esperar que la estimacién puntual de una muestra tnica debe ser exactamente 1gual que el
parametro poblacional que se supone que estima.

En la mayorfa de las situaciones es preferible determinar un intervalo dentro del cual se esperaria
encontrar el valor del parametro. A eso se conoce con estimacién por intervalo.

R

Figura1: Distribuciones Muestrales de los estimadores 8,, 9, ,0; y 8,

Estimacién por Intervalo

llna estimacién por intervalo de un parametro poblacional 6 es un intervalo de la forma
6, < 8 <8, , donde los extremos inferior y superior 8, y &, dependen del valor del
estadisticco © para una muestra particular y también de la distribucién muestral de ese

estadistico (DM ©). Cuanto més pequefio sea el intervalo, més se aproxima la estimacién al
parametro O,

Ya que muestras distintas generalmente dan valores distintos de © y porlo tanto de 8, y 8,
Estos extremos del intervalo corresponden a algiin valor de las variables aleatorias 8; y 8. Si
8 es el parametro que se estima con el estadistico ® con distribucién muestral conocida, se

pueden calcular 8, y 8, talque P (8; < 8 < 8,) sea igual a cualquier valor que se desee
especificar. Por ejemplo, si

PO; <0<8) = 1-a (0<a<)

significa que si se tomaran todas las muestras posibles de tamafio n de una poblacién la

probabilidad que el pardmetro 8 esté en el intervalo ( 0.6 s) esde 1-—a. Estoesquela
proporcién de muestras (de entre todas las muestras posibles de tamafio determinado a extraer de

la poblacién) que incluirian al pardmetro © en el intervalo ( 8;, 8;) esde 1-a. Esta

844
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probabilidad coincide con la probabilidad de seleccionar una muestra aleatoria que produzca un
intervalo de confianza que incluya a 8. (Ver Figura 2).

@i és 62

Figura2: P(©; <8 <8 = 1-a (0<a<1)

Siestimo 6 , a partir de una muestra tnica, se obtiene una estimacién puntual 8§ del estadistico

© ,la que permitir4 calcular un intervalo 8, < 8 <8, para 6 con 1-a de probablhdades de
que ese intervalo sea uno que contenga al parametro poblacional 6.

El intervalo 8, < # <®, que se calcula a partir de la muestra seleccionada se denomina

intervalo de confianza del (1—a) 100%.
Lafraccién 1—a recibe el nombre de grado de confianza o coeficiente de confianza
Los valores extremos 8, y 8; sellaman limites de confianza inferior y superior.

De modo que cuando a = 0,05 se tiene un intervalo de confianza del 95%. Si a = 0,01 se tiene
un intervalo mas amplio del 99%.

Cuanto mayor es el intervalo de confianza, se tiene mds seguridad de que el intervalo dado contiene
al pardmetro desconocido. Por supuesto es mejor tener un 95% de confianza de que la vida
promedio de determinado transistor de TV estidentre 6 y 7 afios que el 99% de confianza de
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que estd entre 3 y 10 afios. Desde el punto de vista ideal, es preferible un intervalo de poca
amplitud con un alto grado de confianza.

Las estimaciones por intervalo de confianza se basan en estimaciones puntuales.
A menudo necesitamos estimar los siguientes parametros:

¢ Lamedia py deunasolapoblacién
e Lavarianza o de una sola poblacién
e Laproporcién p de articulos de una poblacién que pertenece a la clase de interés

e Ladiferencia entre medias de dos poblaciones py — py,

e Ladiferencia entre proporciones de dos poblaciones py, — px,

Los estimadores que brindan la estimacién por puntos razonable de cada parametro son:

e Para yuy,el estimador es la media muestral X yla estimacién es ¥

e Para oy?,el estimador es lavarianza muestral S? y la estimacion es s2

, .z 5 X . .
e Para p el estimador es la proporcién muestral P= - X es el nimero de objetos en

muestras aleatoria de tamafio n que pertenece a la clase de interésy p =§ es la
estimacion puntual obtenida en la muestra.

e Para uy —uy, , el estimador es la diferencia entre las medias muestrales para dos

muestras aleatorias independientes X; — X, y. X — % es la diferencia de las
estimaciones puntuales obtenidas en una muestra inica de cada poblacién

e Para py, — px,, el estimador es la diferencia entre las proporciones para todas las muestras

de tamafios ni y nz que se puedan tomar de las poblaciones (P, — P, ),y la estimaci6n es
P71 — D> la diferencia de las estimaciones puntuales de las proporciones obtenidas a partir
de dos tinicas muestras aleatorias e independientes tomadas una de cada poblacién.

Estimacion de la media

El estadistico que se emplea para estimar la media poblacional uy , es la media muestral, X .La
— — 2
DM (X) secentraen pg = yuy ylavarianzade X es o3% = 3:‘-;— , resulta menor que la varianza de

los otros estimadores de uy. Enestecaso ¥ lamedia de una muestra aleatoria se empleara como
una estimacién puntual de py . Muestras grandes dardan una distribucién muestral de X con
varianza pequefia, entonces la estimacion puntual X¥ es una estimacién muy precisade py.

Sila muestra se selecciona de una poblacién normal o, a falta de esto, si el tamafio de la muestra n
es lo bastante grande (n=30), se puede establecer un intervalo de confianza considerando que la
DM (X ) es normal
. . 3 O'Xz
X""N (I‘I'X ,T
i . X-ux o .
Entonces la variable aleatoria Z= —%F % tiene una distribucion normal estandar: Z~N(0, 1)

N

Escribimos zq» como el valorde z porencima del cual se encuentraun dreade o/2 y
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—Zq2 eselvalorde z debajo del cual se encuentra un area de o/2.
Resulta P(—za2<Z<Zg2)=1-a seginseobservaenlaFigura3
- X- X-u
Como Z= agx , entonces P(—z¢2< aXX <zZgn)=1l-a
vn N
1 2 3

—Zqgn2

—Z a2 Zas

Figura 3: Interpretaciénde z4z ¥ —Za2 enla Distribucién Normal Estindar.
Representacién del grado de confianza 1 — « '

Sitrabajamos algebraicamente con la desigualdad, se obtiene:

- (3 - (43
P(X —zas -\7—’7_‘1<ux< X+ za/zﬁ Y=1-a

Donde
_— ox

_— — — O'X
9,; = X —Zq2 W/—;l- 95 = X 4+ Zan

vn

Ahora, si se selecciona una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién de varianza ox?

conocida y se calculala media % para la muestra, se obtiene el siguiente intervalo de confianza
del (1-0o)100% para yy:

= ox - ax
X —Zg2 \_/-"ﬁ<[lx<x+2a/2\/~'ﬁ- IC(].)
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Donde zq2 eselvalorde z de ladistribucién normal estandar a la derecha del cual se encuentra
un area de a/2.

Para muestras pequefias que se seleccionan de poblaciones que no son normales, no se puede
esperar un grado de confianza preciso. Para muestras de tamafio n = 30, sin 1mportar la forma de
la poblacidn, Ia teoria muestral garantiza buenos resultados.

Observemos que los lfmites inferior (8,)y superior (f;)del intervalo de confianza obtenido
resultan:

_ ox ~ - ()
=X —Zan \/—:ﬁ: 8, = x+Za/2J-%.

)

Muestras diferentes dardn valores diferentes de X y, por lo tanto producirdn diferentes
estimaciones por intervalos de confianza del parametro uy. En la Figura 4, se observa el esquema
de estos intervalos. Los circulos en el centro de cada intervalo indican la posicién de la estimacién
puntual ¥ para cada muestra aleatoria. Se observa que la mayor parte de los intervalos contienen
a [y pero no todos. Todos los intervalos tienen la misma amplitud, ya que ésta depende, para
cada determinacién de % , delaseleccionde z 42 o delnivel de confianza.
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Figura 4: Intervalos de confianza de la media poblacional py
para diferentes muestras.

Cuanto mas grande es el valor de z /z mas amplios se hacen todos los intervalos y mayor es la
confianza de que la muestra seleccionada producira un intervalo que contenga el parametro
desconocido puy.

Para algunas muestras la estimaci6n del intervalo de confianza sera correcto y para otras no. En la
practica seleccionamos sélo una muestra y no conocemos la verdadera media de la poblacién y
tampoco podemos determinar si nuestra estimacion es correcta. Podemos determinar la porcién de
muestras que producen resultados que nos llevan a construir intervalos de confianza que nos llevan
a conclusiones correctas respecto a la media poblacional.

Una estimacién del intervalo de confianza del 95% , puede interpretarse diciendo que, si se
tomaran todas las muestras posibles del mismo tamafio n, el 95% de ellas proporcionaran un
intervalo de confianza que incluye la media desconocida de la poblacién en alguna parte del

7 | MATEMATICA PARA INGENIEROS . PROFESOR: NELIDA B. PRIEMER
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intervalo construido alrededor de sus medias muestrales y sélo el 5% de ellas no incluirian la

media verdadera en el intervalo obtenido. Entonces, tenemos una probabilidad del 95% de que el
~intervalo de confianza obtenido a partir de una muestra aleatoria sea uno de los que contenga el

parametro poblacional. Tenemos, en definitiva, el 95 % de confianza que hemos seleccionado una
muestra cuyo intervalo contiene a la media.

Ejemplo 1

Un fabricante produce focos cuya vida util en horas tiene una distribucién aproximadamente
normal y una desviacion estindar de 40 horas. SI una muestra de 30 focos tiene una vida
promedio de 780 horas, encuentra el intervalo de confianza del 96% para la duracion media de
los focos que produce esta empresa

La variable aleatoria es X : vida dtil de los focos (en horas) con varianza af = (40 hs)? y
distribucién aproximadamente normal

El intervalo de confianza para el parametro iy debe determinarse con un nivel de confianza de
(1-0)100% =96 % — grado de confianza « = 0,04 - g— = 0,02

- = 2
El estadistico que se emplea para construir el intervalo de confianzaes X X~N(uy ,9—7":—
Se toma un muestra de tamafio n =30 y se obtiene ¥ = 780 hs

— 40
La desviacion estdndardelaDM (X) es og= % = 55

Si tenemos en cuenta que Z o0z es el valor de z que deja un &rea de 0,02 a su derecha y de 0,98 a su
izquierda y — z g0z es el valor de z que deja un area de 0,02 a su izquierda , buscamos en el
cuerpo la tabla de distribucion acumulada de la normal estandar los valores 0,02 o 0,98. En este
caso tomamos el par de valores proximos que contienen al buscado e interpolamos linealmente. Se
obtiene '

Zaz = Zon2=2,054 y —zpee=-2,054

Reemplazando en la expresion IC(1)
- ox = ox
X —Zan —\/H<ux<x‘+ Zm/zr—;

Se obtiene el intervalo de confianza del 96 % siguiente

40 40
— e 0 —
780 — 2,054 43—o<“X < 780 + 2,054‘/3.6.

765 < py < 795

Error en la estimacién de py

El intervalo de confianza del ~z(1¢--a)100%; proporciona una precision de la exactitud de la
estimacién puntual. En general %, la estimacién puntual no sera exactamente igual a uy y es
errénea. El tamario de ese error serd el valor absoluto de la diferenciaentre ¥ y gy yse puede

tener una confianza del (1 - @)100% de que esa diferencia no excedera z . X ( Ver Figura 5
of N g

En el Ejfemplo 1 se tiene una confianza del 96 % de que la media muestral ¥ = 780 difiere de la
media poblacional por una cantidad menor que 15.
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Con frecuencia se desea determinar el tamafio de la muestra para asegurar que el error en la
estimacién de puy serd menor que una cantidad especificada e Esto significa que se debe

. - ax - . - —
seleccionar una muestra de tamafio n talque Zzgqp2 -—‘/‘% < e . Asf, resulta que si se utiliza ¥

como una estimacién de py, se puede tener una confianza del (1 - a)lOO% de que el error no
excederd una cantidad e cuando el tamafio de la muestra es

o
n = (Za2 ';"X')Z

El resultado obtenido se redondea al nlimero entero mas cercano.

error
>
L ® ¥ o
- ox . . 9x
X T Zayz T x 5 x+Za/27-T:

Figura 5: Error al estimar uy por X

Para el Ejemplo 1 ; Qué tan grande se requiere que sea la muestra si se desea tener una confianza
del 96% de que la media muestral difiera de la media poblacional en una cantidad menor que 10
horas 7

2
Enestecaso e=10 yse obtiene, reemplazando n= (2’—051%19) =67,5.

El tamafio minimo de la muestra esn = 68.

Aunque, en el sentido estricto, la féormula se aplica cuando se conoce la varianza ¢ de la
poblacién de la que se seleccionara la muestra; a falta de esta informacién, se puede tomar una
muestra de tamafio n 2 30 para proporcionar una estimacién s2 de g§. Al emplear s como

aproximacién de ox se determina, en forma aproximada, cuantas observaciones se necesitan para
el grado deseado de exactitud.

Estimacién de py cuando se desconoce 0%

X-ux
5

—

Vn

Tiene una distribucién tde Student con v=n-1 grados de libertad , donde S es el estadistico
desviacién estandar muestral. 4

Para muestras aleatorias de una poblacién normal, la variable aleatoria T/ T =

Emplearemos las DM (T) para determinar el intervalo de confianza de py . Entonces:
P(—ta/2<T<ta/z) =1-a
tap eselvalorde t con v=n-1 gradosdelibertad que deja un dreade o/2 asuderecha y

—ta;2 eselvalorde t con v=n-1 grados delibertad que dejaun dreade a/2 asu izquierda.
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X-
Como T= SﬂX , resulta:
R
—Ux . S o S
Pty <—5—<toz)= PX —tap ﬁ<ﬂX<X+ta/2\/—ﬁ )=1-a

Vn

—C a2 —ton

Figura 6: Ubicaciénde —toz ¥ tozy P(—-te2<T<taz)=1-a

Para el caso de una muestra aleatoria de tamafio n, de una poblacién normal, se calculan ¥ y s
a partir de los valores de la variable en la muestra y se obtiene el siguiente intervalo de confianza
del (1 - a:)lOO% para py cuando se desconoce of

)

s
X —tap \/-T_l<#X<f+ta/2\/—i IC(2)
Donde tqo2 como el valorde t aladerecha del cual se encuentra un area de /2.

Mientras la distribucién de X se aproxime a la forma de campana, los intervalos de confianza

pueden calcularse, cuando of se desconoce , utilizando la DM (T) y se pueden esperar muy
buenos resultados.

Cuando no se pueda suponer normalidad y o7 es desconocida,si n = 30, el valor de s

obtenido de la muestra puede reemplazar a gy y se recomienda emplear el siguiente intervalo de
confianza '

- S _ S
X —Zopn \/‘%‘<ux< x + Za/z«/_i IC(3)

En este caso se emplea la distribucién de la variable aleatoria Z . A este intervalo se lo conoce
como intervalo de confianza para muestra grande.

Error estdndar de una estimaci6n puntual

Las estimaciones puntuales proveen un nimero {nico que se obtiene a partir de un conjunto de
datos experimentales y las estimaciones por intervalos de confianza proporcionan un intervalo a
partir de los datos experimentales que contiene valores que se consideran razonables para el
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parametro. Esto es (1 - a:)lOO% de tales intervalos calculados “cubren el parametro” y se dice,

por ejemplo, que se tiene una confianza del (1 - @)100% de que la media de la poblacién se
encuentre en el intervalo obtenido.

Estas dos aproximaciones al parametro se relacionan una con otra.
Sea el estimador X de py cuando se conoce o¢Z. Una medida de la calidad de este estimador

2
. . ox . s .
insesgado es su varianza a')% = - que determina una desviacién estandar

g
Los limites de confianza obtenidos en este caso son: % + Z o2 \/—%
[2) [}
—£ se llama error est4ndar de la estimacién puntual ysedenota se(X): se(X)= £
Vn 7n
Los limites de confianza pueden escribirse: X+ Zgo. sé(f)

La amplitud del intervalo de confianza de py depende de la calidad del estimador puntual a través
de su error estandar.

En el caso donde no se conoce o7 y X es normal,s reemplazaa ¢ y surge un error estindar

. L T s oy o S
estimado de la estimacién puntual ¥ igual a 7n Juese denota 3e(x): Se(x)= =
s

Los limites de confianzaresultan: X + Zap2 \/—% = X * zq2.58(%)

En este caso también se observa que la amplitud del intervalo de confianza depende de la calidad de
la estimacién puntual y esto se evidencia a través de su error estandar estimado

Las amplitudes de los intervalos de confianza se hacen menores a medida que mejora la calidad de
las correspondientes estimaciones puntuales. Un intervalo de confianza resulta una ampliacién de
la estimacién puntual para considerar la precision de la misma.

Estimacion de la diferencia entre dos medias con varianzas conocidas

Se tienen dos poblaciones X; y X, Normales con medias Mx, Y Mx, Y varianzas conocidas
a;%lyafz respectivamente. La estimacién puntual del parametro desconocido, la diferencia
Ix, — Hx, esun valor del estadistico X;— X,. Para obtener ese valor, una estimacién puntual de

la diferencia de medias, se seleccionan dos muestras independientes, una de cada poblacién de
tamafios n, y n, respectivamente. Luego, con los datos obtenidos en cada muestra, se calculan
X, y %, y ladiferencia %, —*, delasestimaciones puntuales.

Sabemos que se puede esperar que la DM(X,— X,) seaaproximadamente en forma normal con

2 2
O'X1 G'Xz

i = - ' i 2
Media Uz, -%, = Hx, — Ux, y Varianza 0% ~%, = ™ o

Por lo tanto, se puede afirmar con una probabilidad de 1- a que la variable normal estdndar Z/
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5

Z=(7£’I—-7(D—(#x1-'#xz)

2 2 -
0%, | Ox,
ny ny

Caerdentre —zy,; ¥ Zq/; ,esdecir P(—Zop2<Z<zZgz)=1-a

Estoes: :
X-X)—-(px,—#x,)

P(=Zap2< <zZgp)=1l-a
| ’f&ﬁ&_
ny ny

Lo anterior conduce al siguiente intervalo de confianza del (1- «)100% para la diferencia de
medias py, — uy, en dos poblaciones con varianzas a_,%l y 0')%2 conocidas

%, , % %, o
— - 1 2 - = 1 2
Xy — -z +—=< - < (X —X3)+z +—

(%,— %) a/2 - 7 Hx, — Hx, (x,— %) /2 n Ty

IC(4)

Con X; y X, las medias de muestras aleatorias independientes de tamafios n; y n, y Zy/; el
valor de z que tiene un area iguala «/2 asu derecha.

El grado de confianza es exacto cuando las muestras se seleccionan de poblaciones normales. Para
poblaciones no normales, el teorema del limite central proporciona una buena aproximacién para
muestras de tamafio razonable.

El error estindar de la estimacién puntual es:

2 2

- 9%, , 9%
se=%) = ot
1 2

Ejemplo 2

Se aplica una evaluacion estandarizada de Quimica a un grupo de 50 nifias y 75 nifios. Las nifias
obtienen una calificacion promedio de 76 puntos y los nifios de 82. Encuentra un intervalo de
confianza del 96 % para la diferencia px, — uy, donde [y es la calificacion promedio de los

nifios y  uy, es la calificacion promedio de las nifias. Supone que la deviacion estdndar de las
poblaciones de nifias y nifiosson 6 y 8 respectivamente.

La estimacién puntual de la diferencia de medias, obtenida a partir de muestras de tamafio 75 y 50
de las poblaciones de nifios y nifias respectivamente es: %;,— X%, = 82-76=6

(1- @) 100% =96 % — grado de confianza a = 0,04 — !';‘- = 0,02
Zp,o2 = 2,054 (Se busca 0,98 en el cuerpo de la tabla de distribucién acumulada de la normal)

Empleando la expresion IC(4), el intervalo de confianza del 96 % es
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S5O 5555 bbb

82 62 | 82 62
6~ 2,054 |m=+ o <Hx, ~Hx, <6+2054 oot o5

3,424 <y, — pix, <8576

Estimacién de la diferencia entre dos medias para varianzas desconocidas y muestra grande

Cuando afl y o')%z son desconocidas y se obtienen, a partir de las observaciones en las muestras

s? y s% ,seobtiene un estadistico con una distribucién normal estandar aproximada cuando las
muestras son grandes. Resulta Z /

- (X:—X_Z)—(‘u'x1—p’xz)

VA
2 2
51,52
n1 [y
El intervalo de confianza es
2 2 2 2
_ Sy, S2 - = 51, $2
X1—X3) — 2z —4+—=< - <Xi—X)+z —+—=
(Z1— %) /2 n g Hx, — Hx, (X1—X3) + zq)2 n ' n,
IC(5)
Y el error estiandar estimado
2 2
s s
Se(il— 22) = _1'+-2‘
n, n;

Estimaci6n de la diferencia entre dos medias para varianzas desconocidas e iguales

Dadas dos poblaciones normales con varianzas 6%, y ¢f, desconocidasy tal que oF, = of, = a2

Se puede definir una variable normal estandar

_ &%) — (ux, — i)

z 1 1
2({ 2 L 2
o (n1 + nz)
' Ny — 1)S;> (nz = 1S,? . .
Las variables aleatorias -(La-;)—l- y ——2-;-2-—-2— tienen distribuciones ji cuadrada con

Vi=m-1y v, =mn2~1 grados de libertad respectivamente. Estas variables aleatorias son
independientes ya que las muestras se seleccionan independientemente de poblaciones distintas.
La suma de estas variables define una variable aleatoria V que tiene una distribucién ji cuadrado
con v=n; + n; —2 grados de libertad:

V=

(ny —1)5,2 + (ny — 1)S,2 _ (- 1)S1%+(ng — 1)S,°
2. 2 2
o g d

VA
Las variables aleatorias Z y V son independientes y el cociente —= define una variable T con

13 | MATEMATICA PARA INGENIEROS ~ PROFESOR: NELIDA B. PRIEMER
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distribucién t de Student con v=n; + n2 —2 grados de libertad
®1-XD—(x,—tx,)

2( L 2

7 (n1+n2)

(n1-1)5%3+(ny—1)5%
o2(nq+ny-2)

T=

2
ny = 1)S1°+(np = 1)Sp

Definimos Sy = ( y se obtiene el estadistico T

n1+n2—2
C’?I—YD (lix1L uxz) @*@‘(ﬂxl—ﬂxz)
2( 1 1
(n1 ng Sp (W;;)

Entonces:

(‘T(;--XD—(”X]_ —ﬂXZ)

P(~te2<T<tap)=P(—tez< <tgz)=1l-a

tys2 esel valorde t con v=n; + n; —2 "grados de libertad con un areaiguala a/2 asuderecha.

Esto conduce al siguiente intervalo de confianza del (1 - a)lOO% para la diferencia de medias
ix, — iy, en dos poblaciones normales con varianzas iguales pero de valor desconocido

2 2 2
le—-()'xz—a

_ (1,1 - ,(1 1
E— %) —tas2 |Sp (;l'l‘+n—2)<llx1"llxz<(x1—xz)+ta/2 Sp (;‘1‘1“";2‘)

IC(6)

Donde ¥, y %, son las medias obtenidas de muestras independientes de tamafios n1 y n
tomadas de las poblaciones (n1 < 30 y n;<30).

Las desviaciones estindar s; y s: obtenidas de las muestras permiten obtener la estimacion
_ (n1 = Dsy2+(ny — 1)s?
nq + np; — 2

puntual del estimador comtin Sp2:  sp?

El error estdndar estimado de la estimacién puntual es:

_ 1 1
@(fl'- XZ) = ’Sg (n—l' -+ ;;;)

Ejemplo 3

Se desea evaluar la eficacia de un indice numérico de diversidad de especies para indicar la
degradacicn del agua debida al drenaje de dcido de una explotacion minera en el cauce de un rio.
Desde el punto de vista conceptual; un alto indice de diversidad en las especies de macro
invertebrados debe indicar un sistema de agua no contaminado, mientras que uno bajo, debe
indicar un sistema de agua contaminada. Para este estudio, se seleccionan dos estaciones
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Independientes de muestreo, una localizada aguas arriba del punto de descarga y otra, aguas abajo.
Para las 12 muestras recogidas aguas arriba el indice de diversidad de especies tuvo un valor
promedio X%, =311 y una desviacién estindar s, = 0,771 , mientras que en 10 muestras
recogidas mensualmente aguas abajo, el valor del indice promedzo fue X, =2,04 yladesviacion
estindar s, = 0,448 . Encuentra un intervalo de confianza para la diferencia entre las medias para
los indices de diversidad aguas arriba y aguas debajo de la descarga de acido. Asume que las
poblaciones estin distribuidas en forma aproximadamente normal y considera las varianzas
Iguales.

La estimacién puntual de la diferencia de medias, obtenida a partir de muestras de tamafio 12y 10,
aguas arriba y aguas abajo, respectivamente es: X% — X%, = 3,11-2,14= 1,07

Las desviaciones estandar s, =0,771 y s, =0,448 obtenidas de las muestras permiten
obtener la estimacién puntual del estimador comtin Sp?

2o (= D)si+(np — 1)s? _ 11 0711249 0,448

ny+ny;—2 12+10-2 =0417

(1-a)100% =90 % - grado de confianza a =0,10 - % = 0,05

toos = 1,725 esel valorde t con v=12 + 10 —2 = 20 grados de libertad con un 4rea igual a

0,05 asuderecha.

El intervalo de confianza del 90 % es

12 10)

' 1
1,07 — 1,725 Jo 417( 2710

1 1
<y, - uxz<1o7+1725J0417( )

0,593 < py, — ux, < 1,547

Se tiene una confianza del 90 % que el intervalo (0,593, 1 547)'cont1ene la diferencia de las medias
poblacionales para valores de los indices de diversidad de especies de las estaciones aguas arriba y
aguas debajo del drenaje de 4cido.

Como ambos limites de confianza son positivos podemos establecer, con el nivel de confianza del
90% , que en promedio , el indice para la estacién ubicada aguas arriba del punto de descarga es
mayor que el correspondiente a la localizada aguas abajo.

e Aln si las varianzas poblacionales son considerablemente diferentes, se obtienen

resultados razonables cuando las poblaciones son normales y los muestras tienen igual
tamafio.

* Desviaciones ligeras de la suposicién de varianzas iguales y de normalidad no alteran el
grado de confianza del intervalo.

Estimacién de la diferencia entre dos medias para varianzas desconocidas y distintas

Dadas dos poblacxones aproximadamente normales con varianzas ch y sz desconocidas y tal
que 0' X, * 0' S

-Se puede definir el eStadISthO T’ con una distribucién aproximada t de Student con v grados de

libertad:
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21 22
T,_()—f;“fz_)‘“(ﬂxl"#xz) = (n12+ n, )
- T o2 o2
g.8 () , &)
?+;‘l—. n1 +
1 2 1 nz - 1

Entonces:

X1-X2)-(ux,~ux,)

P("‘ta/2< T,<ta/2)=P(—ta/2< <ta/2)=1—a
sz sz
, 1,72
ny nz

tq/> esel valorde t con v grados de libertad con un areaiguala a/2 asuderecha.

Muestras aleatorias pequefias  tomadas mdependlentemente de las dos poblacmnes
aproximadamente normales, proporcmnaran las estimaciones puntuales:

— %, delestadistico X; —X;
s? del estadistico S? s? del estadistico S?

Estas estimaciones permiten obtener los grados de libertad v para la DM(T"), donde v se
redondea al entero més préximo y construir el intervalo de confianza.

Asi, se obtiene el siguiente intervalo de confianza del (1- @)100% para la diferencia de medias -
itx, — iz, en dos poblaciones normales con varianzas desconocidasy distintas a, # 0%,

82 % 32 52
(% xz)“ta/z "‘+“‘ Bx, — Ux, < (By— %) + tq/n “‘+;‘1‘2'

1C(7)

El error estindar estimado de la estimacién puntual es:

S S
Fe(%— %) = ;1; +-2—

Ejemplo ¢

En un estudio para estimar la diferencia en la cantidad de ortofosforo quimico, medido en dos
estaciones diferentes en el cauce de un rio; se tomaron 15 muestras de la Estacion 1y 12 de Ia

Estacién 2. Las 15 primeras tuvieron un contenido de ortofésforo de 3,84 mgy/It y una desviacion .
estindar de 3,07 mg /It Paralas 12 de la Estacion 2 se obtuvieron una medja de 1,49 mg /Ity -
una desviacion estindar de 0,80 mg/lt Encuentra el intervalo de confianza del 95% para la V
diferencia entre los contenidos de ortofosforo entre las dos estaciones. Asume que las
observaciones surgen de poblaciones normales con varianzas distintas.

Empleamos es estadistico T / DM(T") es aproximadamente t de Student con v grados de
libertad, donde v se calcula empleando la férmula dada.
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La estimacién puntual de la diferencia de medias en el contenido de ortofésforo, obtenida a partir
de muestras de tamafio n; = 15 y nz = 12, tomadas en las Estacmnes 1y 2, respectivamente es:
¥ —X%=384-149=235

Las desviaciones estandar s; = 3,07 y s, = 0,80 obtenidas de las muestras permiten obtener la
estimacion puntual de los grados de libertad de 1a DM(T") :

(& _s_g-_)z 3,3572+9_,%3)2
vt T2/ o > -=163 =16
N
& & ) G
n]_ - 1 nz - 1 1‘4‘ 11

1-a)100% =95 % - grado de confianza « = 0,05 — == 0,025
g 2

to02s = 2,120 esel valor de t con v=16 grados de libertad con un 4rea igual a 0,025 asu
derecha.

El intervalo de confianza del 95 % para py, — py, en dos poblaciones normales con varianzas
desconocidas y distintas 6%, # d§, es:

2,35-2,12 3072+0’82< < 2,35+ 2,12 3072 08
15 12 B TR 15 T 12

0,6 < #Xl —#Xz < 4,10 ‘

Se tiene una confianza del 95 % que el intervalo (0,6, 4,10) incluye la diferencia de los contenidos
promedios de ortofésforo para las dos estaciones.

Observaciones pareadas

Consideremos los procedimientos de estimacién para la diferencia de medias cuando Jas muestras
no son independientes y las varianzas de las dos poblaciones no son necesariamente iguales. Este
es el caso de las observaciones pareadas.

Las condiciones de las dos poblaciones no se asignan aleatoriamente a las unidades experimentales.
Cada unidad experimental, constituida por un par de elementos homogéneos o por un elemento
recibe ambas condiciones poblacionales, en consecuencia, cada unidad experimental tiene un par
de observaciones, una para cada condicién (poblacién).

Por ejemplo, si se llevara a cabo una prueba sobre una nueva dieta con 15 sujetos, las condiciones a
observar son el peso antes y después de la dieta y la unidad experimental es el sujeto sometido al
tratamiento. Las variable aleatorias que participan de la prueba son X;: peso de los individuos
antes de someterse a la dietay Xz : peso de los individuos después de hacer dieta

Otro ejemplo de apareamiento consiste en la seleccién de n pares de objetos, teniendo cada
elemento del par caracteristicas similares. Entonces para cada par se selecciona un elemento al azar
para obtener un valor de la variable Xi, mientras que el otro miembro proporciona el valor de X.
Por ejemplo si cada par de elementos son estudiantes con igual coeficiente intelectual, edad,
crianza, sexo, formacién, etc. ; X; y Xz podrian representar las calificaciones que obtienen dos
individuos con caracteristicas muy similares cuando se asigna al azar a uno de los estudiantes a

& ]
s ]
-9
-
4
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una clase que usa el sistema de lectura convencional y ‘al otro a una clase que usa materiales
programados.

En ambos casos se puede definir la variable aleatoria diferencia D =X; — Xz

Para determinar si la dieta es eficaz, o silos materiales programados mejoran el aprendlza]e de la
lectura, se consideran las diferencias di, dz, .. ., dn en las observaciones pareadas. En el primer
ejemplo son las diferencias para una muestra de n sujetos sometidos a la dieta y en el segundo, las
diferencias en las calificaciones obtenidas por los pares de estudiantes con iguales caracteristicas.
Estas diferencias son los valores para una muestra de la poblacién de diferencias D1, D2, ..., Dy

Las diferencias se asumen con distribucién normal con media pp = y; —u, y varianza of

desconocida. Se estima por S} varianza muestral de las diferencias D. Parael valor promedio de
la diferencias D, la distribucién muestral es t de Student con v=n -1 grados de libertad

B‘ﬁn,
Sq
Vn

Emplearemos las DM (T) para determinar el intervalo de confianza de pj, . Entonces:

T =

P(""ta/Z<T<ta/2) = 1“‘(1
ta2 eselvalorde t con v=n-1 gradosde libertad que deja un area de a/2 asuderecha y
~ta2 eselvalorde t con v=n-1 grados de libertad que deja un dreade o/2 a su izquierda.

Resulta:

S S
P(“ta/2< <ta/2)—' P(D "‘ta/z \/ﬁ<[-lx< D + ta/zﬁ )=1—-a

\/'ﬁ

Se obtiene una estimacién puntual del estadistico 53 , mediante el calculo de s7 a partir de la
muestra pareada. La estimacién puntual de D es el promedio de las diferencias d; obtenidas de
n pares aleatorios de mediciones :

Ziidi

n

d=

Con estos valores surge el siguiente intervalo de confianza de (1-a)100% para pup = u, —u,
para observaciones pareadas

I-tapL<pp<d+ty,t  ICE)
El error estindar estimado de la estimacién puntual es: se(d) = -3_%

Ejemplo 5

Los contenidos de elementos esenciales de tomates frescos y enlatados se determinaron mediante
el método de espectro-fotometria de absorcion atomica. El contenido de Cobre en tomates frescos,
en comparacion con ef que los mismos tomates registraron después de ser enlatados, se muestra en
/a tabla dada a continuacién. Encuentre el intervalo de confianza del 98% para la diferencia real
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en el contenido promedio de Cobre en tomates frescos y enlatados, suponiendo que la distribucion
de /as diferencias es normal,

Par Tomates frescos Tomates enlatados Diferencia d;
1 0,066 0,085 T 0,019
2 0,079 0,088 0,009
3 0,069 0,091 0,022
4 0,076 0,096 0,020
5 0,071 0,093 0,022
6 0,087 0,095 0,008
7 0,071 0,079 - 0,008
8 0,073 0,078 0,005
9 0,067 ' 0,065 : -0,002
10 0.062 0,068 0,006

Up = g — Wy — diferencia entre los contenidos promedio de Cobre entre tomates enlatados y
frescos

Estimacién puntualde D : d =0,0117
La desviacién estandar para las diferencias muestrales es:

(z,d)’

n 2 __\&=1 7t
=14}

n = 0,0084

Sq =
a n-1

L5550 00000505500000005008548

(1-a) 100% =98 % — grado de confianza «a = 0,02 - % = 0,01

to01 = 2,821 esel valorde t con v=9 gradosdelibertad con un 4rea iguala 0,01 asu derecha.

El intervalo de confianza del 98 % para pup es:

0,0084 <pup <0,0117 + 2,821 0,0084
m ["'D ’ s

0,0117 — 2,821
V10
0,0042 < yp < 0,0192

Estimacién de una proporcién

Un estimador puntual de la proporcibn p  en un experimento binomial estd dado por el
2 oas A X 7 s Y s £

estadistico P = - donde X es el numero de éxitos en n intentes. La proporcién muestral

A X .y . e ” . .z
p= o Se utiliza como una estimacién puntual del parametro p. Siempre que la proporcién

desconocida p no se acerque demasiado a cero o a uno, se puede establecer un intervalo de
confianza para p considerando la DM( P).

ALL0LLLLL0LLGLe
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P esta distribuido aproximadamente en forma normal con media Up = p 'y varianza

pq
G=" o 4=1-p
N rq _P-p
P~N(p,—rT) y Z—_?—@_
n

Donde Z tiene una distribuciéon normal estindar. Entonces si P(—z¢2<Z<zq2)=1-0a ,con
Z o2 como el valor de z por encima del cual se encuentra un dreade /2, resulta

P(P—za/z fgng<pw<f+za/z /E;Q—, =1l-a

Cuando n es grande se emplean las estimaciones puntualesde p y q enla dete‘rminacién de aﬁ;
p= Yy §=1-p yseobtiene el intervalo de confianza de (1 - a) 100%

_ {ﬁﬁ _ ,ﬁfl
P—Zgs —£—<p<x+za/2 -;-1—

1C(9)

n

Para usar este intervalo se requiereque ; np>5 y ng>5

El error estandar estimado de la estimacién puntual es:

() = }?;q-

Se puede tener una confianza del (1 - «) 100% de que el error que se comete al estimar p por p

no excedera de Za/2 F—f— ( Ver Figura 7)

error

& L 2 ¥ ®

5 ’ﬁﬁ
P +Za/2 n

P —Zan

i~
el

Figura 7: Erroral estimar p por p
Ejemplo 6
£n una muestra aleatoria de 500 familias que poseen internet en una cierta ciudad se encontré que

340 se habian suscrito al servicio de banda ancha. Encuentra un intervalo de confianza del 95%
para la proporcion de familias de Ia ciudad que se suscribieron a banda ancha.

~ 340
La estimacién puntualde P es p = 200 = 0,68
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(1-a)100% =95 % - grado de confianza « = 0,05 — ‘-; = 0,025 Zoozs = 1,96

El intervalo de confianza para p es:

0,68 0,32
500

0,68 0,32

<p<068+196 [~

0,68 — 1,96

0,64 <p < 0,72

En el Ejemplo 6 se tiene una confianza del 95% que la proporcién muestral p = 0,68 difiere de la
proporcién poblacional desconocida p en una cantidad que no excede 0,04.

Determinemos ahora ; Qué tamaiio debe tener la muestra para asegurar que el error al estimar p
sea menor que una cantidad especificada e 7

En este caso debe escogerse n de modo que

’ﬁ@
Zas2 —TI_<e

Si P se usa como una estimacién de p , se puede tener una confianza de (1 -a) 100% de que el
error sera menor que una cantidad e cuando el tamafio de la muestra n sea el menor natural que
verifique la inecuacién ‘

Z(z 2 2 A A
n> (Z2) pq
e
De modo que se podria tomar una muestra preliminar de tamafio n =30 para obtener una
estimacion de p y de ¢ Entonces resultarfa posible determinar, en forma aproximada, cuantas
observaciones se necesitan para proporcionar el grado deseado de precisién.

Ejemplo 7

¢ Qué tan grande se requiere que sea la muestra del Ejemplo 6 si se desea tener una confianza del
95% de que se cometerd un error inferior a 0,02 en la estimacion de p 7

Las 500 familias constituyen una muestra preliminar que proporciona la estimacién p = 0,68

1,962 0,68 0,32
que permite obtener n = 0,022 = 2090

Por lo tanto, si la estimacién por intervalo de confianza de p se basa en una muestra aleatoria de
tamafio 2090 se puede tener una confianza del 95 % que la proporcién muestral diferira de la
poblacional en menos de 0,02.

En los casos en que resulta impractico obtener una estimacién de p para determinar el tamaiio de
la muestra con un nivel dado de confianza, el limite inferior para n  puede establecerse
empleando la siguiente regla empirica :

Si P se utiliza como una estimacién de p, se puede tener una confianza al menos del (1 - o)
100% de que el error no excedera una cantidad especificada e cuando el tamaiio de la muestra

2
Z
sea n 2(—%2-)
. 2e
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Ejemplo 8

¢/ Qué tan grande se requiere que sea la muestra del Ejemplo 6 si se desea tener una confianza del
95% de que se cometerd un error inferior a 0,02 en la estimacién de p y no se dispone de una
estimacion puntual de p ?

A diferencia del Ejemplo 7, asumimos que no se ha tomado una muestra preliminar para obtener "
una estimacién de p.En consecuencia, se puede tener una confianza al menos del 95% de que la %
proporcién muestral no diferird de la poblacional en mas de 0,02 si se toma una muestra de
tamaii > 1962 = 2401
afio n = o022

Se observa que, la informacién concerniente a p que se obtuvo en una muestra preliminar, o tal
vez, por experiencia pasada, permite seleccionar una muestra mas pequefia en tanto se conserve el
grado de seguridad requerido.

Estimacién de la diferencia de dos proporciones
Se desea estimar la diferencia de proporciones paralas variables aleatorias binomiales; X; y X

Px, — Px,

Se seleccionan muestras aleatorias independientes de tamafio n; y n, una para cada poblacién
binomial de parametros pyx, ¥ Px, - : : : S

Se determinan los niimeros x; y Xz -de éxitos para cada variable binomial y se obtienen las
estimaciones puntuales de las proporciones muestrales:

X1 X2
1 nl}’Pz 3

La diferencia $; —p, proporciona la estimacién puntual del estadistico P, — P, que tiene una

distribucién muestral aproximadamente normal con media Up,-p;, = P1—DPz Y varianza
191 , P24z ‘
6/‘_/\:—-—- i
PimPe™ g + Ny

Entonces la variable aleatoria Z tiene una distribucién Normal Estandard

(P —P;) - (px, —Px,)

Z =
| 20, RO )
ny ny -

Y se puede asegurar que P(—Zqo2<Z<Za2)=1-a, si Zq2 eselvalorde z por encima del ,
cual se encuentra un dreade a/2 -

Si reemplazamos Z y los estadisticos Py, B, Q; =1—P; y Q, =1—P, por las estimaciones
obtenidas a partir de una muestra tinica de cada poblacién

y se trata de muestras grandes independientes que cumplen las condiciones
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mP125,mqr 25 naP2 2 5,M5Gz 2 5

‘se obtiene el siguiente intervalo de confianza del (1-a) 100% ~para py, — px,

_ P, 4, P, 4, . 0,4, P,4,
Bi— P)-Zass |——+—=22<py,—px, <Bi— B2) + 24y |—2+22
ny Ny ny ny

1C(10)

El error estidndar estimado de la estimacién puntual es:
-~ _ |1 PB2q
se (fy— P2) = ’ m T

Se estd considerando cambiar el procedimiento de fabricacién de partes. Se toman muestras del
procedimiento actual y del nuevo para determinar si éste iltimo es mejor. Si 75 de 1500 articulos
del procedimiento actual presentan defectos y lo mismo sucedié con 80 de 2000 partes elaboradas
con el nuevo procedimiento, determina el intervalo de confianza del 90% para la diferencia de las
fracciones de partes defectuosas entre ambos procesos.

Ejemplo 9

. o C o~ 75 o~ _ 80 _
Se obtienen las estimaciones puntuales: p; = 500 = 005, po = 5000 = 0,04
p1—p: =001
(1-a)100% =90 % — grado de confianza a = 0,10 — % = 0,05, zgo5 = 1,645

El intervalo de confianza para py, — px, es:

0,05 095 004096 0,05 0,95 0,04 0,96
0,01-1, <Dy —py. < 0,01+ 16
645\[ 1500 T zooo Pt TPx 1 45j 1500 2000

—0,0017 < Px, — Px, < 0,0217

Dado que el intervalo contiene el valor cero, no hay razén para creer que el nuevo procedimiento
ocasioné una disminucién significativa en la proporcién de piezas defectuosas con respecto al
método actual.

Estimacién de la Varianza

Si se toma una muestra de tamafio n de una poblacién normal con varianza ¢ y se calcula s?, la
varianza muestral para esa tinica muestra, se obtiene una estimacién puntual del estadistico
varianza muestral S2.

El estadistico ji cuadrado : x? es una variable aleatoria con distribucién muestral conocida
cuando las muestras de tamafio n se seleccionan de una poblacién normal

_(n—1)§?
==

2
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La DM (x?) se identifica con el nombre de la variable ¥ los grados de libertad v . Se dice; la
distribuci6n ji cuadrado con v =n—1 grados de libertad

Entonces se puede escribir que P ( Xf_(a/z)’v < x* < Xc%'/z »N=1-a

si xf_(a AR xX& /, v Son los valores de la distribucién ji cuadrado con v=n-1 grados de

libertad,con 4reas 1 — 3'25 y 5;— respectivamente a su derecha

5 10 15 20 25 30

Figura 8:La distribucién ji cuadrado con v=n-1 grados de libertad
Significado de )(f_(a v ¥ Xz /v

Al sustituir y? resulta:

P( 22 < D8 =1
() 0% Xey, y) = 1-a
- 2 - 2
(IR < o2 < &y oy,
Xajzv X(i__tzz),,,

Si para una inica muestra aleatoria de tamafio n se calcula la varianza muestral s? ; se obtiene el
siguiente intervalo de confianzade (1-a) 100% para ¢, la varianza poblacional

n —1)s? n —1)s?
g__i__l__ < 0-)2(’ < g-_i—-l——
Xaj2y : X(l——% v
IC(11)

Donde la poblacién es normal y Xf—("-’/z),v y x:%/z v son los valores de x? con v=n-1 grados

delibertad ,condreas 1-— £ £ respectivamente a su derecha
2 ¥ 3 P

Ejemplo 10

Sean los pesos en decagramos de 10 paquetes de semillas de forrajes distribuidas por una agro-
empresa;
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5 532562529

46,4 461 45,8 ' 47,0 461

45,9 45,8 46,9 452 46,0

Encuentra un intervalo de confianza del 95% para la varianza de los paquetes de semillas de

forrajes que se distribuyeron por esta agro-empresa. Supone que los pesos se distribuyen
normalmente. : -

La estimacién puntual de 52 es

L, x)? 461,22
@ Tl xf === 2127312 - —F

= = (,28
n-1 9 286

Paran=10y x; i=1,2, ..,10 losvalores observados en la muestra

(1-a)100% =95 % — grado de confianza a = 0,05 - -‘23 = 0,025
v=9 Xf..(a/z),,, = X595 = 2,700 Xczr/z »=X505,9= 19,023

Elintervalo de confianza para of es:

9. 0,286 , . 9.0283
19,023 X 2.700

0,135 < 62 < 0,953

Estimacion de la razén de dos varianzas

2
. . . ox ; . .
Para determinar el intervalo de confianza para ;2—1 el cociente de dos varianzas poblacionales,

X2
con las poblaciones X; y X, Normales se emplea como estimador o funcién de decisién al

. 5% . . o .
estadistico ;—12- el cociente de las varianzas muestrales para muestras aleatorias independientes de
2

tamafios n; y n,

BUS33333348385538080553 5.

U
F es el estadistico que se define mediante el cociente F= lvi-
v2
_13y¢2
Donde U es una variable ji cuadrado con v; =n,; —1 gradosdelibertad: U= -(Il;;-)-s—‘ = x{vl
X1
- .s « (n-‘l)S% 2
¥y V esuna variableji cuadrado con v, =n, —1 gradosdelibertad: V= = Xl
X2
(Tl*."l)SZJ
X" 5% o%,
Entonces reemplazando de obtiene la variable F deFisher F = 5 = o
(TL“].)Sz 52 GX]_
”37?2 V2
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Lo ededdddddbdddddddddd oo dodBVLPOPOPOPOOOES

ESTIMACION § 2009

0%,

Se puede determinar el intervalo de confianza de ;2}5-1- empleando el estadistico F con un
Xz

distribucién muestral llamada F de Fisher con v;,v, grados delibertad , vi=n;—-1 y

Vp =1y —1
5t o,
Se puede decirque P ( fl_(a AT < F< fa /2‘1,1”2) =1l-a

Donde fl_,(a /) vava Yy fa T son los valores de la distribucién F con con v,,v, gradosde

M 4 a a a
libertad , con areas 1 - > ¥ 5 respectivamenteasu derecha

0 f 1~(%/2)vsvz fay 2V1V2 £

Figura 9: La distribucién F de Fischer con v;,v, gradosde libertad
Significado de fl_(a AT fa R

Al sustituir F resulta:
5% o%

—_—2 =1 -
P( fl—(a/Z)nvllVZ < 522 0‘}2(1 < fa/zf"l‘“z) - 1 a

2
1 52 % 1 s?
]"a:/z,,,lﬂ,2 2 %, fl‘(“/z),vpvz 2

Hay que recordar que el valor de F depende del orden de los grados de libertad y que

1
f; = f Ffavziv
1=(%/)vaivz

Y se obtiene:

1 s %% s
o Jaf, vyva S3 < 5%, < f a/z'?z»vz 52 ) = 1 a
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Para dos tinicas muestras de tamafios n; ¥ n, tomadas en forma independiente de las dos
: 2

. . 51 . .
poblaciones normales, se calcula el cociente 2 con las estimaciones puntuales s? y s7 delas
5 .

varianzas que se obtienen para cada una de las Gnicas muestras de las poblaciones cuyas varianzas
se comparan.
2

A a3
De este modo, se obtiene el siguiente intervalo de confianza de (1 - a) 100% para ;—;1-

X2
s? 1 af, s? f
2 2 2 @l Va2,V
s;3 fa« /. V1 V2 9%, s5 /2.

IC(12)

Donde f« vive ©S el valor de la distribucién F con con v,,v, grados delibertad, con un area

@ - ) a
de 5 asuderechay fa /,vavy €S UN valor que deja un érea de 5 asu derecha para F con
vy,v, grados de libertad.

Ejemplo 11

En el Ejemplo 4, se obtuvo un intervalo de confianza para la diferencia en los contenidos promedios
de ortofdsforo en dos estaciones sobre un rio y se supuso que las varianzas de las poblaciones

normales eran distintas. Justifica este supuesto encontrando un intervalo de confianza del 98%
2

X ox. . o .
para -5+ ypara —* ( razén de desviaciones estindar)para of y of, las varianzas de las
U'Xz U'Xz

poblaciones de contenidos de ortofosforo en las estaciones 1 y 2 respectivamente.

Enestecaso ny =15 y s?=3,07%; n, =12 y s%=0,80?

(1- ) 100% =98% - grado de confianza a =002 »5= 0,01 v =14 ,v, =11

fayvym, = foor1a11 430, fa, 0w, = foor11.14% 387
(interpolando linealmente)

El intervalo de confianza es

3072 1 of 3,072 %
- ——3,87 = 3425 < — < 56991
0,802 230 © oZ, < 0807 %,

El intervalo de confianza del 98 % para la razén de las desviaciones estandar de las poblaciones
resulta;

a.
1,851 = /3,425 < =+ < /56,991 = 7,549

g Xz

Dado que los intervalos no contienen al valor 1, dejan fuera la posibilidad de que los cocientes
. o% o .
sean igualesa 1: —’%— =1y 24 = 1. Entonces son correctas las afirmaciones q%l:b o*fz y
O'XZ O'Xz
2

. . ox 2.0
ox,# Oy, ,respectivamente: —- #1 y # 1

2 O'XZ G'Xz

27 | MATEMATICA PARA INGENIEROS A PROFESOR: NELIDA B. PRIEMER




LU LI UVIPUTTV PO IOV PVVOPDIOVVBVDIVPIIIIPPDPOIE G

ESTIMACION & 2009

mam G

Tabla de Intervalos de Confianza

Se agrega una Tabla de Intervalos de Confianza para que se emplee como auxilio al momento de
estar frente a un problema. En la tabla se indican, para cada pardmetro a estimar por intervalo de
confianza, las caracteristicas de la poblacién y de la muestra, el estadistico que se emplea como
estimador y la accién o estimacién puntual que se obtiene a partir de la muestra, la variable
aleatoria empleada en la estimacién y su distribucién muestral y el intervalo de confianza del
(1-a)100% para el pardmetro poblacional . En la dltima columna se indica el error estandar.

De esta forma, para resolver un problema, lo primero es identificar el parametro a estimar por
intervalo de confianza. Luego, se observan las caracteristicas de la poblacién o poblaciones de las
que se extraen la o las muestras y el tamafio de la muestra . Aqui nos preguntamos: ;La poblacién
es Normal o aproximadamente normal? ;es no normal o desconocida ? ; es binomial? ; el tamaiio de
la muestra es mayor o menor a 30 ? ; es la varianza conocida o desconocida ?... En el caso de dos
muestras tomadas de dos poblaciones, ademas, nos preguntamos ;las muestras son independientes
o0 apareadas? ; pueden suponerse varianzas iguales?...

Una vez que decidimos la fila de la tabla que se ajusta a nuestro problema no hay més que calcular
el intervalo de confianza, reeimplazando con los valores que surgen de la muestra y de la
distribucién muestral para el valor del nivel de confianza « establecido.
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