BN v S _
estadistica inferencial incluye aquellos métodos que permiten realizar inferencias o
a muestra y

- generalizaciones acerca de la poblacién a partir de los resultados obtenidos para un
empleando la teoria de probabilidades. g

Podemos distinguir entre

nal en el que las inferencias se basan

o El Método Clasico para estimar el parametro poblacio
leccionada de la poblaci6n.

en la informacién obtenida de una muestra aleatoria se

to subjetivo previo acerca de la distribucién

= El Método Bayesiano que utiliza el conocimien
junto con la informacién proporcionada por

de probabilidad con los parametros conocidos,
los datos muestrales

calcularemos los estadisticos a partir de muestras
s muestrales estableceremos conclusiones

proporcion o varianza

Utilizaremos los métodos clasicos, es decir que
aleatorias y aplicando la teorfa de las distribucione
respecto a parametros poblacionales tales como media,

on la estimacién y las pruebas de hipbtesis.

Las 4reas principales de la inferencia estadistica s
remos los siguientes ejemplos:

estadisticas. Para distinguir entre estas areas conside

blico desea estimar la proporcién real de votantes que lo
de las opiniones sobre una muestra aleatoria de 100
Jo apoye puede utilizarse como una estimacion de la
votantes. Un conocimiento de la distribucion
lecer el grado de precision de la estimacion. Este

e Un candidato para un puesto pd
apoyan mediante la obtencion
votantes. La fraccion de ellos que
proporcién real de la poblacién total de
muestral de una proporcién permite estab
problema pertenece al 4rea de la estimacidn.

Un ama de casa se interesa €l determinar si la cera para pisos marca A es mas resistente
que el de marca B. E] ama de casa podrfa suponer que Ja marca A es mejor que la B vy,
después de realizar las pruebas apropiadas, aceptar o rechazar esta hipotesis. En este caso
se intenta tomar una decisién correcta respecto a la hipétesis preestablecida. La teoria de
muestreo permitiré obtener alguna medida de precision para la decisi6n que se tome.

Métodos clasicos de estimacion

jonal y 0 el estadistico que se emplea para estimar el parametro

1 0 esun valor Ginico & del

Sea © un parametro poblac
I de algiin parametro poblaciona

poblacional. Una estimacion puntua
estadistico ©.

Por ejemplo:

X , calculado a partir de una muestra de tamafic n, es una

e el valor ¥ del estadistico
la variable aleatoria X.

estimacién puntual de py, la media poblacional de

PROFESOR: NELIDA B. PRIEMER

Wy YV Yy YV YV VW W Y VY W Ve V5 Ve VW %
i v v P W Wv"wv.Wv” .
' PP PP

1§ MATEMATICA PARA INGENIEROS

Escaneado con Cam



" n Vaﬂam muestral (%) que depende de la muestra aleatoria, %ﬂ’f %

hoblacional a}, ylaestlmaclén s? queseobtieneeslaacddnquese :

ﬂlr.l ”rm sl

: *Noﬁé eSpera que un estimador obtenga sin error un parimetro poblacional; no se espera que X
B estime con exactitud el valor de i sino que no se aleje mucho del valor real.
b ol Para una muestra en particular, es posible obtener una estimacién mas pret:lsa de px utilizando
como estimador la mediana muestral ( X) ;

¢ Cudles son las propiedades de una buena funcién de decisién que influirdn en la seleccién de un
estirador sobre otro? '

Sea & un estimador cuyo valor # es una estimacién puntual de algin parametro poblacional
desconocido 8 ; serfa deseable que la distribucién muestral de © tuviera una media igual al
parametro estimado. A un estimador que posee esta propiedad se le llama estimador insesgado.

Entonces ; se dice que un estadfstico 8 es un estimador insesgado del parametro 6 si
o =E(8) =6
La varianza muestral, S? es un estimador insesgado de la varianza af

La desviacién estdndar muestral S esun estimador sesgado oy con la tendencia a hacer el sesgo
msxgmf]cante en muestras grandes.

Si @, y 0, son dos estimadores insesgados del mismo pardmetro pablacional 8, se
seleccionarfa el estimador cuya distribuciéon muestral tuviera la varianza mas pequeia.

Si g < ai sedice que 6; esun estimador més eficiente de 6 que 8,

! 2
De modo que si se consideran todos los estimadores insesgados posibles para algin pardmetro 6
aquel con la varianza més pequeiia recibe el nombre de estimador mas eficiente de 6.

En la Figura 1 se presentan las distribuciones muestrales de cuatro estimadores 6,,6,,6;y B,
del pardmetro 6. Se observa que 6,, 0, y B; son insesgados dado que sus distribuciones se
centran en 6. El estimador 91 tiene una varianza mas pequeiia que 92 y 63 y por lo tanto es
mas eficiente. El estimador de 8 que se seleccionarfa en este caso es 8; porque resulta el

estimador insesgado mas eficiente.

Para poblaciones normales se puede demostrar que tanto X y X son estimadores insesgados de
la media poblacional px pero la varianza de X es menor que la de X . Entonces entre las
estimaciones ¥ y % probablemente % esté mas cerca del valorde jx parauna muestra daday,

X resulta més eficiente que X.

PROFESOR NELIDA B. PRIEMER
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ESTIMACION l 2009

Es probable que, incluso el estimador insesgado mis eficiente no estime el parametro poblacional
con exactitud. Es cierto que la precisién se incrementa con muestras grandes, pero no hay razén
para esperar que la estimacién puntual de una muestra Ginica debe ser exactamente igual que el

pardametro poblacional que se supone que estima.

En la mayoria de las situaciones es preferible determinar un intervalo dentro del cual se esperaria
encontrar el valor del pardmetro. A eso se conoce con estimacion por intervalo,

§

Figura1: Distribuciones Muestrales de los estimadores 6,,0,,0;y 8,

Estimacién por Intervalo

0 es un intervalo de la forma

Una estimacién por intervalo de un parametro poblacional
fl y }?s dependen del valor del

0, <9 < @, , donde los extremos inferior y superior
para una muestra particular y también de la distribucién muestral de ese

e £
estadistico
estadistico (DM 0). Cuanto més pequefio sea el intervalo, mas se aproxima la estimacion al

parametro 6.

=)

mente dan valores distintos de § y porlo tanto de 8, y & .
Estos extremos del intervalo corresponden a algtn valor de las variables aleatorias 0; v és% Si
tro que se estima con el estadistico O con distribuciéon muestral conocida, se

0 es el pardme 4 .
f,y 0; talque P(9; <8< 0.) sea igual a cualquier valor que se desee

pueden calcular £
especificar. Por ejemplo, si

Ya que muestras distintas general

P@; <6 <8;) =1-a (0<a<l)

s posibles de tamaflo n de una poblacion la

rvalo ( 6;, 0,) esde 1-a. Estoesque la
bles de tamafio determinado a extraer de

( 8, 65) esde 1-a. Esta

significa que si se tomaran todas las muestra

probabilidad que el parametro 0 esté en el inte
proporcién de muestras (de entre todas las muestras posi

la poblacién) que incluirfan al pardmetro © en el intervalo

L) :c TECTTCOTTOOOORIRORPORTORROOOTITEREETFERT %—E’mwm
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ESTIMACION 12009

probabilidad coincide con la probabilidad de seleccionar una muestra aleatoria que produzca un
intervalo de confianza que incluyaa 6. (Ver Figura 2). :

0.08

0.06

0.04

0.02

ai 65 .Bz

“Ejgu[a 2. P(B; <08<B).=1-a (0<a<i)

Sj estimo 6 , a partir de una muestra tinica, se obtiene una estimacién puntual & del estadistico
© , la que permitird calcular un intervalo 8, < 8 <8, para 8 con 1—« de probabilidades de

que ese intervalo sea uno que contenga al pardmetro poblacional 6.

Bl intervalo @, < 8 <8, que se calcula a partir de la muestra seleccionada se denomina
intervalo de confianza del (1—a) 100 %.

La fraccién 1—a recibe el nombre de grado de confianza o coeficiente de confianza

Los valores extremos 8, y 0, se llaman limites de confianza inferior y superior.

De modo que cuando o = 0,05 se tiene un intervalo de confianza del 95%. Si a = 0,01 se tiene
un intervalo méas amplio del 99%.

Cuanto mayor es el intervalo de confianza, se tiene mas seguridad de que el intervalo dado contiene
al parametro desconocido. Por supuesto es mejor tener un 95% de confianza de que la vida
promedio de determinado transistor de TV estd entre 6 y 7 afios que el 99% de confianza de

...............nao.mmmmmmmmmmmmmmmm'ﬁﬂﬂﬂmmaa@g@@ggggpggp,‘
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ESTIMACION l 2009

que gsté entre 3 y 10 afios. Desde el punto de vista ideal, es preferible un intervalo de poca
amplitud con un alto grado de confianza.

Las estimaciones por intervalo de confianza se basan en estimaciones puntuales.
A menudo necesitamos estimar los siguientes parametros:

e Lamedia py deunasola poblacion
» Lavarianza of de unasola poblacién
e Laproporcién p de articulos de una poblacién que pertenece a la clase de interés

s Ladiferencia entre medias de dos poblaciones Hx, — Ux,

e La diferencia entre proporciones de dos poblaciones px, — px,

Los estimadores que brindan la estimacién por puntos razonable de cada parametro son:

e .Para iy, el estimador es la media muestral X ylaestimacion es %

e Para 0y?,el estimador es la varianza muestral S? y la estimaci6n es o

: A7 X . e
e Para p el estimador es la proporcién muestral P= i) X es el nimero de objetos en
muestras aleatoria de tamafio n que pertenece a la clase de interés y  p =% es la

estimacion puntual obtenida en la muestra.

e Para py, —py, , €l estimador es la diferencia entre las medias muestrales para dos

muestras aleatorias independientes X; — X; y % — %; es la diferencia de las
estimaciones puntuales obtenidas en una muestra tinica de cada poblacion

Para px, — Px, €l estimador es la diferencia entre las proporciones para todas las muestras

de tamafios ni y nz que se puedan tomar de las poblaciones (P, — P, ),y la estimaci6n es

P, — P2 la diferencia de las estimaciones puntuales de las proporciones obtenidas a partir
de dos tinicas muestras aleatorias e independientes tomadas una de cada poblacion.

Estimacién de la media

El estadistico que se emplea para estimar la media poblacional uy ,es la media muestral, X .la
u . 7 ox?

DM (X) se centraen pg = piy ylavarianzade X es oyl = —i—— , resulta menor que la varianza de

los otros estimadores de fiy. Enestecaso X la media de una muestra aleatoria se empleard como

una estimacion puntual de py . Muestras grandes daran una distribucion muestral de X con

varianza pequeifia, entonces la estimacién puntual ¥ es una estimacion muy precisa de py.

Sila muestra se selecciona de una poblacién normal o, a falta de esto, si el tamafio de la muestra n
es lo bastante grande (n>30), se puede establecer un intervalo de confianza considerando que la
DM (X ) es normal
o o 2
X~N(“X :—;):_
. : T okl ;
Entonces la variable aleatoria Z= —Gx ~ Ueneuna distribucién normal estandar: Z~N (0, 1)

Vn

Escribimos Zaz como elvalorde z porencima del cual se encuentra un areade o/2 y

PROFESOR: NELIDA B. PRIEMER
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—Zas2 eselvalorde z debajo del cual se encuentra un drea de o/2.

Resulta P(~za2<Z<zan)=1-a segin seobservaenla Figura3
X—pux X-
Como Z=—3_X—' , entonces P(—z../z<—a'_£"‘r'<znﬁ)=1"“
Vn vn

Z a/2 —Z a2

—Z g2 Za/2

Figura 3: Interpretacionde Zoz y —Za2 enla Distribucién Normal Estandar.
Representacion del grado de confianza 1 —a

Si trabajamos algebraicamente con la desigualdad, se obtiene:

P(X XX <y < X+ Zap-k )=1-a
A ZopT= )=1-a
( A iy %2 4 .
Donde
~ = ax = L= ax
9" = X—Zﬂ/z :/-ﬁ Gs = X+Za/2ﬁ
Ahora, si se selecciona una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacion de varianza oy’

conocida y se calculala media * parala muestra, se obtiene el siguiente intervalo de confianza
del (1 -a)100% para jy:

€
e
'C‘
€
el
el
‘*l
e'
€1
¢
«
€
(&
¢
€
€
[ 2]
€
¢
€
€
€
€
€
¢
|
{
{
{
{
{

{

{

. a n ay
X —Zan 7—%<px<x+zu/zﬁ 1C(1)
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Donde z 2 eselvalorde z de ladistribuciéon normal estandar a la derecha del cual se encuentra
un area de o/2.

Para muestras pequefias que se seleccionan de poblaciones que no son normales, no se puede
esperar un grado de confianza preciso. Para muestras de tamafio n = 30, sin importar la forma de
la poblaci6n, la teorfa muestral garantiza buenos resultados.

Observemos que los limites inferior (ﬁl)y superior (é;) del intervalo de confianza obtenido

resultan:
o o Ux P - O'X
6,=x—z i 0. = x+ Zaoz=
] a/2 Jﬁ. s G/Zﬁ

Muestras diferentes darén valores diferentes de % y, por lo tanto produciran diferentes
estimaciones por intervalos de confianza del parametro py. En ]a Figura 4, se observa el esquema
de estos intervalos. Los circulos en el centro de cada intervalo indican la posicion de la estimacion
puntual ¥ paracada muestra aleatoria. Se observa que la mayor parte de los intervalos contienen
a jiy pero no todos. Todos los intervalos tienen la misma amplitud, ya que ésta depende, para
cada determinacién de ¥ , delaseleccionde zq2 o delnivel de confianza.

& o randly
V" N
. . "N
y jprece ® % ?
H
.
H
& b o i
| e H <
z H
H
& o . &
v g
H
H
2 o sl
- A
H
H
H
o oS- S
b . v
-
H
H
- - Y il
v O o '
A s o
v : hd
:
& o 4 s
- v
e Q& -
@ b v
Hy

os de confianza de la media poblacional px

Figura 4: Interval /
— para diferentes muestras.

mas amplios se hacen todos los intervalos y mayor es la

Cuanto més grande es el valor de Z o2
da producird un intervalo que contenga el parametro

confianza de que la muestra selecciona
desconocido jiy.

Para algunas muestras la estimacion del intervalo de confianza sera correcto y para otras no. En la
préactica seleccionamos sélo una muestra y no conocemos la verdadera media de la poblacién y
tampoco podemos determinar si nuestra estimacion es correcta. Podemos determinar la porcién de
muestras que producen resultados que nos llevana construir intervalos de confianza que nos llevan

a conclusiones correctas respecto a la media poblacional.

95% , puede interpretarse diciendo que, si se
1 95% de ellas proporcionaran un
te del

Una estimacién del intervalo de confianza del

tomarahn todas las muestras posibles del mismo tamafio n, e
intervalo de confianza que incluye la media desconocida de la poblacién en alguna par
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intervalo construido alrededor de sus medias muestrales y sélo el 5% de ellas no incluirfan la
media verdadera en el intervalo obtenido. Entonces, tenemos una probabilidad del 95% de que el
intervalo de confianza obtenido a partir de una muestra aleatoria sea uno de los que contenga el

pardmetro poblacional. Tenemos, en definitiva, el 95 % de confianza que hemos seleccionado una
muestra cuyo intervalo contiene a la media.

Ejemplo 1

Un fabricante produce focos cuya vida iitil en horas tiene una distribucién aproximadamente
normal y una desviacion estindar de 40 horas. Si una muestra de 30 focos tiene una vida

promedio de 780 horas, encuentra el intervalo de confianza del 96% para la duracion media de
los focos que produce esta empresa

La variable aleatoria es X : vida 1til de los focos (en horas) con varianza of = (40 hs)* y
distribucién aproximadamente normal

El intervalo de confianza para el parametro py debe determinarse con un nivel de confianza de
(1-a) 100% =96 % — grado de confianza a = 0,04 - g— = 0,02

da 2
El estadistico que se emplea para construir el intervalo de confianza es X  X~N (i ,%‘
Se toma un muestra de tamafio n =30 y se obtiene ¥ = 780 hs
40

ax
V30 V30

La desviacién estdndar de la DM (X) es og=

Sitenemos en cuenta que z goz es el valor de z que deja un area de 0,02 a su derecha y de 0,98 a su
izquierda y — z op2 es el valor de z que deja un area de 0,02 a su izquierda , buscamos en el
cuerpo la tabla de distribucién acumulada de la' normal estdndar los valores 0,02 o 0,98. En este

caso tomamos el par de valores préoximos que contienen al buscado e interpolamos linealmente. Se
obtiene

Zap = Z2002=2,054 y —zZoe2=-2,054

Reemplazando en la expresién IC(1)
Oy Oy

X —Zan ‘/E<,ux< Xt zu/_zﬁ

Se obtiene el intervalo de confianza del 96 % siguiente

40 40
L — <y < 780 + 2,054 —
780 ~ 2,054 =< iy + 2,054 ——

765 < py < 795

Error en la estimacién de py

El intervalo de confianza del (1- @)100% proporciona una precisién de la exactitud de la

estimacién puntual. En general X, la estimacién puntual no serd exactamente igual a py y es
errénea. El tamafio de ese error serd el valor absoluto de la diferencia entre ¥ y py y se puede

o
tener una confianza del (1 - a)lOO% de que esa diferencia no excedera z g2 Tf_l ( Ver Figura 5)

En el Ejemplo 1 se tiene una confianza del 96 % de que la media muestral ¥ = 780 difiere de la
media poblacional por una cantidad menor que 15.

8 | MATEMATICA PARA INGENIEROS PROFESOR: NELIDA B. PRIEMER
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Con frecuencia se desea determinar el tamafio de la muestra para asegurar que el error en la
estimacién de py sera menor que una cantidad especificada e Esto significa que se debe

seleccionar una muestra de tamafio n talque zqp % < e . Asi, resulta que si se utiliza ¥
como una estimacién de jty, se puede tener una confianza del (1 - a)lOO% de que el error no
excedera una cantidad e cuando el tamaio de la muestra es

o
2 (za27h)?

El resultado obtenido se redondea al niimero entero mas cercano.

\

error
>
- — P 2
+ ax . ox
X —Zq2 ﬁ ‘ X Iy x+zu/2ﬁ

Figura 5; Error al estimar py por X

Para el Ejemplo 1 ; Qué tan grande se requiere que sea la muestra si se desea tener una confianza -

del 96% de que la media muestral difiera de la media poblacional en una cantidad menor que 10
horas 7

. 4 2,054 .40
En este caso e=10 y se obtiene, reemplazando n = (T) =167:S8

El tamafio minimo de la muestra es n =68..

Aunque, en el sentido estricto, la férmula se aplica cuando se conoce la varianza o de la
poblacién de la que se se]eccnonara la muestra; a falta de esta mformacnon se puede tomar una
muestra de tamajio n = 30 para proporcionar una estimaciéon s? de oZ. Al emplear s como
aproximacion de ox se determma, en forma aproximada, cudntas observaciones se necesitan para

el grado deseado de exactitud.

Estimacion de py cuando se desconoce o%

X—ux
Para muestras aleatorias de una poblacién normal, la variable aleatoria T/ T=—%—

Vn

e
Gooninio o tordat Avely !

Tiene una distribucién t de Student con v=n-1 grados de libertad , donde S es el estadfstico

desviacion estandar muestral.

Emplearemos las DM (T) para determinar el intervalo de confianza de puy . Entonces:
P(—tq2<T<tgz)=1-a

top2 eselvalorde t con v=n-1 grados de libertad que deja un 4rea de o/2 asuderecha y

—Lq2 eselvalorde t con v=n-1 grados de libertad que deja un area de «/2 asu izquierda.
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s s

Como T= —:gl'l—x—,resulta: : :
VA
i e S BRRERE
P(~te2<—3 X<ta/z)= P(X —tap Tﬁ<""< X + ta/Zﬁ )=1l-a
vn

L2 —ta2 Las2 i

Figura 6: Ubicacionde —ta;z vy topz y P(—to2<T<tanz)=1-a

Para el caso de una muestra aleatoria de tamafio n, de una poblacién normal, se calculan X y s
a partir de los valores de la variable en la muestra y se obtiene el siguiente intervalo de confianza
del (1~ a)100% para py cuando se desconoce of -

S S
X —tan 'ﬁ(#x< X + tan

= @

Donde tq como elvalorde t aladerecha del cual se encuentra un area de a/2.

Mientras la distribucién de X se aproxime a la forma de campana, los intervalos de confianza

pueden calcularse, cuando oy se desconoce , utilizando la DM (T) y se pueden esperar muy

buenos resultados.

Cuando no se pueda suponer normalidad y of es desconocida ,si n > 30, el valor de s

obtenido de la muestra puede reemplazar a gy y se recomienda emplear el siguiente intervalo de
confianza ' :

s 1 s
X7 :/"'7_1<;1x< XAk ZaIZTTl 1C(3)

En este caso se emplea la distribucién de la variable aleatoria 7 . A este intervalo se lo conoce
como intervalo de confianza para muestra grande.

Error estandar de una estimacién puntual

Las estimaciones puntuales proveen un nimero iinico que se obtiene a partir de un conjunto de
datos experimentales y las estimaciones por intervalos de confianza proporcionan un intervalo a
partir de los datos experimentales que contiene valores que se consideran razonables para el
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parametro. Esto es (1- @)100% de tales intervalos calculados “cubren el parametro” y se dice,
por ejemplo, que se tiene una confianza del (1- a)100% de que la media de la poblacion se
encuentre en el intervalo obtenido.

Estas dos aproximaciones al parametro se relacionan una con otra.

Sea el estimador X de py cuando se conoce a}. Una medida de la calidad de este estimador

2
; ; 2 9x : t s
insesgado es su varianza 0y = , due determina una desviaci6n estandar

ox

Los limites de confianza obtenidos en este caso son: X + Zq2 7—"

mn
E_K_ s 5 5 1 Ox
i se llama error estAndar de la estimacién puntual y se denota se(X): se(X)= -ﬁ
Los limites de confianza pueden escribirse: X+ zap.se(X)

La amplitud del intervalo de confianzade py depende de la calidad del estimador puntual a través
de su error estandar.

En el caso donde no se conoce of y X esnormal,s reemplazaa o y surge un error estdndar
S

S
igual a e Gue se denota Se(x): §E(2)=7_7—1

estimado de la estimacion puntual x

En este caso también se observa que la amplitud del intervalo de confianza depende de la calidad de
la estimacién puntual y esto se evidencia a través de su error estandar estimado

Las amplitudes de los intervalos de confianza se hacen menores a medida que mejora la calidad de
las correspondientes estimaciones puntuales. Un intervalo de confianza resulta una ampliacién de

Ja estimacién puntual para considerar la precision de la misma.

o }
§ Los limites de confianzaresultan: X % 2z a/zﬁ = X & Zo2.58(X)

Estimaci6n de la diferencia entre dos medias con varianzas conocidas

Se tienen dos poblaciones X; y X, Normales conmedias Ux, ¥ Hx, Y varianzas conocidas

@ respectivaniente. La estimacién puntual del pardmetro desconocido, la diferencia

22
Ox, Y %%, wirfet
— fy, es un valor del estadistico  X;— X,. Para obtener ese valor, una estimacion puntual de

) Hx,
)ib la diferencia de medias, se seleccionan dos muestras independientes, una de cada poblacion de
) tamafios 1y Yy My respectivamente. Luego, con los datos obtenidos en cada muestra, se calculan
) X X la diferencia %, — %, de las estimaciones puntuales.
i) s AT 17 %2
) ‘ b Lo
,fb Sabemos que se puede esperar que la DM(X;— X,) sea aproximadamente en forma normal con
i
g o3 ai

. : 2 X1 X2
!:: Media yxl_gz = I"lxl ~—‘L1X2 V7 Varianza U-Xx")?z - , + "——'nz
y
v:: Por lo tanto, se puede afirmar con una probabilidad de 1- @ quelavariable normal estandar 7/
)
i
)
i

PROFESOR: NELIDA B. PRIEMER
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L X - X_{)_r— (F'xl i “Xz)

]
2 2 .
o o
% 4 7%
ny ny

Caeraentre —zy; ¥ Zqy; ,esdeciv  P(—Zap<7<zZap)=1-a

Z

Estoes:
(7;"'7;)—(#)(1-”’4{3)

P(—za/2< <zu/2)=1—a

2 2
o a
it SO
nq ng

Lo anterior conduce al siguiente intervalo de confianza del (1 - a)100% para la diferencia de
medias py — Uy, en dos poblaciones con varianzas ”;1 y a}z conocidas

2 2 2 2

Ay, Ll O N Oy gy, . 9,
(,— %) —z 2‘—‘+—2<1 — Yy < (Xy— %) +Zapp
a/ 711 , Bxsayiiixs (e1— % a/ \J T ,

1C(4)

Con X, y X, las medias de muestras aleatorias independientes de tamafios n; y np ¥ Zgy; €l
valor de z que tiene un area iguala a/2 asuderecha.

El grado de confianza es exacto cuando las muestras se seleccionan de poblaciones normales. Para
poblaciones no normales, el teorema del lfmite central proporciona una buena aproximacioén para
muestras de tamafio razonable.

El error estdndar de la estimacion puntual‘ es:

2 2
a g
o = X X
Se(xl— xz) ] Iy + i
ny n,

Ejemplo 2

Se apl:'éa una evaluacion estandarizada de Quimica a un grupo de 50 nifias y 75 nifos. Las nijias
obtienen una calificacion promedio de 76 puntos y los nifios de 82. Encuentra un intervalo de
confianza del 96 % para la diferencia px, — lix,, donde iy es la calificacion promedio de los

nifios y  Yx, esia calificacion promedio de las nifias. Supone que la deviacion estdndar de las
poblaciones de ninas y niios son 6 y 8 respectivamente.

La estimacién puntual de la diferencia de medias, obtenida a partir de muestras de tamafio 75 y 50
de las poblaciones de nifios y nifias respectivamente es: X, — X,=82-76=6

(1-«) 100% = 96 % — grado de confianza a = 0,04 - g = 0,02
Zgoz = 2,054 (Se busca 0,98 en el cuerpo de la tabla de distribucién acumulada de la normal)

Empleando la expresion IC(4), el intervalo de confianza del 96 % es

L EELEE L LR L L D L0000
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62,054 |4 & e
. ’ ?g‘+‘s—()‘<ﬂx‘—uxz<6+2,os4 77—5‘+‘§6'

3,424 < Ky, — ﬂxz < 8,576

Estimaci6n de la diferencia entre dos medias para varianzas desconocidas y muestra grande

2 2 W ; : 3
Cuando of, y of, sondesconocidasy se obtienen, a partir de las.observaciones en las muestras

2 2 Wi ; :
s? y s2 ,seobtiene un estadistico con una distribucién normal estandar aproximada cuando las

muestras son grandes, Resulta 7/

A (X—l"z)"(#x, —#xz)‘

%
2 2
,ﬁ. 5
ng ny
El intervalo de confianza es
2 2 2 z
P 1. RS2 AL 51, S2
(Xy=X3) = Zgp2 |+ = <ix, = M, = (X%1—%2) HZayzifsthe
n, n n,
1C(5)
Y el error estandar estimado
2
o 5 Sy S%
se(¥—x)= |—+—
ny N

Estimacion de Ja diferencia entre dos medias para varianzas desconocidas e iguales
) .t : 2 | id tal 2 — g2 — 42
Dadas dos poblaciones normales con varianzas oy, y dx, esconocidas y talque oy, = oy, =0

Se puede definir una variable normal estandar
7= Xy ~-X3) - (.uxl ‘sz)
18]
2. [, g
9 (711 i le)

. b (ny — 1)S:* (n, - 1)$;*
Las variables aleatorias S T
o o
vy =m —1y v, =nz—1 gradosde Jibertad respectivamente. Estas variables aleatorias son
independientes ya que las muestras se seleccionan independientemente de poblaciones distintas.
La suma de estas variables define una variable aleatoria V que tiene una distribucién ji cuadrado
con v=n;+ n; —2 gradosde libertad:

tienen distribuciones ji cuadrada con

i (m-1s,* | (y-DS2 (g =152y = 1S5
e o2 g2 e o?

] ) Z . M
Las variables aleatorias Z y V son independientes y el cociente ? define una variable T con
v
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ae
Y

distribucién t de Student con v=n;+ n, —2 grados de libertad

(H—E)"(ﬂxl _uXZ )

2( a1
£ (n1 nz)

=
(n1-1)5%+(nz—1)S5
a? (nq+ny-2)

2 2
Definimos Sy = (n = 1)5;"+(nz — 1)S,

y se obtiene el estadistico T

ny o ny — 2
T= Xr@-(#xl—#xz) a? 4 @;‘7_27"(#)(1"”"2)
= prisihoc, BER =
1 Sh2 TS
az(nl le) 5 sz(ﬁ—;*-nz)

Entonces:
Xy-X)—(x, —#x,)

So*(artes)
nqg nz

tas2 esel valorde t con v=ny+n;—2 grados de libertad con un éreaiguala a/2 a suderecha.

P(—ta2<T<tap)=P(—tg2< <tegz)=1-a

Esto conduce al siguiente intervalo de confianza del (1- a)100% para la diferencia de medias
[y, — iy, en dos poblaciones normales con varianzas iguales pero de valor desconocido

2 I
Oy, =0x, =0

s ’ Al L
(Xl"‘ xZ) ant ta/z 5"2, ('7;—‘*'7—1*) < ﬂxl ""lxz < (xl"" xz) G 5 ta/z S.
1 2

1C(6)

(3)
ny np

Donde X; y X, son las medias obtenidas de muestras indvependientes de tamafios nmy y m
tomadas de las poblaciones (n1 <30 y n; <30).

Las desviaciones estandar s; y s; obtenidas de las muestras permiten obtener la estimacién
(ny — sy 2+(ny — 1)s?
nl + n2 Tr 2

puntual del estimador comiin Sp2:  sp?2=

El error estindar estimado de la estimacién puntual es:

Ejemplo 3

Se desea evaluar la eficacia de un indice numérico de diversidad de especies para indicar la
degradacion del agua debida al drenaje de dcido de una explotacion minera en el cauce de un rio.
Desde el punto de vista conceptual: un alto indice de diversidad en las especies de macro
invertebrados debe indicar un sistema de agua no contaminado, mientras que uno bajo, debe
Indicar un sistema de agua contaminada. Para este estudio, se seleccionan dos estz;cianes

14 § MATEMATICA PARA INGENIEROS PROFESOR: NELIDA B, PRIEMER _
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Zﬁﬁ:ﬁﬁ;ﬂtgs de muestreo, una localizada aguas arriba del punto de descarga y otra, aguas abajo
o ;Hf'.gtlfls ?cogidzs aguas arriba el Indice de diversidad de especies tuvo un valo;-
Wi una desviacion estandar s, = 0,771 , mientras

L . _ e ’ 7 que en 10 muestras
; ig%iis ;” i (‘)“'gg e”[t;" aguas abajo, el valor del ndice promedio fue %, = 2,04 yla desviacion
e s 2 d; d'i "d” a‘,' uentra un i.lltervalo de confianza para la diferencia entre las medias para
B e ones esté;egs ; , ajg;j‘uas arriba y aguas debajo de la descarga de 4cido. Asume que las
s A ibuidas en forma aproximadamente normal y considera Jas varianzas

La estimaci iy :
aaufsu:%-l‘i)lén puntual d(? la diferencia de medias, obtenida a partir de muestras de tamafo 12y 10,
g rriba y aguas abajo, respectivamente es:  X,— ¥ = 3,11-2,14 = 1,07

L e
gi des.\;lacmpes estindar s; =0,771 y 5= 0,448  obtenidas de las muestras permiten
obtener la estimacién puntual del estimador comiin Sp7 : ] '

(nq — 1)5,24+(ny — 1)s% _ 11 0,711*+9 0,4487 _
ny+mny; —2 G 12+10-2 T

Sp =

(1-a) 100% = 90% — grado de confianza a =0,10 — % = 0,05

toos = 1,725 esel valorde t con v=12 + 10 =2 = 20 grados de libertad con un area igual a

0,05 asuderecha.

El intervalo de confianza del 90 % es

1 1 1o
1,07 — 1,725 0,4 7(— —-) S Tyt (__ o
f 1 12+10 Hx, — Hx, < 1,07+1,725J;,417 12+10

0,593 < px, — Mx, < 1,547

% que el intervalo (0,593 ,1,547) contiene la diferencia de las medias

Se tiene una confianza del 90
dices de diversidad de especies de las estaciones aguas arriba y

poblacionales para valores de los in
aguas debajo del drenaje de acido.

odemos establecer, con el nivel de confianza del

Como ambos limites de confianza son positivos p
n ubicada aguas arriba del punto de descarga es

90% , que en promedio, el indice para la estacié
mayor que el correspondiente ala localizada aguas abajo.

es son considerablemente diferentes, se obtienen

Aun si las varianzas poblacional
oblaciones son normales y los muestras tienen igual

resultados razonables cuando las p
tamaho.

o Desviaciones ligeras de la suposicion de varianzas iguales y de normalidad no alteran el
grado de confianza del intervalo.

Estimaci6n de la difevencia entre dos medias para varianzas desconocidas y distintas

y g, desconocidasy tal

Dadas dos poblaciones aproximadamente normales con varianzas a}l

) 2
que oy, F Oy,

Se puede definir el estadistico T° con una distribucion aproximada t de Student con Vv grados de

libertad:
T T T R A BAGA NG TROFESOR: NELIDA B. PRIEMER
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