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ESTADISTICA: DISTRIBUCIONES MUESTRALES .

DISTRIBUCIONES MUESTRALES

La necesidad de las distribuciones muestrales

Recordemos que la estadistica trata de la toma de decisiones basada en datos observados en

presencia de incertidumbre. '
J-DP/QD-; Al oy (@LL\»@% olt bt jpac ‘LQ)

En el qnélisis de datos se obtienen estadisticos a fin de estimar los valores correspondientes en la
poblacién o pardmetros . T,

L plle Poblecsy (hao, giege,
Un estadistico puede definirse como una funcién de las variables aleatorjas_que_se pueden
ob;ervqr en una muestra y de las constantes conocidas y se utilizan para hacer inferencias,
estimaciones o tomar decisiones , con respecto a los parametros poblacionales desconocidos.

Precisamente se conoce como inferencia estadistica al proceso de generalizar estos resultados
muestrales a la poblacién.

En la practica se usa la muestra para obtener conclusiones de la poblacién o universo , para ello se
selecciona al azar una muestra tnica de tamafo predeterminado. De este modo, si se quiere
emplear algun estadistico para estimar el correspondiente pardmetro poblacional, se observar el
estadistico para toda muestra posible que pudiera haber ocurrido y a la distribucién de los
resulftados obtenidos para el estadistico se le conocerd como una distribucién muestral .

Un estadistico resulta una variable aleatoria donde sus valores dependen de la muestra observada y
e su tamano y tendra , en consecuencia , una distribucion de probabilidad asociada para cada tamario
de la muestra

La distribucién de probabilidad de un estadistico se conoce como distribucién muestral

DRistribucion Muestral de la Media /'5 Mg cu.uo7

\

Dado Gue la media aritmética es un estadistico que presenta propiedades matematicas importantes que
justifican su eleccion entre las deméas medidas de tendencia central para estimar la media poblacional ,
analizaremos el caso de la distribucion muestral de la media.

E| estadistico media muestral |, se define :
n
VA R G @D P o G VI B (031 ) (i LTl
i=1
donde Xy , Xy ,... X, sonunamuestra aleatoriade tamafio n ode n observacionesy
son variables aleatorias en un muestreo repetido.

X es una variable aleatoria pues es funcion de las variables aleatorias observadas en una muestra

Este estadistico se emplea para estimar la media poblacional o esperanza de una variable aleatoria
X quesimbolizamos px , donde px = E(X)

La distribucién muestral de un estadistico depende del tamafio de /la poblacién , del tamafo de la
muestra y del método de seleccién de estas Ultimas .

Obtendremos la distribucion muestral de |la media para el siguiente ejemplo :
Para una poblacion de cuatro maquinas ,Unicas disponibles en el mercado para la fabricacién de

tornillos, a las que se sometid a la misma prueba ,se registr6 el nimero de piezas defectuosas
producidas en la prueba obteniéndose los siguientes resultados:
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ESTADISTICA: DISTRIBUCIONES MUESTRALES L v
: v
MAQUINA Cantidad de piezas defectuosas v |
A 3 ¢
B 2 1
C 1
D 4

La variable aleatoria X es " cantidad de piezas defectuosas producidas por las méquinas disponibles *
La variable ;Ieatoria X tiene una distribucién uniforme ya que las Unicas cuatro méquinas disponibles -
producen distinta cantidad de piezas defectuosas y cada una tiene la misma probabilidad de ser

seleccionada. La probabilidad de seleccionar una cualquiera de las maquinas es de 1/4 y ésta es,
entonces, la probabilidad de seleccionar una maquina que produzca 1,2, 3 ¢ 4 piezas defectuosas.

14 si x=1,2,3,4.
Px(x) =
0 enotrocaso

Dado que se dispone de informacién sobre toda la poblacién , calculamos la media , p x .,y la
desviacién estdndar o x

Esperanza o Media poblacional: E(X) = px = 25 piezas defectuosas = AO_
, 4
Varianza: VAR(X) = ox? = E[(X, - ux)?] =125
Desviacion Estandar : oy = J VAR (X) = 1,12 piezas defectuosas
Si las muestras de dos méaquinas se seleccionan con repasicién de esta poblacion , hay 16 muestras
posibles que se podrian seleccionar y obtendriamos la siguiente tabla de medias muestrales:

TABLA : Total de muestras posibles de n =2 MAaquinas para una poblacién de N =4 Maquinas
cuando se muestrea con reposicion

l Muestra Méquinas Resultados Media Muestral  |X
1 A A 3-3 3.0
2 | A B 3-2 2,5
3 A C 3-1 2,0
4 A.D 3-4 3,5
5 B-A 2-3 2,5
6 B,B 2-2 2,0
7 B.C 2-1 1.5
8 B,D 2-4 3,0
9 C. A 1-3 2,0
10 C.B 1-2 1,5
11 C.,C 1-1 1.0
12 c.D 1-4 2,5
13 D.,A 4-3 3,5
14 D,B 4-2 3,0
15 D,.C 4-1 2,5
16 DD 4-4 40
TOTAL 40

Resulta una poblacion de tamano N = 16 para la Variable Aleatoria X:* Media muestral para muestras
de tamarfio n=2" tiene los siguientes pardmetros:

—

Esperanza o Media : E(X) =ux =(40/16) = 25

MATEMATICA PARA INGENIEROS 2006 PROFESOR : ING. NELIDA B. PRIEMER
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ESTADISTICA: DISTRIBUCIONES MUESTRALES 79

VAR (X)=0x2= E[(X;- ©x)?] = (10/16)=0,625
Desviacion Estandar :© oy = VVAR(X) = 079 E

Zzﬁe%iermmar los valores de |a varianza empleamos como elemento auxiliar |a tabla de frecuencias

Tabla de Frecuencias

Media muestral Frecuencia (fi) fi . (X, - e

1,0 1 2,25 :
1.5 52 2,00
72{0) 3 0,75
2.5 4 0,00
3,0 <) 0,75
35 2 2,00
40 1 2,25

TOTAL 16 10,00

Podemos representar el histograma de frecuencias a partir de esta tabla de frecuencias y tendrémos
la forma en que se distribuye la variable . i

Se observa que:

« El promedio de todas las medias muestrales posibles para muestras de tamafio 2 es igual a la
media de la poblacion :

Hx = BX

| as medias muestrales son menos variables que los datos de la poblacién en sl.

media todos los valores de la muestra . La poblacién puede constar
lia escala de valores desde extremadamente pequefios hasta
extrenrdamente grandes . Sin embargo , si un valor extremo cae dentro de la muestra , aunque tenga
efecto sobre la media , el efecto se reducira puesto que se esta promediando junto con los demas
valores de la muestra. Es mas , segin aumenta el tamario de la muestra , el efecto de un solo valor
extremo se hace aln mas pequero puesto gue se esta promediando con méas observaciones.

Una media muestral en particular pro
de resultados individuales con una amp

a estadistica en el valor de la desviacion estandar de la media
poblacion. Es /la medida de la variabilidad de la media de una

tandar de la media y se simboliza o%

Este fendmeno se expresa en form
muestral que resulta menor al de la
muestra a otra y se conoce Como error es

Muestreo de poblaciones normales

e —

—— L T e

Veremos a continuacion como responder la pregunta : Qué distribucion seguira la variable aleatoria X
donde X es"/a media de muestras de tamafio n " ? .Se demuestra que :

ble aleatoria que tiene distribucién normal de parametros |

En un muestreo con reposicién de una varia :
én estandar poblacional ), es decir ;

“( media poblacional ) Y  ox ( desviaci

x
Poblacicn & X~ N( 1 x,0%)

bién tendré distribucién normal para cualq\u.}igj tamano n
n

la distribucion muestral de la media tam
o sea

de la muestracon media px = K x
Aty 7 [\ e fgn .—@I n \

Escaneado con Cam

y desviacién estdndar o X = Ox /
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- Veamos el siguiente resultado, representado en la figura, donde se evidencia que las distribuciones
: 3 muestrales de medias de una poblacién normal son normales y que ademas conforme aumenta el
tamario de |la muestra , la distribucién muestral de la media contintia con una distribucién normal con

media p x = W x , mientras que disminuye el error estandar de |la media por lo gue una proporcion
mayor de medias muestrales est4n mas cercanas a la media.

Distribuciones muestrales de la media de 500 muestras de tamario
N=1,2,3, 8,16y 32 seleccionadas de una poblacién normal

Se seleccionaron aleatoriamente 500 muestras de tamafios 1,2 4,8, 16 y 32 de una poblacion
que tiene distribucién normal .

Trazamos los poligonos de frecuencias para los resultados obtenidos en donde observamos que
aunque la distribucién muestral de la media es aproximadamente normal para cada tamano de la

MATEMATICA PARA INGENIEROS 2006 PROFESOR : ING. NELIDA B. PRIEMER
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muestra . 'Ias me'dias muestrales estan distribuidas de un modo mas ajustado alrededor de la media’'de
la poblacion segin aumenta el tamano de la muestra.

Ir:zj :hprox:macmn a la normal se debe a que se han seleccionado sélo 500 muestras de un ndmero
O mayor de muestras  posibles, resulta entonces que |as distribuciones muestrales
representadasen el grafico son aproximaciones de las reales.

Esto signiﬁca'que' si definimos la variable aleatoria Z ] Z-= (Y- wx) I(oxl Vn) ;2
tendra una distribucién normal estandar Z3-RENE(R0 )

E_sto permitiréd obtener, |a proporcién de todas las medias posibles que pueden encontrarse , por
e/emplo, en un intervalo de la media de |a poblacion para muestras de tamafio n .Se emplearan para
ello las tablas de la funcién de distribucién acumulada para la distribuciéon normal estandar y
calcularemos este valor como el area bajo la curva en ese intervalo.

Si observamos el ejemplo resuelto para una poblacién de cuatro maquinas, obtuvimos
B X = pix y oX =ox/ vn=112/y2 ~ 079 y la poblacién no es normal

¢, Podra generalizarse este resultado a poblaciones no normales ?

Muestreo de poblaciones no normales

Hemos examinado la distribucion muestral de la media en el caso de que la variable aleatoria tuviera
una distribucién normal . Sin embargo, se debe tener en cuenta que en muchos casos se conocera que
la poblacion no esta distribuida en forma normal o quiza se piense que resulte poco realista asumir una
distribucion normal . Por lo tanto es necesario examinar |la distribucidon muestral de la media para

poblaciones que no tengan distribucion normal.

Veamos los siguientes ejemplos de distribuciones muestrales de medias correspondientes a diferentes
poblaciones:

na de las distribuciones muestrales se han obtenido utilizando una computadora para

Cada
se!ec!gnar 500 muestras diferentes de su respectiva poblacién. Estas muestras se seleccionaron
4 . 8 , 16 , 32 ; de tres diferentes distribuciones

para diferentes tamafios , n = 2 3
continuas : normal, uniforme y exponencial .

« La FIGURA 1 esun ejemplo de la distribucién normal de la media seleccionada de una pablacién
normal Si la poblacién tiene una distribucion normal , la distribuciéon muestral de la media estara
distribuida en forma normal independientemente del tamafio de la muestra . El examen de las
distribuciones muestrales de la figura da una evidencia empirica de esta afirmacion pues para cada
tamario de muestra estudiado, la distribucion muestral de la media tiene una distribucion

aproximadamente normal.

La FIGURA 2 presenta una distribucién muestral de la media en base a una poblacién que sigue
una distribucién continua uniforme ( rectangular ) . Para muestras de tamgﬁo n=1 ,cada val_or
de |a poblacién es igualmente probable ; sin embargo .'cgando se s“eleccuonan _n)uestras de tamano
n = 2 ya hay un efecto de “ punto maximo* o de * limite c_entral en operacion. Por lo tanto , en
este caso, se pueden observar mas valores cercanos a la media Fie .Ia pgplacmn que a lo lejos en los
extremos , y ; segln aumenta el tamafio de la muestra , la distribucion muestral de la gwema sls
aproxima rapidamente a una distribucion normal. Una vez que se cuenta con muestras de por

menos n = 8 . la media muestral tendra una distribucién aproximadamente normal.

istribucic i i blacién
j o de la distribuciéon muestral de la media obtenida de una po .
N A i bucién exponencial. Al aumentar el tamano

= 16 , la distribucion de la

con un gran sesgo hacia la derecha, conocida como distri
de la muestra la distribucion muestral presenta menos sesgo. Para n

Escaneado con Cam
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media tiene un ligero sesgo , mientras que para muestras de tamano 32
- de la media parece tener distribucion normal.

la distribucion muestral

‘40, -36,;'-'—2'0, ‘ —1o _ 20y 36y

(c) — s ‘?\‘g@fﬁ% J"
c) —

, —4oy. —30y —20,.- -1g, ., 0.

1ox .20x Y, 30y b2 A0k 0,
vn vVn Vo vnoo. /nimN/nd NOg LMD

(e)

- » ] :
(d) —40, -30y -20, -lo, 0 1oy 204 . 30, 4oy ‘ ]
va vn Van o Vn VA Va Vno Vi

("

40, -30, -20,( -1o, O

oy, 2d, 3oy _  :

FIGURA 1 :

Distribucion normal y distribucion muestral de la media de 500 muestras

detamafio n = 2,4,8, 16, 32,
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30y . —20y -—loy 0 1oy 20y . 3oy .5

~3q, =20y i=loy, 0 1oy 20y ~34

VA Vm . Vm Ve Vm Vm

FIGURA 2:
Distribucién continua uniforme (rectangular) y distribucion muestral de

la media de 500 muestras de tamafio n = 2,4, 8, 16_ . 32 ]
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FIGURA 3 :
Distribucién exponencial y distribucion muestral de |la media de 500
muestras de tamafio n = 2,4, 8,16, 32,
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Los resultados observados en estos ejemplos , se reflejan en el siguiente teorema :

Teorema de{ [imite central

- — »
?.3 Si 'X es la media de muestras aleatorias de tamafio n  que se toma de una poblacion con
- media px y varianza oy 2 , entonces la forma limite de |a distdbucién de Z /
=3 -

- s 2 DY

T‘ 3 O x / V-I-'l-

R 3 se aproxima a la dISt'I’lbUClon normal estandar cuando n se hace infinito.

- Es decir X~ N(px , qu/ n ) para n suficientemente grande (m? 3 O)
®sid :

Pad

| Y En ofras palabras , este teorema establece que , si el tamafio de la muestra es suficientemente

. £ grande se puede aproximar mediante una distribucién normal la distribucién muestral de la

media. Esto es cierto independientemente de la forma de distribucién de los valores individuales de la
poblacion.

Como regla general, los estadisticos han encontrado que para la mayor parte de las distribuciones
poblacionales , siempre que el tamaro de la muestra sea por lo menos 30 ( n > 30 ) , la distribucién

muestral de la media es aproximadamente normal. T foblee. o5 awnanad = ola e ite
Aswuel ol be pwe, ha fau L=
I Mol

@ Para la mayor parte de las distribuciones, independientemente de su forma, la distribucion muestral
de |la media tendra distribucion aproximadamente normal si se seleccionan muestras de por lo menos
30 observaciones .

De lo expuesto se pueden resumir |as siguientes conclusiones :
W . D

& Si |g distribucion de la poblacién es bastante simétrica ; la distribucién muestral de la media sera
aproximadamente normal si se seleccionan muestras de por lo menos 15 observaciones.

« Si la poblacion tiene una distribucion normal |, las distribucion muestral de al media ser@ normal
independientemente del tamano de la muestra.

El teorema del limite central permite al investigador hacer inferencias sobre la media de la poblacién sin
tener que conocer |a forma especifica de |a distribucion de la poblacion para muestras:de por lo menos
30 observaciones .

Ejemplo :

Supéngase qgue el equipo de empaque en un proceso de llenado de paquetes de cereal de 368 gr se
ajusta en forma tal que la cantidad de cereal en la caja tiene distribucién normal con una media de 368

gr v se sabe , por experiencia , que la desviacién estandar de la poblacion es de 15 gr.

Si de varios millares de cajas que se llenan en un dia se seleccionan al azar 25 cajas y se calcula el
peso promedio para esta muestra , qué resultado se puede esperar ?

La poblacion tiene una distribucién normal, la media de la muestra actia como una representacién en
miniatura de |la poblacién y tiene una buena posibilidad de encontrarse cerca de fos 368 gr. Entonces
surge la pregunta :

* 4, Cual es la probabilidad de que una muestra de 25 cajas tenga una media entre 365 y 368 gr. ?

MATEMATICA PARA INGENIEROS 2006 PROFESOR : ING. NELIDA B. PRIEMER
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La variable aleatoriaes X : "peso promedio de muestras de tamario 25 ", El problema es obtener

P (365g < X < 368 )

Dado que X ~ N ( px= 368gr , ax = 15gr) donde X : "peso de la caja con cereal "

—

resulta X ~ N (nx=368gr , ox =(15gr/V25)=3gr) ,entonces:
P(365gr< X <368 g) = P (-1<Z<0) = 05 - 01587 = 0,3413

Donde trabajamos con la variable aleatoria Z /Z ~ N (pz= QF c7i= 1) estandarizando la variable

aleatoria X, entonces :

Z=(X-px)ox = (X-368)3 y si x=2365¢gr = 2 (365 - 368)/3
si x= 368gr = z (368 - 368)/3

y luego calculamos la probabilidad empleando la tabla de distribucién acumulada para 7

-1
0

nn

Obtuvimos que P (365gr<X< 368gr )= 0, 3413

» Este resultado significa que el 34743 % de todas las muestras posibles de tamafo 25
tendrian una media muestral entre 365 y 368 gr gue noes lo mismo que decir que cierto
porcentaje de cajas individuales tendran entre 365 y 368 gr.

Si queremos calcular esto ultimo hacemos !

P(365gr< X<368 gr) P(-020<Z<0)= 05 - 0,4207 = 0,0793

-....pa.paﬂnﬁtﬂ'ﬂWf"“'«‘a‘@\"

pues Z=(X-ux)/cx=(X—368)/15 y si x=2365¢gr = z =(365 - 368)/15 = -0,20
si X 368gr » z=0
lo que permitié obtener las probabilidades empleando la tabla de distribucion acumulada para la normal

estandar.

non

E|l resultado obtenido significa que se espera que el 793 % de las cajas individuales contengan
entre 365y 368 gr.

Al co‘parar estos resultados se observa que se encuentran muchas mas medias muestrales gue
medias individuales entre 365 y 368 gr ; es decir la posibilidad de que la media de una muestra de
25 cajas esté cerca de la media de la poblacion es mayor que la posibilidad de que lo este un valor

individual unico.

. Veamos como se afectarian los resultados si se utilizara un tamano de muestra diferents, por
ejemplo, 100 cajas envez de 25.

——

En este caso X ~ N (px=368gr,0x = (15gr/N100)=15gr) y
P( 365 gr< X < 368 gr) = P(-2<Z2<0)= 0,5 - 0,0228 = 0,4772
Se puede esperar que el 47 72% de las muestras de tamafio 100 tengan medias enfre 365y 368 gr.

« Por ultimo , en lugar de determinar la proporcion de medias muestrales que se esperan que se€
encuentren en cierto intervalo , podemas encontrar el intervalo en el cual caeria una proporcion fija

de medias muestrales.

Sea conocer el intervalo en torno a la media de la poblacion que incluye el 95 % de las medias
muestrales en base a una muestra de 25 cajas.

Esto significaque P( x; < X < xz )= 085 donde X~ N (px=368gr ,ox =3 gr)

Resulta Z = (X- 368)/3 una variable normal estandar para la que

Escaneado con Cam
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-

2= (%-368)/3 y z,=(x,-368)/3

27T AR TR T R

bg.ﬁﬁé%/bbb&bbﬂb.%bbbbbbbh

= 085 = P(Z< zp)-P(Z<zy)= 0975 - 0,025

FE IR ]

El areaentre zy yz, esde 0,95

. Enla tabla de distribucién acumulada de la normal estandar,
el valor z; que deja un érea de 0,975 a su izquierda es

z;= 1,9, 0(1,96)=P(Z<19)=0,975

L FPFTR

045

El valor z; que deja un érea de 0,025 a su izquierda es
2,=-1,96, $(-196)=P(Z2<-1,96)=0,025

=3 k) o 1 2y 3 P (-19<Z<196) =0,975-0.025=0,95

0Aa3s
S )
R <A AANRIAN
= -3 -2 -1 i 2 3 -3 -2 -1 L 2 3
’ $(1,96)=P(Z<1,96)=0,875 $(-1,96)=P(Z2<-196)=0,025
£ )
A :
0.12 Los valores buscados de x4 y x, Se obtienen
" . de las ecuaciones correspondientes a z y y z ,
- 0.1 £ y resultan
) 0.0sf X 1= 368-196.3= 36212
) X =368 +1,96.3 = 37388
) 0.06 B
& .04l Entonces el 95 % de las medias muestrales de

- | NN muestras de tamario 25 _se encuentran en el
0.02¢ \, R intervalo 362,12gr < X < 37388qr.
» L/& NN ™ ’ %

362 364 366 574

o Esto me puede servir , por ¢ para decidir si el equipo funciona correctamente. Si la media de una
; muestra de tamafo 25 - ericuentra en este intervalo decimos que el funcionamiento es correcto ,

> de lo contrario debo efectua I €l ajusts correspondiente.

Muestreo de poblaciones finitas
P N g W N e

Cuando el muestreo se redliza con reposicitin o la poblacion es infinita valen los resultados que hemos
presentado. Cuando el muésireo se realiza sin reposicién de una poblacién de tamaiio finito~ N vy
en especial cuando el tamafib 48 1a Tauestra n no es pequefio en comparacx;’)'n con el tamario de la
poblacion N (n/N > 0,05% esdecir se muestrea mas del 5%’ de la poblac?on ) se debe usar un
factor de correccion parélpoblacién finita al definir el error estandar de la media . Resulta

6% =(ox/Nn)Y(N-n) (N-1) k=v(N-n)/(N-1) es el factor de correccion poblacién finita

X

e BECaneato Con vann
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o X 2 z ”/—
Xq— Xo AN (,/“)g - P ,Q_—l“_fy_ﬁv P
Distribucion Wiestral de la Difersncia ce Mecioe IS &
|

y varianza © « 2 yla segunda con

Supéngase que se tienen dos poblaciones , una con media K xi
la media de una muestra aleatoria de

media [ x2 Yy varianza © x> . Si el estadisticc 5(-1 representa
tamafio n, seleccionada de la primera pablacion y el estadistico X, representa |a media de una ©-
muestra aleatoria de tamafio n, seleccionada de la segunda poblacion, independientemente_ de la &

muestra de la primera poblacién; entonces la ‘distribucién muestral de la diferencia de medias Xi - X2 y
para muestras repetidas de tamafios nyy n seleccionadas independientemente de dos poblaciones

responde al siguiente teorema:

Si se sacan al azar muestras independientes de tamarios ny y nz de dos poblaciones, discretas o

continuas, con medias W xi y M xz Y varianzas G xi 2 y gy’ respectivamente; entonces, a
distribucién muestral de la diferencia de medias X; - Xz , esta distribuida aproximadamente en forma
normal con media y varianzas :

(0')(12/ﬂ1) + (GX22'/n2)

o i 510%&0\*“‘%0

Bxi-x2 = Hxi - Hx Cixnxz:

’ AT oy Lon -

( Xi-X2) - (Hx - Hx) V.7 /Q)V){),Wu;ao..g o edus,

@ De modo que Z= es aproximadamente una variable normal estandar
\[(Ux12/n1 ) +(ox’ln)

~
i \ \ \ \ \ \

es muy buena, sin importar las formas de

Si ny=230 y n2 30 la aproximacion normal de 7(1 - )—(2
las dos poblaciones.

-~ -

Si ambas poblaciones son normales, entonces X, - X, tiene una distribucion normal sin importar que

valorestengan ny y 2

Ejemplo:

Los cinescopios de television del fabricante A tiene una ¢ rracién promedio de 6, 5 anos y una

desviacion estandar de 9 anos, mientras que los 0¢' B tienen una vida promedio de 6,0
silidad de que una muestra aleatoria 5

afos con una desviacion estandar de 0,8 afos. (G
de 36 cinescopios del fabricante A tenga una dura .1g sea al menos un afno mas que la ‘
2 -

duraci@n promedio de una muestra de 49 cinescop
\

por el problema es e .

e e

Pcblacion 1 2 -
-, : : ; - T
Duracion de los cinescoplos de A | Dura .0pios de B . C

B Y1R= 6,5 I )
[ ow’=098 L w 8> _
ng = 36 3 )

La informacion proporcionada

s——

Wx1.x2 = 65 -6 =05 0'x1-x2=\f(0.92/36)+-{.(~").82/49) =0,189 4
\

na distribucion normal con media ki i _x, = 05 Y desviacion
-7 .Y -058 ,

Z = [, - %2) -051/.0,189 es normal estandary

cién de dlistribucidn aclimula de la normal estandar:

La variable aleatoria —)Z1 - -fz tiene u
estandar © xi.x2 = 0,189, entonces la variable
podemos calcular probabilidades empleando la fun

S —

P (X -Xo 2 X1-%) =P (Xy-Xp 2 1) = 1-P(Xi-Xp <1)= r

v

Pk -X, 2 1) =1-P(Z <(1-0,6)/0,189)=1-P (Z <2,65) = 1-0,9960=0,0040

La propabilidad de que la media de 36 cinescopios del fabricante A éea al menos 1 afo mas grande que ‘
la media de 49 cinescopios del fabricante Besdel 0,4 % p

N
|

e g P ﬂSQFE OR :IING. NELIDA B. PRIEMER o
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ESTADISTICA: DISTRIBUCIONES MUESTRALES 89

Distribucidn Muestral de (n - 1) SE

Si se toma una muestra aleatoria de tamafo n de una poblacién normal con media Kx Y varianza

2
o i 2 - P ;
S X e}; IS: ca!cula la varianza muestral s? se obtiene un valor del estadistico S?. La variable aleatoria
T O\é?rlapza de todas y cada una de las muestras aleatorias de tamafio n gue se pueden tomar
poblacion normal.  Para caleular probabilidades relacionadas con  S2 se trabaja con la

.(.jls‘(nbuc'on muestral del estadistico (n-1) §?/ 6> que tiene una funcion de densidad conocida como
Jl cuadrado . A esta variable aleatoria se |a simboliza Xz . Asi, se enuncia el siguiente teorema :

S 2 3
St 'S es la varianza de muestras aleatorias de tamafio n tomadas de una poblacién normal que tiene
varianza ¢, entonces el estadistico

= 2,2 ; AL e i . :
X (n-1) §%/o tiene una distribucién ji cuadrado con v = n-1 grados de libertad

Decnmos gue una variable aleatoria continua X tiene una distribucién ji cuadrada con v grados de
libertad si su funcion de densidad es

el o 2 e T x>0
txi(ix) =
0 en otro caso

donde V esun entero positivo
Sy ———2 . 2 2, 2
Los valores de la variable aleatoria ", se calculan a partir de cada muestra‘-x =(n-1)sc” ,V=n-1

g 5 20007 .
La probabilidad de que una muestra aleatoria produzca un valor 7 mas grande que algun valor
especificado es igual al area bajo la curva %a derecha de ese valor,

2 2 2 2 ’
Asi, P(% >%4) = o,h donde 7 o representaelvalorde ) arriba del cual se encuentra un
area ‘%z . Esta situacion se representa en la figura:

A

3 <~

2 2
0 L a X

2
Buscaremos en una Tabla de doble entrada los valores de %, . Enlatabla se entra con valores de v

yde Q.

I
1]

. 2
7 y o =005 seobtiene ¥ 0,05 14.067

Por ejemplo: para Vv y
y o =095 se obtiene % o095 = 2,167

para V

| 90 % de la distribucién ji cuadrado cae entre 2,167 y 14,067 , entonces

m

P (2167 <y <14067) =090 si vV =7

Escaneado con Cam



ESTADISTICA: DISTRIBUCIONES MUESTRALES 90

El 95 % de la distribucion estara entre X20,975 , el valor que deja un area de 0,875 & su derecha , y

2 _ .
0,025 , el valor que deja un érea de 0,025 a su derecha  En términos de probabilidades resulta :

2 202
P (7% o975 <% <% oo2s) = 095

Sia pa_rt_ir de una muestra, obtenemos un valor de ji cuadrado a la derecha de ‘X,zo,ozs , debido a la poca
probabilidad que tenemos de obtener un valor en esa regién se puede pensar que el valor supuesto

2 . "
para ¢~ es demasiado pequefio. En este caso Xz =(n-1) 52/02 es un valor demasiado grande.

Si, en _Qambio, obtenemos un valor de ji cuadrado a la izquierda de xzo,g-,_r, . debido a la poca
probabilidad que tenemos de obtener un valor en esa regién se puede pensar gue el valor supuesio

2 . .
para ¢ esdemasiado grande. En este caso ’)(2 =(n-1) s%o? es un valor demasiado pequeno.

Ejemplo: -

un fabricantg de baterias para automaviles garartiza que sus bateria duraran , en promedio, 3 afios con
una desviacion estandar de 1 afio . Si 5 de estas bateria tienen duracionesde 1,9 - 2,4 - 3,0 - 3.5
y 4,2 afos ¢ esta el fabricante convencido aun que sus baterias tienen una desviacion estandar de un

=09 odte dlealowie dinocon de Lon helouds e dealiclousa
PYTIPOPEN JUVE-RU S

La varianza muestral es s 2 =0815 ,v = 4 ( el tamafio de la muestra es 5 ) y 0‘2 = I 12

entonces %2 =(n-1)s¥c? = 4.0815/1 =3,26

Dado que el 95 % de los valores de 'xz con 4 grados de libertad cae entre ng,gn =0,484 vy

2 . ’ ;
X 0,005 = 11,143 , el valor calculado con G® = 1 esta en ese intervalo y por lo tanto es fabricante
no tiene razon para sospechar que |a desviacion estandar sea distinta de 1.

2 A 2 -
Si buscamos en la Tablacon v = 4, elvalorde ) mas cercanoa 3,26 es Y o,50 = 3,357 que deja
un area de 0,5 a su derecha, lo que llevaria a la misma conclusion .

¢

Distribucion del estadistico T

: 2 ”
La mayoria de las veces no se conoce la varianza o~ de la poblacion de |a que se seleccionan las
- : L 2
muestras aleatorias. Para muestras de tamano n 2 30 se obtiene una buena aproximacion de o
cuando se calcula S% Sien la variable aleatoria  Z = ( X :_ux)/(cs/\f—ﬁ),se reemplaza ¢ por S

se define una nueva variable aleatoria , el estadistico T= ( X - ux)/(S/ V) . La distribucién de
probabilidades de T se desvia en forma apreciable de la normal estandar si el tamaric de la muestra es
pequefio, porque en esté caso los valores de S? fluctian considerablemente de una muestra a otra. La

funcién de densidad del estadistico T recibe el nombre de distribucién t de Student con Vv=n-i
grados de libertad y esta dada por :

-w(t(:ﬂ

) -(v+1)/2

hety = (T (v 1y2) /T vavmv) (1+ (121v)

Se considera que las muestras se extraen de una poblacién normal. Sin embargo, puede demostrarse
gue puede emplearse para 1Ias poblaciones no normales que poseen distribuciones en forma de

campana.

Al igual que la variable aleatoria Z , T tiene una distribucién simétrica alrededor de una media igual a
cero con forma de campana. Sin embargo, la dis_tribucién t varfa mas , debido a que los valores .de ‘T
dependen de las variaciones de dos cantidades X y s? , mientras que los valores z dependen solo de
los cambios de X de una muestra a otra.

CSCidlieduu Cull udllil
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ESTADISTICA: DISTRIBUCIONES MUESTRALES o

- Amedida que el tamafio de la muestra aumenta las dos distribuciones se aproximan.

VEEVERITTT

La varianza de T depende del tamario de |a muestra y siempre es mayor que 1.

Las probabilidades de que una muestra aleatoria produzca un valor t=(x -px)/(s/ ¥n ) que caiga
entre dos valores cualesquiera especificados es igual al drea bajo la curva de la distribucién t entre
esos valores. Tenemos una distribucién diferente para cada tamafio n de las muestras (n=30).

Para determinar probabilidades se pueden emplear tablas que contienen los valores de t por encima

del cual se encuentra un 4rea especifica « para cada grado de libertad v=n-1. Los valores de o que
presenta la tabla son 0,1 - 0,05 - 0,025 - 0,01 - 0,005 . (el nramen)

De este modo t, representa el valor de t arriba del cual se encuentra un érea igual a «.

Para v =10, tg025=2,228 es el valor de t arriba del cual se encuentra un &rea o, = 0,025.

4\

o A-oL oL
% G 3
Tk tu

Dado que la distribucién t es simétrica respecto del eje de ordenadas, que coincide con la media de la
distribucion, se tiene que tq., = - t, .

Esto significa que el valorde t quetieneun dreade 1-oa aladerecha,o a ala izquierda es
opuesto al valor de t que deja un drea igual a o hacia la cola derecha de la distribucion. Asi, resulta:
y togss = - toos togse = - toos

Ejemplos
= Obtener el valorde t con v =14 grados de libertad que tiene un area de 0,025 a su izquierda
Debo calcular togrs =- to02s =-2,145

El valor de t que tiene un area de 0,025 a su izquierda es el que deja un area de 0,975 a su derecha y
este valor es opuesto al valor de t que deja un area de 0,025 a su derecha debido a la simetria de la
distribucion t. :

» La P(-tooas<T<toos ) =P (toars<T<togs) =095

* Encontrar el valor de K detal formaquela P( K<T < -17681 )= 0.045 para una muestra
aleatoria de tamano 15 seleccionada de una poblacidn normal.

De acuerdo a la tabla para v =14, togoes= 1761 es el valor det que deja un area de 0,05 a su

derecha , entonces togg95=-1,761 deja un &rea de 0,95 a su derecha y de 0,05 a su izquierda y
resulta P (T<-1,761) =0.05

Como P( K<T<-1761) = P(T<-1761) -P(T< K)=005 -P(T< K)=0,045 se obtiene
que P (T < K)=0,005

K es el valor de t que deja un area de 0,005 a su izquierda o de 0,995 a su derecha es decir

MATEMATICA PARA INGENIEROS 2006 PROFESOR : ING. NELIDA B. PRIEMER |
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Se obtuvo que P ( 2,977 < T <-1,761 )= 0.045

Podemos decir que exactamente el 95 % de los valores de t de una distribucion t con v grados de

libertad caen entre -t o025 y tooz25. Un valorde t que caiga debajo de -t o025 © aiba de to,02s

provocaria que se pensara que el valor de px' puede ser un error. =
.Q/V\.I:YLCJ/“ Al x - O .

! i) Z, - Ux) >0 v %n.ouwob& ) A
Ejemplo: 0,025 ; ~ ; r
A ""‘«01,025 E,-u.x)(o 8 W&Wn \/.abs./ AL x %«o—hw
Un fabricante de focos afirma que su producto duraré en promedio 500 hs de trabajo. Para conservar
este promedio, esta persona verifica 25 focos cada mes. Siel valorde t calculado cae entre - toos

y tops el fabricante mantiene esta afirmacion & Qué conclusion se obtiene de una muestra con Xx=
518 hs y desviacién estandar s =40 hs . Asuma que los tiempos de vida sé distribuyen en forma

normal.

(5

‘

i

tosges =- tooes =-2977 ‘
{

{

(

(

{

Para v = 24, obtenemos :tops =1,711 , - toes =togs=-1711 SRR ) S

t=(x -px)l(slﬁ) = (518 - 500) / (4Q/5) = 2,25
E| valor de t calculado a partir de la muestra es superiora 1,711. La probab_ilidad de obtener un valor de

t > 225 es menor que 0,05 y también es menor que 0,025 (t 0,025 = 2,064 para vV = 24) .

Si ux fuera mayor que 500, el valor de t obtenido estaria mas cercano a toos - De aqui que ef
fabricante estd en condiciones de concluir que sus focos son un producto mejor de lo gque habia

pensado.

Distribucién F

Si 812 y S;° son las varianzas muestrales de variables aleatorias independientes para muestras

"

de tarﬁﬁo ny y Nz que se extraen de poblaciones normales con varianzas o> y G2 entonces
la variable aleatoria F ‘

F=(S2/0:2) 1 (821629 = (818°) . (02’1 047)

tiene una distribucion F con V1 =Ny - 1 y vz2=n-1 grados de libertad.

La funcion de densidad de f esta dada por

-1\v1 +v2 )/2] O( f< -

(C((ve+ v2)2) (val va) ' 21 T (vai2) T (v212) ] [f V21 (44 (vel ) )

fr(f) =
0 en otro caso

conocida como distribucién F con v¢ , V2 grados de libertad.

£ namero de grados de libertad v4 asociados con la variable aleatoria de la poblacién que aparece en

el numerador siempre se establece en primer término , después va el numeros de grados de libertad

asociado a |a variable aleatoria de la poblacién que aparece en el denominador.

CSCdlieduu Cull udllil
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ESTADISTICA: DISTRIBUCIONES MUESTRALES

L ki g o
ofd;lr‘:r:: 2'e Iz distribucién de probabilidades de F depende no sblode vq y Va2  Sino también del
que se establecen . Una vez que se dan estos dos valores puede identificarse la curva.

Las tablas

W 2 q;_xe emplea_remos para calcular probabilidades relacionadas con la variable aleatoria F dan

e por encima del cual se encuentra un dreaiguala o para v4 y V2 grados de libertad,
en ese orden. Representamos ese valor como f,

Esta situacion se representa en la figura:

A
/////// 775
0 1o f

Disponemos de dos tablas de doble entrada para trabajar con F. Una paré valoresde o =005 yla
otra para valores de o =0,01 para varias combinaciones de grados de libertad vq y V2.

De este modo se obtiene para v{ =6 y va =10 que fo0.05=2322

Propiedad :

Dada fo (v, v ara f i i | =
o (v va) P » COn V{ Yy V2 grados de libertad, se Obt'eneﬂi"'\(vf‘;vi) =1/ ful Vi) v;‘)

é

De este modo fo.05 (6, 10) =1/ 0s(10,6)= 1/406=0248 L =005, N=C, V=40

Ejemplos :

son las varianzas muestrales de variables aleatorias normales para muestras

=8 ynm =212 con varianzas iguales, 012 =02° , encuentre
P((8718,7)<4,89)

1) Si 8%y S
independientes de tamano ny

En este caso, la variable aleatoria F resulta :

e nife821i8,%) _.(ng/cfz)=(8121822) pues G:2=02° y (o /ay’) =1

con v4=7 Yy vz= 11 grados de libertad.

En |a tabla correspondiente a @ = 0,01, para el par ordenado (v4, v2)=(7, 11), obtenemos.
f0,01 (7,11) = 4,89

que significa que el valor 4,89 deja un area de 0,01 a su derechay de 0,98 asu izquierda

Entonces, la P ((S$1?/S,°)<4,89) =099 pues corresponde al area a |a izquierda de fo,01 (7, 11)

SE%OEESOR ¢ le. NELIDA B. PRIEMER
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les con varianzas

2. )sESit 812 y 822 son las varianzas muestrales de variables aleatorias norma 3
=25y

012 =10 y ©2°= 15 para las que se tomaron muestras independientes de tamafios Ny

ny = 31, encuentre P (( S;?/S,*)>1,26)

’

La variable aleatoria F resulta:
= 2,2 2 2, _ 2q.2 s (oy2/04°) =15
F= ( Sy /Sz)((}’z‘_/(}'4 )—1,5(81 /Sz) pues Oz, 3 1
con vi=24 y va= 30 grados de libertad.

Como P ((S12/S2)>1,26)=P ((1,5(S2/82))>1,89)=P( fy(24,11)>189)= 005

y en la tabla correspohdiente a « =0,05, para el parordenado (v1,v2)=(24,11), obtenemos :
f0,05 (24,11) = 1,89
que significa que el valor 1,89 deja un area de 0,05 a su derecha ; entonces,

P(f, (24, 11)>1,89) =P fo,05 (24, 11) > 1,89 ) =-Q,05

Ccsudiieauu con Cam



