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DISTRIBUCIONES MUESTRALES
La necesidad de las distribuciones muestrales

Recordemos que |a estadistica trata de la foma de decisiones basada en datos observados en
presencia de incertidumbre. ‘

En el analisis de datos se obtienen estadisticos a fin de estimar los valores correspondientes en la
poblacién o pardmetros .

Un estadistico puede definirse como una funcién de las variables aleatorias que se pueden
observar en una muestra y de las constantes conocidas y se utilizan para hacer inferencias,
estimaciones o tomar decisiones , con respecto a los parametros poblacionales desconocidos.

Precisamente se conoce como inferencia estadistica al proceso de generalizar estos resultados
muestrales a la poblacién. 4

En la practica se usa la muestra para obtener conclusiones de la paoblacién o universo , para ello se
selecciona al azar una muestra inica de tamafio predeterminado. De este modo, si se quiere
emplear algin estadistico para estimar el correspondiente parametro poblacional, se observar el
estadistico para toda muestra posible que pudiera haber ocurrido y a la distribucién de los
resultados obtenidos para el estadistico se le conocera como una distribucion muestral .

Un estadistico resulta una variable aleatoria donde sus valores dependen de la muestra observada y

de su tamano y tendra , en consecuencia , una distribucion de probabilidad asociada para cada tamafio
de la muestra :

La distribucién de probabilidad de un estadistico se conoce como distribucion muestral

Distribucién Muestral de la Media

Dado gue la media aritmética es un estadistico que presenta propiedades matematicas importantes que
justifican su eleccidn entre las demas medidas de tendeéncia central para estimar la media poblacional ,
analizaremos el caso de la distribucion muestral de la media,

El estadistico media muestral | se define :
n
Y= X = (X434 Xo+ ... +X)/n = (X X;)/n
i=1
donde Xy , Xz ,... X, sonunamuestra aleatoriadetamafio n ode n observaciones y
son variables aleatorias en un muestreo repetido.

X esuna variable aleatoria pues es funcion de las variables aleatorias observadas en una muestra

Este estadistico se emplea para estimar la media poblacional o esperanza de una variable aleatoria
X quesimbolizamos px , donde px = E (X)

La distribucion muestral de un estadistico depende del tamafio de Ja poblacién , del tamafio de la
muestra y del método de seleccion de estas Ultimas .

Obtendremos la distribucién muestral de la media para el siguiente ejemplo :
Para una poblacién de cuatro maquinas ,Unicas disponibles en el mercado para la fabricacion de

tornillos, a las que se sometid a la misma prueba  se registré el nimero de piezas defectuosas
producidas en la prueba obteniéndose los siguientes resultados:
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MAQUINA Cantidad de piezas defectuosas
A 3
B 2
C 1
D 4

La variable aleatoria X es " cantidad de piezas defectuosas producidas por las méquinas disponibles ™

La variable aleatoria X tiene una distribucion uniforme ya que las Unicas cuatro maquinas disponibles .

producen distinta cantidad de piezas defectuosas y cada una tiene la misma probabilidad de ser
seleccionada. La probabilidad de seleccionar una cualquiera de las maquinas es de 1/4 y ésta es,
entonces, la probabilidad de seleccionar una méquir]a que produzeca 1,2, 3 & 4 piezas defectuosas.

1/4 si x=1,2,3,4.
px(x) =
0 en otro caso

Dado que se dispone de informacion sobre toda la poblacién |, calculamos la media , u x ,y la

desviacion estandar o x

Esperanza o Media poblacicnal: E(X) = px = 2,5 piezas defectuosas

Varianza: VAR(X) = ox> = E[(X; - px)?] =125 —

Desviacion Estandar : ‘o x = \/VAR(X) = 1,12  piezas defectuosas

Si las muestras de dos maquinas se seleccionan can reposicién de esta poblacion , hay 16 muestras
posibles que se podrian seleccionar y obtendriamos la siguiente tabla de medias muestrales:

TABLA : Total de muestras posibles de n =2 Maquinas para una poblacién de N = 4 Maquinas
cuando se muestrea con reposicion

4 Muestra Maquinas Resultados Media Muestral
1 AA 3-3 3,0
2 A, B 3-2 25
3 A C 3-1 2,0
4 A, D 3-4 3,5
5 B-A 2-3 25
6 B,B 2-2 2,0 -
7 B,C 2-1 1,5
8 B,D 2-4 3,0
9 C,A 1-3 2,0
10 C,B 1-2 1,5
11 c.C 1-1 1,0
12 c,D 1-4 2,5
13 D,A 4-3 3,5
14 D,B 4-2 3,0
15 D,C 4-1 2,5
16 D,D 4-4 4,0
TOTAL 40

Resulta una poblacion de tamafio N = 16 para la Variable Aleatoria ')‘('.: " Media muestral para muestras
de tamafio n=2" tiene los siguientes parametros:

Esperanza o Media : E(X) = ux = (40/16) = 25
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VAR (X)=0 x%= E[(X;- 1%)?] = (10/16)=0,625

Desviacion Esténdar :©  ox = YVAR(X) = 0,79

Para determinar los valores de la varianza empleamos como elemento auxiliar la tabla de frecuencias
siguiente

Tabla de Frecuencias

Media muestral Frecuencia (fi) fi. (X, - wy)?
1,0 1 2,25
1,5 2 2,00
2,0 3 0,75
25 4 0,00
3,0 3 0,75
35 2 2,00
4,0 1 2,25
TOTAL 16 10,00

®

Podemos representar el histograma de frecuencias a partir de esta tabla de frecuencias y tendremos
la forma en que se distribuye la variable .

Se observa que :

» El promedio de todas las medias muestrales posibles ‘para‘muestras de tamafio 2 esigual a la
media de la poblacion :

Hx = p¥x
» Las medias muestrales son menos variables que los datos de Ja poblacién en si.

Una media muestral en particular promedia todos los valores de la muestra . La poblacion puede constar
de resultados individuales con una amplia escala de valores desde extremadamente pequenos hasta
extrerydamente grandes . Sin embargo , si un valor extremo cae dentro de la muestra , aunque tenga
efecto”sobre la media , el efecto se reducird puesto que se esta promediando junto con los demas
valores de la muestra. Es mas , segin aumenta el tamafio de la muestra , el efecto de un solo valor
extremo se hace aun mas pequerio puesto que se estd promediando con mas observaciones.

Este fendmeno se expresa en forma estadistica en el valor de la desviacion estandar de la media
muestral que resulta menor al de la poblacion. Es Ja medida de la variabilidad de la media de una
muestra a otra y se conoce como error estandar de la media y se simboliza GX

Muestreo de poblaciones normales

Veremos a continuacién como responder la pregunta : Qué distribucion seguira la variable aleatoria X
donde X es "/a _media de muestras de tamafio n " ? .Se demuestra que : '

En un muestreo con reposicién de una variable aleatoria que tiene distribucién normal de pardmetros
x (media poblacional ) y o x (desviacidn esténdar poblacional ), es decir

X~ N{uxo5)

la distribucion muestral de la media también tendra distribucién normal para cualquier tamarfio  n
delamuestracon media pX = u x vy desviaciénestandar o X =ox / ¥n ; osea

X~ N(px, o/ n)
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e

' ,Veamos el sngurente resultado, representado en la figura, donde se evidencia que IasMones
muestrales de medias de una poblacién normal son normales y que ademas conforme aumenta el
tamano de la muestra la_distribucion muestral de la media continda con una distribucién normal con

media p x = u x ,mientras que disminuye el error estandar de la media por lo que una proporcion
“mayor de medias muestrales estan mas cercanas a la media.

TV R a5 2o et M o e et Rt e A M Bk T oo B B et A A, R B R . S et S e 20t vt

Distribuciones muestrales de la media de 500 muestras de tamario
N=1,2,3 8,16y 32 seleccionadas de una poblacién normal

Se seleccionaron aleatoriamente 500 muestras de tamafios 1, 2, 4 , 8,16 y 32 de una poblacién
que tiene distribucidén normal .

Trazamos los poligonos de frecuencias para los resultados obtenidos en donde observamos que
aunque la distribucién muestral de la medla es aproximadamente normal para cada tamafo de la

MATEMATICA PAi.?A INGENIEROS 2006 PROFESOR : ING. NELIDA B. PRIEMER




ESTADISTICA: DISTRIBUCIONES MUESTRALES 81

muestra , las medias muestrales estan distribuidas de un mode mas ajustado alrededor de la media’'de
la poblacion segin aumenta el tamario de la muestra.

La aproximacion a-la normal se debe a que se han seleccionado sélo 500 muestras de un ndmero
mucho mayor de muestras posibles, resulta entonces que las distribuciones muestrales
representadasen el grafico son aproximaciones de las reales. ’

Esto significa que si definimos la variable alleatoria Z 1l Z= (’)E'- px )/ {oxd{ *f?) ;L
tendra una distribucién normal estandar Z~ N(0,1)

Esto permitird obtener, la proporciéon de todas las medias posibles que pueden encontrarse , por
gjemplo , en un intervalo de la media de la poblacién para muestras de tamafioc n .Se emplearan para
ello las tablas de la funcion de distribucion acumulada para la distribucién normal esténdar vy
calcularemos este valor como el &rea bajo la curva en .ese intervalo.

Si observamos el ejemplo resuelto para una poblacion de cuatro maquinas, obtuvimos
LX = pox y oXx =ox/ vn = 1,12/\/_5 ~ 0,79 vy la poblacién no es normal

¢, Podra generalizarse este resultado a poblaciones no normales ?

Muestreo de poblaciones no normales

Hemos examinado la distribucion muestral de la media en el caso de que la variable aleatoria tuviera
una distribucion normal . Sin embargo, se debe tener en cuenta que en muchos casos se conocera que
la poblacién no esta distribuida en forma normal o quiza se piense que resulte poco realista asumir una
distribucion normal . Por lo tanto es necesario examinar la distribucion muestral de la media para
poblaciones que no tengan distribucién normal.

Veamos los siguientes ejemplos de distribuciones muestrales de medias correspondientes a diferentes
poblaciones:

Cadaéma de las distribuciones muestrales se han obtenido utilizando una computadora para
selecCfonar 500 muestras diferentes de su respectiva poblacién. Estas muestras se seleccionaron
para diferentes tamafios , n = 2 . 4 |, 8 , 16 , 32 : detres diferentes distribuciones
continuas ; normal, uniforme y expcnencial .

» La FIGURA 1 es un ejemplo de la distribucion normal de la media seleccionada de una poblacion
normal Si la poblacion tiene una distribucion normal |, la distribucién muestral de la media estara
distribuida en forma normal independientemente del tamafo de la muestra . El examen de las
distribuciones muestrales de la figura da'una evidencia empirica de esta afirmacion pues para cada
tamano de muestra estudiado, la distribucidon muestral de la media tiene una distribucién
aproximadamente normal.

» La FIGURA 2 presenta una distribucién muestral de la media en base a una poblacion gue sigue
una distribucion continua uniforme ( rectangular ) . Para muestras de tamafio n = 1 |, cada valor
de la poblacion es igualmente probable ;.sin embargo , cuando se seleccionan muestras de tamario
n = 2 yahay un efecto de “ punto méximo ” o de * limite central ” en operacién. Por lo tanto , en
este caso, se pueden observar mas valores cercanos a la media de la poblacion que a lo lejos en los
extremos , y ; segun aumenta el tamario de la muestra , la distribucién muestral de la media se
aproxima rapidamente a una distribucion normal. Una vez que se cuenta con muestras de por lo
menos n = 8 | la media muestral tendra una distribucién aproximadamente normal.

* La FIGURA 3 es un ejemplo de la distribucion muestral de la media obtenida de una poblacién |

con un gran sesgo hacia la derecha, conocida como distribucién exponencial. Al aumentar el tamafio
de la muestra la distribucién muestral presenta menos sesgo. Para n = 16, la distribucién de la
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'fhédia tiene un ligero sesgo , mientras que para muestras de tamafio 32  la distribucién muestral
- de la media parece tener distribucién normal.

n

20y .. 30x . 440,(;;

FIGURA 1:

Distribucion normal y distribucion muestral de la media de 500 muestras
detamafio n = 2,4,8, 16, 32.
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FIGURA 2 :

Distribucion continua uniforme (rectangular) y distribucion muestral de
la media de 500 muestras de tamafioc n = 2,4, 8, 16, 32.
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Distribucion exponencial vy
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FIGURA 3:
distribucion muestral de la media de 500
muestras detamafio n = 2,4 ,8, 16, 32.
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Los resultados observados en estos gjemplos , se reflejan en el siguiente teorema

Teorema def limite central

Si X  eslamediade muestras aleatorias de tamafioc n  que se toma de una poblacion con

media wx vy varianza o x , entonces la forma limite de la distrbucién de Z /

X - px
Gx/ﬁ

se aproxima a la distribucién normal estandar cuando n  se hace infinito.

Es decir X~ N {ux ze/ 4n ) para n suficientemente grande

En otras palabras , este teorema establece que , si ef tamaiio de la muestra es suficientemente
grande se puede aproximar mediante una distribucién normal la distribucién muestral de Ja
media. Esto es cierto independientemente de la forma de distribucion de los valores individuales de la
poblacidn.

Como regla general, los estadisticos han encontrado que para la mayor parte de las distribuciones
poblacionales , siempre que el tamafio de la muestra sea por Io menos 30 ( n > 30 ), la distribucidn
muestral de la media es aproximadamente normal.

De lo expuesto se pueden resumir las siguientes conclusiones :
» Para la mayor parte de las distribuciones, independientemente de su forma, la distribucion muestral

de la media tendra distribucién aproximadamente normal si se seleccionan muestras de por lo menos
30 observaciones .

e Si g distribucién de la poblacion es bastante simétrica ; la distribucién muestral de la media sera
aproximadamente normal si se seleccionan muestras de por lo menos 15 observaciones.

¢ Si la poblacién tiene una distribucién normal | las distribucidn muestral de al media sera normal
independientemente del tamafio de la muestra.

El teorema del limite central permite al investigador hacer inferencias sobre la media de la poblacién sin

tener que conocer la forma especifica de la dlstrxbuuon de la poblacion para muestras de por lo menos
30 observaciones .

Ejempio :

Supdngase que el equipo de empaque en un proceso de llenado de paquetes de cereal de 368 gr se
ajusta en forma tal que la cantidad de cereal en la caja tiene distribucién normal con una media de 368
gr y se sabe, por experiencia , que la desviacion estandar de la poblacion es de 15 gr.

Si de varios millares de cajas que se llenan en un dia se seleccionan al azar 25 cajas y se caicula el
peso promedio para esta muestra, qué resultado se puede esperar ?

La poblacion tiene una dlstnbucxon normal, la media de la muestra actlia como una representacién en
miniatura de la poblacién y tiene una buena posibilidad de encontrarse cerca de los 368 gr. Entonces
surge la pregunta :

* ¢ Cuéles la probabilidad de que una muestra de 25 cajas tenga una media entre 365 y 368 ar. ?
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La variable aleatoria es X : “peso promedio de muestras de tamario 25 . El problema es obtener
P (35g < X < 368 gr)

Dado que X~ N ( px= 368gr , ox = 15gr ) donde X: “peso de la caja con cereal "
resulta X ~ N (px=368gr , ox =(15gr/V25)=3gr) ,entonces:

P(365gr< X <368 gr) =P (-1<Z<0)= 05- 01587 = 0,3413

Donde trabajamos con la variable aleatoria Z /Z ~ N (pnz=0, c%= 1) estandarizando la variable
aleatoria X, entonces :
Z=(X-pu3xVox = (X-368)/3 y si x=2365qgr = z= (365-368)/3 = -1

si X 36B8gr = z = (368 - 368)/3 0
y luego calculamos la probabilidad empleando la tabla de distribucién acumulada para  Z .

1
1)

"
1]

Obtuvimos que P (365gr<X< 368gr )= 0, 3413

= Este resultado significa que el 34,’]3 % de todas las muestras posibles de tamafc 25
tendrian una media muestral entre 365 y 368 gr que no es lo mismo que decir que cierto
porcentaje de cajas individuales tendrén entre 365 y 368 gr. ‘

Si queremos calcular esto Gltimo hacemos :

P(365gr< X<368 gr) = P (-020 <Z <0)= 05 - 04207 = 0,0793

pues Z=(X - pu x)/lox=(X-368)/15 y si x =365 gr = z =(365 - 368)/15 = -0,20
si x= 368gr = z=20

lo que permitié obtener las probabilidades empleando la tabla de distribucién acumulada para la normal

estandar.

El resultado obtenido significa qué se espera que el 7,93 % de las cajas individuales contengan
entre 365y 368 gr.

Al coﬂparar estos resultados se observa que se encuentran muchas mas medias muestrales que
medias individuales entre 365 y 368 gr; es decir la posibilidad de que la media de una muestra de
25 cajas esté cerca de la media de la poblacion es mayor que la posibilidad de que lo esté un valor
individual dnico.

= Veamos como se afectarian los resultados si se utilizara un tamafo de muestra diferente, por
ejemplo, 100 cajas envezde 25.

En este caso X ~N(ux=38gr, ox = (15 gr/\/m)=1,5 gr) vy

P( 365 gr< ; <368 gr) = P(-2<Z<0)= 05 - 00228 = 04772

Se puede esperar que el 47,72% de las muestras de tamafio 100 tengan medias entre 365 y 368 gr.

= Por Ultimo , en lugar de determinar la broporcién de medias muestrales que se esperan que se
encuentren en cierto intervalo’, podemas encontrar el intervalo en el cual caeria una proporcién fija

de medias muestrales.

Sea conocer el intervalo en tomno a la media de la poblacién que incluye el 95 % de las medias
muestrales en base a una muestra de 25 cajas.

Esto significaque P( x, < X < x, )= 0,95 donde X~ N (px=368gr ,ox =3 gr)

Resulta Z = (X- 368)/ 3 una variable normal estandar para la que

MATEMATICA PARA INGENIEROS 2006 PROFESOR : ING. NELIDA B. PRIEMER




: N\ :
~ ESTADISTICA: DISTRIBUCIONES MUESTRALES 87

2= (%-368)/3 y. z5=(x,-368)/3
= P(Z<z,)-P(Z<zy)= 0975 - 0,025
'El areaentre zy yz, esde 0,95

_ En la tabla de distribucién acumulada de la normal estandar,
el valor z; que deja un drea de 0,975 a su izquierda es

2= 1,96, ¢ (1,9 )=P(Z<1,96)=0,975

El valor z; que deja un 4rea de 0,025 a su izquierda es
zy=-196, $(-1,96)=P(Z<-196)=0,025

P (-1,96< Z<1,96) =0,975 -0.025 = 0,95

0.3
0.2
0.1 :
0,03.5 \
-3 -2 -1 1 2 3

O (-1,96)=P(Z<-196)=0,025

0.12 Los valores buscados de x4 y x, se obtienen

0.1 de las ecuaciones correspondientes az 1y z »
) y resultan

0.o8# X 1= 368-1,96.3= 362,12

0.06 X, =368 +1,96.3 = 373,88

0.04 Entonces el 95 % de las medias muestrales de

0.0z muestras de tamarnio 25_se encuentran en el
i intervalo 362,12gr < X < 373,88gqr.

T T ¥

362 364 366 368 370 372 374 -

Esto me puede servir , por ejemplo , para decidir si el equipo funciona correctamente. Si la media de una
muestra de tamafo 25 se encuentra en este intervalo decimos que el funcionamiento es correcto ,
de lo contrario debo efectuar el ajuste correspondiente.

Muestreo de poblaciones finitas

Cuando el muestreo se realiza con reposicion o la poblacion es infinita valen los resultados que hemos
presentado. Cuando el muestreo se realiza sin reposicién de una poblacién de tamario finito N v
en especial cuando el tamafio de la muestra n no es pequefio en comparacion con el tamario de la
poblacion N (n /N> 0,05} es decir se muestrea més del 5% de la poblacion ) se debe usar un
factor de correccién para poblacién finita al definir el error estandar de la media . Resulta

c% =(ox/Vn ) \} (N-n) (N-1) k=+ (N-n)(N-1) es el factor de correccién poblacion finita
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Distribucién Muestral de la Diferencia de Medias

Supdngase que se tienen dos poblaciones , una con media W x; y varianza o x . y la segunda con

media Uy Y varianza GX22 . Si el estadistico X, representa la media de una muestra aleatoria de
tamano n, seleccionada de la primera poblacién y el estadistico X, representa la media de una
muestra aleatoria de tamafio n, seleccionada de la segunda poblacion, independientemente de la
muestra de la primera poblacién; entonces la distribucion muestral de |a diferencia de medias Xy - X5
para muestras repetidas de tamafos ny;y n, seleccionadas independientemente de dos poblaciones
responde al siguiente teorema: :

Si se sacan al azar muestras independientes de tamafios n; y n, de dos poblaciones, discretas o

continuas, con medias W x1 y W x yvarianzas Gx° y Gx > respectivamente; entonces, la
distribucion muestral de la diferencia de medias X; - X, , esta distribuida aproximadamente en forma
normal con media y varianzas :

Hxtoxa = Wxt - Hxe 6lxixe = (Oxa?ing) + (ox?Iny)
( -)21')‘(;) - (UWxi - UWx2)

Demodoque Z= es aproximadamente una variable normal estandar
\/ (Oxi?/n)+(cxe’n)

Si =30 vy ny,> 30 laaproximacion normal de )—(1 - )-(2 es muy buena , sin importar las formas de
las dos poblaciones. '

Si ambas poblaciones son normales, entonces X; - X, tiene una distribucién normal sin importar qué
valorestengan ny y n,

Efemplo: ,

Los cinescopios de television del fabricante A tiene una duracién promedio de 6, 5 afios y una
desviacion estandar de 9 anos , mientras que los del fabricante B tienen una vida promedio de 6,0
anos con una desviacion estandar de 0,8 afios. ¢ Cudl es la probabilidad de que una muestra aleatoria
de 36 cinescopios del fabricante A tenga una duracion promedio gue sea al menos un afio mas que la
duraci@n promedio de una muestra de 49 cinescopios del fabricante B?

La informacion proporcionada por el problema es la siguiente:

Peblacion 1 Poblacion 2
Duracién de los cinescopios de A | Duracion de los cinescopios de B
Mxi =65 Lx =60 i
Gx12 :0’93 O'Xzz 30,81
ny = 36 Ny = 49
Uxi.xe= 6,5-6 =05 G xi-x2 = V(0,9%/36)+(0,8%49) =0,189

La variable aleatoria Xy - X, tiene una distribucion normal con media W x1.x2 = 0,5 v desviacién

estandar G xi1.x2 = 0,188, entonces la variable Z = [(_}2, - )?2) -0,5]}/ 0,189 es normal estandar y
podemos calcular probabilidades empleando la funcién de distribucién acumula, de la normal estandar:

A

v

PXi-Xp 2X1-%) =P (X -X221)=1-PX-Xp <1)=

P (X - X,

v

1) =1-P(Z <(1-0,5)/0,189) =1 -P (Z <2,65) = 1- 0 9960=0,0040

La probabilidad de que la media de 36 cinescopios del fabricante A sea al menos 1 afio méas grande que
la media de 49 cinescopios del fabricante B es del 0,4 %
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Distribucion Muestral de (n - 1) §?/ 67

Si se toma una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién normal con media. px vy varianza

ze y se calcula la varianza muestral s ? se obtiene un valor del estadistico S? . La variable aleatoria
S? es la varianza de todas y cada una de las muestras aleatorias de tamafio n que se pueden tomar
de la poblacion normal. Para calcular probabilidades relacionadas con  S? se trabaja con la

distribucién muestral def estadistico (n - 1) "SZ ! G° gue tiene una funcion de densidad conocida como

ji cuadrado . A esta variable aleatoria se la simboliza ¥~ . Asi, se enuncia el siguiente teorema :

Si S* eslavarianza de muestras aleatorias de tamafio n tomadas de una poblacién normal que tiene
. 2 i :
varianza ¢, entonces el estadistico

XAZ = (n-1) 8%/ o tiene una distribucién ji cuadrado con v = n-1 grados de libertad

Decimos que una variable aleatoria continua X tiene una distribucién ji cuadrada con v grados de
libertad si su funcion de densidad es

(x V21 g xI2y o V2 Ty x>0
fx(x) =
0 en ofro caso
donde V esun entero positivo

L . . 2
Los valores de la variable aleatoria Xz, se calculan a partir de cada muestrazx =(n-1) 52/0'2 ,V=n-1

- . 2 .
La probabilidad de que una muestra aleatoria produzca un valor ¥~ mas grande que algtn valor
especificado es igual al area bajo la curva e\la derecha de ese valor.

. 2.2 ' 2 2
Asi, P(X >% o) = a, donde 7, representa el valorde ¥~ arriba del cual se encuentra un
area g . Esta situacion se representa en la figura:

0

Buscaremos en una Tabla de doble entrada los valores de Xza . En la tabla se entra con valores de v
yde o. . ‘

H

Por ejemplo:  para v 7 y o =0,05 seobtiene Xzops 14.0687

7 y o =0,95 se obtiene X20,95 = 2,167

1]

para v

El 90 % de la distribucidn ji cuadrado cae entre 2,167 y 14,067 , entonces

P (2,167 <y? <14,067) =0,90 si v = 7
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El 95 % de la distribucién estara entre X20,,975 , el valor que deja un érea de 0,975 a su derecha , y

2 .
% o025 , el valor que deja un drea de 0,025 a su derecha En términos de probabilidades resuilta :
2 2 2
P (X 0975 <% <X o025) =095

Si a partir de una muestra, obtenemos un valor de ji cuadrado a la derecha de (0,025 , debido a la poca
probabilidad que tenemos de obtener un valor en esa regién se puede pensar que el valor supuesto

. - 2 . :
para 0'2 es demasiado pequefio. Enestecaso " =(n-1) 52/0"2 es un valor demasiado grande.

Si, en cambio, obtenemos un valor de ji cuadrado a la izquierda de 0,975 , debido a la poca
J 97
probabilidad que tenemos de obtener un valor en esa region se puede pensar que el valor supuesto

2 . 2 . ~
para G~ es demasiado grande. En este caso X =1n-1) 32/0’2 es un valor demasiado pequefo.

Ejemplo: .

Un fabricante de baterias para automdviles garantiza que sus bateria duraran , en promedio, 3 afios con

una desviacion estandar de 1 afio . Si 5 de estas bateria tienen duraciones de 1,9 - 24 -30- 35

y 4,2 anos ¢ esta el fabricante convencido adn gue sus baterias tienen una desviacidon estdndar de un

M vonoke dlealiuwin dinasion e Lon balordo e dialinloenga
meww N . 2 2

La varianza muestrales s =0815 ,v = 4 ( el tamafio de la muestraes 5 )y o = 17 = 1

entonces 3 =(n-1)s¥c® = 4.0,815/1 =326

J

Dado que el 95 % de los valores de Xz con 4 grados de libertad cae entre X20,975 =0,484 vy

2 2 . . .
A 0,005 = 11,143 | el valor calculado con G~ = 1 esta en ese intervalo y por lo tanto es fabricante
no tiene razén para sospechar que la desviacién estandar sea distinta de 1 .

. ' 2 , 2 .
Sibuscamos enla Tablacon v = 4, el valor de A mascercanoa 3,26 es Y o5 = 3,357 que deja
un area de 0,5 a su derecha , lo que llevaria a la misma conclusién .

g

Distribucion del estadistico T

La mayoria de las veces no se conoce la varianza o° de la poblacion de la que se seleccionan las
muestras aleatorias. Para muestras de tamafio n > 30 se obtiene una buena aproximacion de 02
cuando se calcula S% Sien la variable aleatoria  Z = ( X - px)/(clﬁ))se reemplaza ¢ por S
se define una nueva variable aleatoria , el estadistico T = ( X - ux )/ (S/Vn). La distribucién de

probabilidades de T se desvia en forma apreciable de la normal estandar si el tamafio de la muestra es
pequefo, porque en este caso los valores de S? fluctian considerablemente de una muestra a otra. La

funcién de densidad del estadistico T recibe el nombre de distribucién t de Student con v=n-1
grados de libertad y esta dada por:

h(t) = (T (v+2) /T (viyymv) (1+ (t27v)) (12 c <t <

Se considera que las muestras se extraen de una poblacidén normal. Sin embargo, puede demostrarse

que puede emplearse para 3Ias poblaciones no normales que poseen distribuciones en forma de
campana.

Al igual que la variable aleatoria Z, T tiene una distribucién simétrica alrededor de una media igual a
cero con forma de campana. Sin embargo, la distribucién t varia mas , debido a que los valores de T
dependen de las variaciones de dos cantidades X y S? | mientras que los valores z dependen sdlo de
los cambios de X de una muestra a otra.
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La varianza-de T depende del tamafio de la muestra y siempre es mayor que 1.

A medida que el tamafio de la muestra aumenta las dos distribuciones se aproximan.

Las probabilidades de que una muestra aleatoria produzca un valor t=(x - ux)/( s/n ) que caiga
entre dos valores cualesquiera especificados es igual al drea bajo la curva de la distribucién t entre

esos valores. Tenemos una distribucion diferente para cada tamafio n de las muestras {n=30).

Para determinar probabilidades se pueden emplear tablas que contienen los valores de t por encima
del cual se encuentra un drea especifica « para cada grado de libertad v=n-1. Los valores de « que
presenta la tabla son 0,1 -0,05-0,025-0,01-0,005. { al mvwemes )

De este modo 1, representa el valor de t arriba del cual se encuentra un érea igual a .

Para v =10, to,ozs = 2,228 es el valor de t arriba del cual se encuentra un érea o = 0,025.

/

A-oL o

7 72
T,

s bl *y

Dado que la distribucién t es simétrica fespecto del eje de ordenadas, que coincide con la media de la
distribucion, se tiene que  t4., = - t, .

Esto significa que el valorde t quetieneun dreade 1-a aladerecha,o «a alaizquierda es
opuesto al valor de t que deja un érea igual a a hacia ia cola derecha de la distribucién. Asi, resulta:
J toos = - tops togs = - toor

Ejemplos
= Obtener el valorde t con v =14 grados de libertad que tiene un 4rea de 0,025 a su izquierda
Debo calcular to’g75 =- top2s =-2,145

El valor de t que tiene un drea de 0,025 a su izquierda es el que deja un area de 0,975 a su derecha v

este valor es opuesto al valor de t que deja un area de 0,025 a su derecha debido a la simetria de la
distribucion t.

* LaP(-tooas<T<toes ) =P (togrs<T<tgps) =095

» Encontrar el valor de K de tal forma que la P ( K < T < -1,761 ) = 0.045 para una muestra
aleatoria de tamaric 15 seleccionada de una poblaciéon normal.

De acuerdo a la tabla para v =14, t 0,06 = 1,761 es el valor de t que deja un area de 0,05 a su

derecha , entonces togs=- 1761 deja un area de 0,95 a su derecha y de 0,05 a su izquierda y
resulta P (T<-1,761) =0.05

Como P( K<T<-1,761) = P(T<-1,761) -P(T< K)=0,05 -P(T< K)=0045 se obtiene
que P (T < K)=0,005

Kes el valor de t que deja un érea de 0,005 a su izquierda o de 0,995 a su derecha es decir
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toses =-topgos =-2,977
Se obtuvo que P ( 2,977 <T < 1,761 ) = 0.045

Podemos decir t}ue exactamente el S5 % de los valores de t de una distribucidnt con Vv grados de
libertad caen entre -to025 v to025. Unvalorde t que caiga debajo de -t 0,025 Oarribade tgg025
provocaria que se pensara gue el valor de Hx‘ puede ser un error.

j}»> i - JU.;x) >0 6( %/»amucie, , emlonces AL alzagbzw‘r\u:; .

) ' 0025 :
Ejemplo: 4 1 = , . ) ) *

/{; 17\1,_00025 St;—fbtx)éo %L W@n \/.aJ/)s./ 2o AL X %‘.c-y\_fa
Un fabricante de focos afirma que su producto durara en promedio 500 hs de trabajo. Para conservar
este promedio, esta persona verifica 25 focos cada mes. Sj el valorde t calculado cae entre - toos

y tops el fabricante mantiene esta afirmacion ;, Qué conclusion se obtiene de una muestra con x =

518 hs y desviacion estdndar s = 40 hs . Asuma que los tiempos de vida se distribuyen en forma
normat.

Para v =24, obtenemos Ztgygs =1,741 , - to)gs =to,95=—1,711 P -1,711<T<4,711) = 0,90
t=(x -px)/(s/V¥n) = (518 - 500) / (40/5) = 2,25

El valor de t calculado a partir de la muestra es superior a 1,711. La probabilidad de obtener un valer de
t > 225 esmenorque 0,05 ytambién es menor que 0,025 (t 0,025 = 2,064 para v = 24) .

Si uy fuera mayor que‘ 500, ef valor de t obtenido estaria mas cercano a t 0,05 . De aqui que el
fabricante esté en condiciones de concluir que sus focos son un producto mejor de lo que habia
pensado.

Distribucién F
. 2 . . . . .
Si Si* vy S,° son las varianzas muestrales de variables aleatorias independientes para muestras

= . . 2 2
de tar&no Ny Yy Nz due se exiraen de poblaciones normales con varianzas ©;° y G.° entonces
la variable aleatoria F i .

F=(S7%1c1?) 1 (SP102%) = (S2182) (o7 1c47)

“tiene una distribucion F con vi=ni-1 v va=n,-1 grados de libertad.

La funcién de densidad de f esta dada por

[T((va+v2)2) (val va) TP T (va2) T (var2) TIE 2 (45 (val va) £) 0T #Y22] gcteon
fr(f) = '
0 en otro caso

conocida como distribucion F con v4q , V2 grados de libertad.

El nimero de grados de libertad v4 asociados con la variable aleatoria de la poblacién que aparece en
el numerador siempre se establece en primer término , después va el nimeros de grados de libertad
asociado a la variable aleatoria de la poblacion que aparece en el denominador.
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La curva ds la distribucién de probabilidades de F depende no sélo de v4 y vz sino también del
orden en el que se establecen . Una vez que se dan estos dos valores puede identificarse la curva.

Las tablas que emplearemos para calcular probabilidades relacionadas con la variable aleatoria F dan
elvalorde f porencima del cual se encuentra un dreaiguala o para vq y V2 grados de libertad,

.dados en ese orden. Representamos ese valor como

Esta situacion se representa en la figura:

é////// 7
0 ' o f

Disponemos de dos tablas de doble entrada para trabajar con F. Una paré valoresde o =005 yla
otra para valores de o = 0,01 para varias combinaciones de grados de libertad v4 y V3 .

De este modo se obtiene para v41 =6 y va2 =10que fg05.=322

Propiedad :

Dada fo (v, v2) para fy con vq y vz grados de libertad, se obtieneGjoq(v{,?\%z—.) =1/ gl Vss va)

#

De este modo  fp,95(6,10) =1/fg05(10,8)= 1/4,06=0246 2 ol =005, 9\:‘5 , V2=10

Ejemnplos :

1) Si 82 y S;° son las varianzas muestrales de variables aleatorias normales para muestras ~

indepehdientes de tamano n;=8 y n, =12 con varianzas iguales, o 2=0,2 , encuentre
P((S17/8,°)<4,89)

En este caso, la variable aleatoria F resulta
F= (S7/8%) . (02210p2)=(S*/S2) pues Gi2=0,% y (o5 104%) =
con vi=7 y va= 11 grados de libertad.

En la tabla correspondiente a o = 0,01, para el par ordenado (v1,Vv2)=(7,11), obtenemos :
f0,01 (7,11) = 4,89

que significa que el valor 4,89 deja un area de 0,01 a su derecha y de 0,39 a su izquierda

Entonces, la P (( S42 7 S,? )<4,89) =0,99 pues corresponde al drea a la izquierda de f0,01 {7,11)
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2) Si S y S sonlas varianzas muestrales de variables aleatorias normales con varianzas
612 =10 y ©.%= 15 para las que se tomaron muestras independientes de tamafios ny =25 y

n, =31, encuentre P (( $;,%/S,%)>1,26)

La variable aleatoria F resulta :
F= (8%/8) . (042104%)= 1,5(8:*/8) pues (o4 /0g’) =15
con vi=24 y vo= 30 grados de libertad.

Como P (($:2182)>1,26)=P ((1,5(S/S,°))>1,89)=P( fy(24 11)>1,89)= 0,05

y en la tabla correspondiente a o = 0,05, para el par ordenado (v4, vz)= (24, 11), obtenemcs :

fo,05 ( 24, 11) = 1,89

gue significa que el valor 1,89 deja un area de 0,05 a su derecha . entonces,

P(fy (24,11)>1,89) = P( fo 05 (24, 11)>1,89)=0,05
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