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TEORIA DE PROBABILIDADES

En los experimentos aleatorios o estadisticos no podemos predecir de antemano el resultado que -
obtendremos cuando se repita siempre de la misma manera. Sin embargo, si es factible prever una ley
de compoitamiento de todos los resultados posibles, se puede, en base a ella, calcular la probabilidad

‘de obtener cada uno de los mismos.

La teoria de probabilidades es |a teoria matemética que permite calcular o cuantificar la probabilidad
de ocurrencia de un resultado. ' ‘ 4

Bésicamente, existen tres teorfas bien conocidas para medir la probabilidad - clasica, frecuencial y
subjetiva. La teorfa clasica se basa en el conteo de todos 10s resultados posibles en base a
conocimientos tedricos previos . En la teoria frecuencial el conteo se basa en datos reales. Existiran
situaciones en las que, para cuantificar la probabilidad de un cierto evento o suceso futuro se recurre a
la subjetividad del investigador, o se hace uso de la intuicién o de la creencia personal y de alguna otra
informacion indirecta . Esto forma parte de la definicién subjetiva de la probabilidad.

No obstante, en todos los casos |, se cumplen los axiomas exigidos para que una medida sea
considerada una probabilidad.

Los especialistas en estadistica usan la palabra experimento para describir cualquier proceso-o estudio
planeado que genere un conjunto de datos. Una encuesta de opinion, un muestreo, la recopilacién de
datos o una investigacion cientifica son experimentos estadisticos.

La opinion de los ciudadanos respecto a un determinado candidato en las elecciones reflejada en una
encuesta ; la toma de una muestra para analizar la presencia de plomo en el agua de un tanque de
almacenamiento ; el registro del ndmero de accidentes que ocurren mensualmente en algin lugar
determinado de la ciudad o el experimento que realiza un quimico en el laboratoric para medir la
energia que consume una reaccion, son ejemplos de experimentos aleaforios o estadisticos. En estos
casos no puede pronosticarse con certeza cuales son los resultados a obtenerse pues la seleccién de
los ciudadancs a entrevistar o de la muestra de agua sera al azar. Del mismo medo, los accidentes que

sucederan o los resultados que obtenga el quimico en su prueba programada de laboratcrio dependeran
de fac@ares no controlados.

La teoria de probabilidades brinda los elementos para modelar y analizar un experimento aleatorio con
el objeto de poder establecer la ley de comportamiento de los resuftados del mismo . A continuacién
introduciremos los conceptos que nos ayudaran a comprender esta teoria .

Espacio Muestral

Se llama espacio muestral al conjunto de todos los resultados posibles de un experimento
estadistico y se lo representa con el simbolo S .

Los elementos del espacio muestral que representan los posibles resultados del experimento se
indicancon s y se los llama simplemente . puntos muestrales.

Debido a esta interpretacién | el lenguaje y los conceptos de la teoria de conjuntos proporcionan un
contexto natural para el desarrollo de |a teoria de probabilidades.

Ejemplo 1 : Consideremos el experimento que consiste en lanzar un dado y observar el nimero que
representa la cara que queda hacia arriba. Antes de arrojar el dado , no podemos predecir con certeza -

el valor de la cara del dado , pero puede registrarse el conjunto de todos los resultados posibles del
experimento S .
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§ ={1,2,3,4,5,6} -

Si sefanzan dos dados (distinguibles) , cada dado puede tomar un valor del uno al seis inclusivey 8
sera: :
S = {(X1,x2)/ 1<x1 26 |, 1<Xx,<86} (x4, X2 € N)

Si un solo dado se lanza dos veces S es el mismo que el anterior ( para dos dados ) solo que X 4
indica el valor obtenido en el primer lanzamientoy  x, indica el valor en el segundo.
Ejemplo 2 : Consideremos el ntimero de particulas o que llega a un contador colocédo a una
distancia conocida de la fuente durante un intervalo de 10 seg.
El ndmero de tales particulas es un ndmero entero no negativo (N U {0}), resulta S s

S ={0,1,2,...,n,...}

Ejemplo 3 : Consideremos un experimento que consiste en arrojar una moneda y observar el lado
hacia arriba . :

Se presenta este ejemplo para ilustrar el hecho que el espacio muestral no tiene que consistir
necesariamente en un conjunto de ndmeros , en este caso

S={C,S} , donde C . Cara y S Sello

Ejemplo 4. Se seleccionan en forma aleatoria 3 articulos de un proceso de manufactura . Se examina
cada uno de ellos y se les clasifica como Defectuoso ( D ) o No Defectuoso (N).

Para describir graficamente los elementos del espacio muestral se construyd un diagrama de arbol
siguiente '

Diagrama de Arbol

Primer Articuio Segundo Articulo  Tercer Articulo Punto Muestral
:@ ’
D (D,D,D)
D<:
/ N (D.D.N)
D —
\ D (D.N,D)
N<
N (D,N,N) -
D . {N,D,D)
D ’<:
/ N (N,D,N)
N
\ D (NN, D)
N<
N (N,N,N)
2 2 2 = 2° =38

Cantidad de resultados.posibies

Cuando un espacio muestral puede construirse en varios pasos o etapas, entonces cada uno de los
resultados posibles del primer paso puede representarse como una rama del arbol y cada una de las

formas de completar el segundo paso puede representarse por tantas ramas que comienzan donde
terminaron las ramas anteriores; y asi sucesivamente.
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El espacio muestral de este caso, resulta : T

S = {00, D, D) (D, DN); (D, N,D);(D,N,NY;(N,D,D); (N, D NY; (NN D) (NN N

~La cantidad de puntos muestrales es ocho . La primera observacién brinda dos resultados posibles, la

segunda dos resultados por cada uno de los anteriores ;resulta 2.2 =4 vy la tercera aporta dos

‘observaciones por cada una de la cuatro anteriores.; 2

Ejemplo 5 : Sea un lote con los articulos A, B y C vy el experimento que consiste en seleccionar dos de
estos sin reemplazo, esto es no podemos seleccionar las dos veces el mismo articulo. ) :
El espacio muestral tiene seis resultados posibles ; tres posibilidades para la primera seleccion y dos
para cada una de estas en la segunda seleccion. Resulta

S={ AB ,AC, BA ,BC, CA ,CB }

Si el experimento consiste en seleccionar dos de esos articulos con reemplazo, es decir puedo
seleccionar dos veces el mismo articulo porque los articulos se reponen en el lote luego de la primera
seleccion; el espacio muestral tiene 9 resultados posibles

S={ AA, AB ,AC, BB, BA ,BC, CC ,CA ,CB }

Ejemplo 6 : El experimento consiste en verificar, cada 10 minutos, el volumen de ilenado de las latas de
gaseosa de una méquina de llenado automético con el objeto de verificar si el contenido responde a las
especificaciones. La verificacion contintia hasta encontrar una lata que no cumpla las especificaciones:

Si ¢ denota que la lata verificada cumple las especificaciones y n que no las cumple resulta el
siguiente espacio muestral con infinitos resultados posibles

S={n, cn , ccn , cccn , cccen ,cccecen,. ..}

Conteo de Puntos Muestrales

En mﬁ%hos casos debe tenerse la capacidad de resolver un problema de probabilidades mediante el
conteo del nimero de elementos del espacio muestral sin realmente anotar cada uno de los elementos.
Frecuentemente se hace referencia al principio fundamental del conteo liamado también regla de la
muitiplicacion, la cual se enuncia como sigue:

* Si una operacién puede realizarse en n, formas , y si por cada una de estas una segunda
operacion puede llevarse a cabo en n, formas Y por cada una de las dos primeras se puede
realizar una tercera en ny; formas, y asi sucesivamente entonces las k operaciones sucesivas
pueden realizarse en ny;. n,. n;...ny formas.

La cantidad de puntos muestrales o formas en el lanzamiento de una moneda cinco veces es 22222
pues cada tirada de la.moneda da 2 resultados posibles ; cada una de las cinco operaciones puede
realizarse en dos formas distintas. Similarmente la cantidad de puntos muestrales en el lanzamiento de
un dado siete veces consecutivas sera 6 ' = 279.936 porque en cada una de las siete tiradas del
dado pueden obtenerse seis formas para el resultado. ;

La cantidad de maneras para la selecciéon de un mend consistente en entrada, plato principal , postre y

una gaseosa si se puede seleccionar entre 4 sopas diferentes, 3 platos principales, 5 postres y 4 tipos
de gaseosas es  4.3.5.4 =240

Se pueden verificar las respuestas de los ejemplos si se dibujan los diagramas de arbal y se cuentan las
ramas obtenidas .
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A veces-interesa un espacio muestral que tiene como elementos todos los 6rdenes o arreglos de un
grupo de objetos. Los diferentes arreglos se llaman permutaciones y puede involucrar a todos los
objetos de un lote o sdlo a un parte de ellos.

Si consideramos los cinco objetos AB C Dy E y queremos determinar la cantidad de arreglos para
estos cuatro objetos vemos que hay n; =5  posibilidades para la primera posicién, n, =4 para la
segunda, nz =3 para la tercera, después n, =2 para la cuarta y Unicamente ns; = 1 para la Ultima .
Luego empleamos la regla de la multiplicacion y resulta un total de

Ny.Ny.ns.ng. ns =5.43.21 =51 =120 formas.
Cinco objetos distintos pueden ser acomodados en 5! formas.
= Elnumero de permutaciones de n objetos distinfos es n!
Para elegir los caballos que ocupen los dos primeros puestos en la quiniela de un hipddromo si los
caballos inscriptos son 8 ;tenemos n;=8 formas para la primera seleccién y n, = 7 para la segunda
y obtenemos , empleando la regla de la multiplicacidn n,n, = 8.7 = 56 formas de arreglar los dos
primeros puestos a partir de un grupo de ocho candidatos.
= Elndmero de permutaciones de n objetos distintos tomando r de ellos es

n(n-1)...(n-r+1)=nl!l/(n-r)!

En muchos problemas interesa el nimero de formas posibles de seleccionar r aobjetos de un total de

n sinimportar el orden.. <& 10 wlgrnede Lo Jodl e QL. AEe e

5,0

Si queremos determinar la cantidad de formas de seleccionar r = 3 problemas de una lista que
contiene n =20 - problemas distintos, tenemos  ny; = 20 formas de seleccionar el primer
problema, n; = 19 paraelsegundoy n; = 18 para el tercero . Resulta empleando la regla de la
muiltiplicacion nynz ng = 20. 19 .18 permutaciones o formas de arreglar 3 objetos distintos

seleccionados de un grupo de 20 en donde se incluyen todas las formas de ordenar los tres problemas
seleccionados . En este experimento tiene sentido seleccionar solo una de estas formas de ordenar tres
probligas distintos por lo gue tenemos que dividir las permutaciones obtenidas por el nimero de

permutaciones para tres problemas ; 3 |. Se obtiene :
{(nynyng) /r! = 2019.18/31 = 201/3117 !
20
El ndmero obtenido se liama combinacién de 20 objetos tomando 3 y puede indicarse
3

= Elnamero de combinaciones de n objetos distintos , tomando r a la vez es

n
[n.(n-1) (n-2). . (n-r+1)/r!] =[ni/ri(n-r)!] =

Sucesos o FEventos

En cualquier experimento dado quizd interese mas el hecho que ocurran ciertos sucesos que el
resultado de un elemento especifico de un espacio muestral.

Por ejemplo podria interesar el suceso A que consiste en obtener un ndmero par en el lanzamiento de
un dado . Esto sucedera si el resultado es un elemento del subconjunto A={2,4,6 } del espacio
muestral S ={1,2,3, 4,5 86}

En el ejernplo 4 podria interesar el suceso B |, consistente en que el numero de articulos defectuosos
fuera mayor que 1. Esto ocurrira si el resultado es un elemento del subconjunto B/

B={(D,D,N),(D,ND),(ND,D), (D, D, D)}del espacio muestral S
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A tada suceso se le asigna una coleccion de puntos muestrales , que constituyen un subconjunto del

espacio muestral.

Un suceso es un subconjunto del espacio muestral

Dado el espacio muestral S={s/s>0 } donde $ es la vida en afios de determinado componente
electrdnico , entonces el suceso A de que el componente se dafie antes del final del quinto afio es el
subconjunto A ={s/0<s <5}, ' :

Es posible que un suceso sea un subconjunto que incluya al espacio muestral en su totalidad o que sea
el subconjunto vacio.

Por ejemplo si A es el suceso de detectar un organismo microscopico a simple vista en un
experimento bioldgico , entonces A = & .

Si B/ B = {s/s esdivisor par de 7}, entonces B = @ dado que los Unicos divisores posibles
de 7 sonlos nimeros impares 1 y 7.

El conjunto vacio representa al suceso imposible .

Por ejemplo son sucesos imposibles obtener siete puntos en la tirada de un dado u obtener mas de 12
puntos en la tirada de dos dados. :

Sucesos Complementarios

Diremos que se ha presentado el suceso A s y sblo si el resultado s obtenido al efectuar el
experimento pertenece al conjunto A . Si en cambio » 8 nopertenece a A |, se dice que no se ha
presentado o no ha ocurrido el suceso A .la no presentacion de A  equivale a la presentacion
de A° | llamado suceso complementario.

El suceso complementario de un suceso A con respecto a $ es el conjunto de todos los elementos
de Séue no estan en A vy se denota AC. T

AUA =S  AAAS =@

Ejemplo : Considérese el experimento en el cual se registran los héabitos de fumar de los empleados de
una empresa .

En un espacio muestral posible se podria establecer la siguiente clasificacion para un individuo

S = {No Fumador, Ligeramente Fumador , Fumador Moderado , Fumador Empedernido }
Sea el suceso B de los empleados No Fumadores, entonces todos los Fumadores perteneceni a un
evento diferente también subconjunto de S, denominado complemento del conjunto de No Fumadores

, B¢ y queresulta:

B® = { Ligeramente Fumador, Fumador Moderado, Fumador Empedernido }

Consecuencias inmediatas de la definicién de suceso

Del hecho que, de acuerdo a su definicién , Un suceso no es mas gue un subconjunto del espacio
muestral S, se deduce que toda proposicién relativa a sucesos se traduce a una correspondiente
proposician refativa a conjuntos.
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= L os sucesos son iguales

Dos sucesos A y B se dicen iguales si la presentacién de uno cualquiera de ellos trae como
consecuencia la presentacién automatica del otro.

o

Ejemplo : Si para $ igual al espacio muestral asociado al experimento que consiste en arrojar dos
dados,osea : S = {(x;,X2)/ 1< x4 <6 , 1<x,<6} (x;,% ¢ N)
se definen los sucesos : 4

A = { la suma de los puntos de los dos dados un ndmero par }

B = { los puntos obtenidos en ambos dados tienen la misma paridad }

Los sucesos A y B soniguales.

= Porljo menos uno de jos sucesos A y B se ha presentado

Esto significa que realizado el experimento el resultado s obtenido pertenece al conjunto A, al conjunto
B 6 aambosalavez;estoes s pertensce al conjunto unién A U B .

Ejemplo : Sea P el evento de que un empleado de una compariia perforadora al que se selecciona al
azar fume cigarrillos y sea Q el evento de que aquél que se escoge tome bebidas alcohdlicas.

Entonces el evento P U Q es el conjunto de todos los empleados que fuman , o beben , o ambas
cosas. :

= Jossucesos A y B se han presentado simultaneamente

El suceso consistente en la presentacion simultdnea de los sucesos A y B , se denomina suceso
interseccion y se representapor A n B .

Efemplo : Sea P el evento de que una persona seleccionada al azar entre los que comen en un
restaurante cumple con el pago de impuestos y sea Q el evento que dicha persona pase los 65
anos. Entonces P ~ Q es el suceso formado por todas las personas que se encuentran en el
restaufants que pagan sus impuestos y que son mayores de 65 afios .

* Lossucesos A y B sonincompatibles o mutuamente excluyentes

Si A 'y B son incompatibles o mutuamente excluyentes en términos de conjuntos esta
proposicion significaque A ~ B = O.

Ejemplo: Sea A el suceso que en la tirada de un dado el nimero de puntos en la cara del dado sea
par y sea B el suceso de el nimero de puntos sea impar. Los sucesos A y B son mutuamente
excluyentes o disyuntosyaque A ~ B = O&.

*  Se ha presentado A perono B

Al efectuar la experiencia , el resultado s logrado pertenece a A peronoa B , o lo que es lo
mismo pertenece simultdneamentea A vy BC.

El suceso que consiste en la presentacién de A y en la no presentacién de B, es el suceso A ~ B°
¥ se denomina suceso diferencia

A/ B=A~ B

= Lapresentacién de A implica Ja presentacién de B
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La presentacién de A implica la presentacién de B es una afirmacion que, en términos de
conjuntos, significa que A  estd contenido en B,osea A < B

~ Los sucesos simples pueden describirse mediante una caracteristica sencitla mientras que los conjuntos
retnen dos o mas caracteristicas. En el juego de cartas francesas el evento " la'carta es roja " es un
-evento simple pero el suceso " la carta es roja.y de corazén " es conjunto.

Probabilidad de un Suceso

Consideremos los experimentos para los cuales el espacio muestral es=sgisesEies contiene un ndmero
finito o infinito contable de elementos |, es decir Jlos elementos del espacio muestral se pueden contar .
La probabilidad de que se presente un suceso como resultado del experimento se evalla por medio de
un conjunto de nimeros reales llamados pesos que caenenelrangode 0 a 1. A cada punto del
espacio muestral se le asigna un peso tal que la suma de todos los pesos es la unidad.

Si se tiene la razon para creer que un cierto puntc muestral tiene una gran posibilidad de ocurrir cuando
el experimento se lleva a cabo , el peso o probabilidad que se le asigne debera ser cercana a 1

Por el contrario, se le asigna un valor préximo a cero a un punto muestral que es muy posible gue no
ocurra.

En muchos experimentos , tales como el lanzamiento de un dado no cargado o de una moneda perfecta,

todos los puntos muestrales tienen la misma oportunidad de presentarse y se les asigna pesos
(probabilidades) iguales.

A los puntos fuera del espacio muestral , a los sucesos simples que no es posible que se den se les
asigna una probabilidad de cero.

Para encontrar la probabilidad de un evento A , P { A}, se suman todos los pesos asignados a los
puntos muestrales de A .

La pgbabi!idad de un evento A, es/a suma de los pesos de todos los puntos muestralesde A y:

» P{@)=0 , P(8S)=1

Ejemplo 1: Se carga un dado de tal manera que un numero par tiene el doble de posibilidades de

presentarse que un impar. Si E es el evento en el que se da un numero menor que 4 en un solo
lanzamiento , encuentre P (E).

El espacio muestrales S = { 1,2,3,4. 5. 86 } Yy W es el peso que tiene la presencia de un
numero impar , entonces :

P(1)=P(3)=P(5)= W P(2)=P(4)=P(6)=2W
P(S)=P(1)+P(2)+P(3)+P(4)+P(5)+P(6)=9W=1 = W=1/9
Como E ={1,2,3} = P(E)=P(1)+P(2)+P(3)=4 W-= P(E)=4/9

£femplo 2 : Con la situacién del problema anterior , encuentre la probabilidad de que el dado caiga en

un numero par o resulte divisible por tres y la probabilidad de que dado caiga en un ndmero par divisible
por tres .

Sean los eventos simples A = {2,4,6 } (A: "el dado cae en un numero par” )

B =1{3,6} ( B: “eldado cae en un ndmero divisible por tres” )
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Resultan los eventos conjuntos :

C'= Au B={2,3,4,8} (C : “eldadocaeen unnimero par ¢ divisible por tres™)
D=AnB={6} ( D: “eldadocaeen un nimero bar y divisible por tres” )
Entonces las probabilidades son: P (C) =P (2)+P(3)+P(4)+P(6) =7 W =

P(C)=71/9 y P(D)=P(6)=2W =2/9

Axiomas de probabilidad

La probabilidad de un evento A en un experimento aleatorio , es el valor numérico P (A) que
satisface los tres axiomas siguientes :

1) Si A esunevento P(A) > 0 v A

2) Si S representa al conjunto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio ,
luego P(S)=1

3) Para A4, Ay, ... unasucesién finita o infinita de eventos incompatibles o excluyentes .

P(A-] VA, U.b. .)= P(A1) +P(A2) + ..

Definicién clédsica de probabilidad

La praobabilidad.de que ocurra un, suceso , se calcula como la cantidad de casos favorables a dicho
suceso sobre el total de resultados iguaimente posibles .

En esjp caso el espacio muestral tiene un nimero N definido de resultados posibles o puntos
muestrales y todos la misma posibilidad de presentarse entonces a cada uno de los ountos
muestrales se les asigna una probabilidad de 1/N.

La probabilidad de cualquier evento A, que contiene n del total de N puntos muestrales , todos con
ta misma posibilidad de presentarse; es el cociente entre el nimero n de elementos de A .y el
numero N de elementos de S

P{A)=n/N

Teoria frecuencial de probabilidad

Si los resultados de un experimento no tienen la misma posibilidad de ocurrir, los pesos deben
asignarse sobre la base de un conocimiento previo o de una evidencia experimental.

En este caso la probabilidad se determina como la proporcion de éxitos en el experimento en el largo
plazo o para un gran ndmero de experimentos. Se puede estimar la probabilidad de cada uno de los
resultados posibles, al repetir el experimento, en condiciones uniformes, un gran ndmero de veces y
registrar los resultados que permitan confeccionar una tabla de frecuencias. Esta es la definicion de
probabilidad como frecuencia relativa.

Como ya hemos visto, el nimero de veces que se presenta un evento es la frecuencia absoluta , f; |y
la frecuencia relativa, f i/ N, representa la proporcién de veces que se presenta un evento en particular
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enlas - N' repeticiones del experimento. La experiencia indica que la frecuencia relativa tiende a
estabilizarse para grandes valores de N . s

En este caso podemas establecer una ley de comportamiento de os fendmenos aleatorios a traves de

muchas repeticiones del experimento en condiciones uniformes y enunciar la teoria frecuencial de
probabilidad de la siguiente manera : '

Podemos asociar un nimero P (A) a cada evento A surgido por medio de la realizacién de un
experimento aleatorio , de manera tal que la frecuencia relativa de A sera aproximadamente igual a
P(A) sise considera una larga serie de repeticiones del experimento . '

Diremos que P ( A) es la probabilidad de evento A en el experimento aleatorio Yy su valor es el
limite de la frecuencia relativa .

No debemos olvidar que la frecuencia relativa y la probabilidad al vincularse , establecen la relacién
entre una situacion de experimentacion real ( frecuencia realmente observada ) ¥y un modelo conceptual
ideal ( frecuencia teérica esperada ), asimilacién que sdlo es posible ante experimentos que se pueden
repetir indefinidamente . Adn asi , siempre cabra la duda respecto a la magnitud que debe tener N
para que esta aproximacién se produzca.

Las aplicaciones de probabilidad en Ingenieria y en las Ciencias se basan en experimentos que pueden
repetirse y , en consecuencia se usa la interpretacion de frecuencia relativa de probabilidad.

Ejemplo : La inspeccion visual de piezas fabricadas por un equipo arrojé los siguientes resultados

Cantidad Proporcion de piezas
de defectos -
0 ' 0,40
1 0,20
2 0,15
3 0,10
4 0,05
: 50 mas 0,10
4 1,00

Si se elige una pieza al azar, obtener la probabilidad de los siguientes eventos : A : la pieza no tiene

defectos , B: la pieza tiene tres o mas defectos y C:la pieza no tiene defectos o tiene mas de tres
defectos.

Determinamos los puntos muestrales que contiene cada evento y obtenemos la probabilidad como suma
de las probabilidades asociadas a cada resultado incluido en el evento. Asi, se obtiene: \

A={0} , P(A)=P(0) = 0,40
B=(3.4,50mas } , P(B)=P(3)+P(4)+P(56mas)= 0,10+0,05+010 = 0, 25

C={0,4,56mas} , P(C) = 040+0,05+010 =055

Reglas Aditivas

Estas reglas permiten calcular la probabilidad de algL'm evento a partir de las probabilidades de los

otros, para sucesos que pueden presentarse como unién de otros dos sucesos o como el complemento
de otro.

Si Ay B sondos eventos cualquiera , entonces P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(AAN B)
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Este resultado puede interpretarse a partir de la siguiente representacion mediante el Diagrama de
Venn. :

B S

Si A y B sondos eventos mutuamente excluyentes, entonces: P ( Av B)= P{(A)+ P(B)

Demostracién : Como A y B son mutuamente excluyentes |, A n B = & -, entonces :
P(AuwB)= P(A')”+ P(B)- P(AnB)=P(A) +P(B)-P(D)
como P(&)=0 resuta P(AUB)=P(A)+ P(B)

Generalizacion

1) Para tfes eventos A, B y C

P(AUBUC)=P(A) +P(B)'b+ P(C)-P(ARB)-P{A~C)-P(BAC)+P{ANBANC)

~

2)Si Ay, Ay , ..., A soneventos mutuamente excluyentes, entonces :
‘ﬁ P{A; U A ... UA)= PA)+P(A)+ ...+ P(AL)
3)Si Ay, A, , ..., A, esunaparticion del espacio muestral S entonces:

P(Aj U A U.oo AR)= P(A )+ P(A)+ ...+ P(A,)=P(S)=1

Ejemplo :  La probabilidad de que Paula apruebe Matematica es de 2 /3 y la de que apruebe Ingles

es de 479 . Sjla probabilidad de que apruebe ambos cursos es de 1/ 4 |, determinar cudl es la

probabilidad de que Paula apruebe por {o menos uno de ellos. ’

P(M)=2/3 ( M:"aprueba Matematica” ) P(l)=4/9 ( |:"apruebalinglés”)

P(Mnl)=1/4

Entonces la probabilidad de que apruebe al menos unc de ellos resuita P(Mu 1)
P(Mul)y=P(M) +P(l)-P({(MnI)=231/36

Ejemplo : Cual es la probabilidad de obtener untotalde 7 u 11 cuando se lanza un par de dados .

A={(1,6);(2,5);(3,4);(4,3);(5,2);(6,1)} (A:"ocurre la suma de 7 puntos ")

Na=6 ( na: numerode puntos muestrales del evento A )

2006 ’ . PROFESOR : ING. NELIDA B. PRIEMER



'ESTALDISTICA DESCRIPTIVA Y PROBABILIDAD ‘ 47

={'(5.,6);(6,5)} ( B:*“ocurre la sumade 11 puntos )
‘Nnp =2 ( ng: ndmerode puntos muestrales del evento B ) ‘
Como el numero de elementos del espaciomuestral S es N = 6.6 = 36 resulta
| P(AY=ns/N= 1/86 oy P(B)=ng/N=1/18
Teniendo en cuenta que los eventos son excluyentes (A~ B = &) obtenemos :

P(AUB) = P(A)+P(B) = 2/9 © P(AUB)= (na+ng)/N=2/9

Teorema: Si A y A% son eventos complementarios , entonces P(A) + P(A%) =1

Ejemplo : Si las probabilidades de que un mecanico automotriz repare 3,4 ,5,6,7,8 0 més
vehiculos en un dfa de trabajo son respectivamente 0,12 : 0,19 ;0,28 ; 024 ; 0,10 ; 0,07
Obtener cual es |a probabilidad que le de servicio al menos a cinco ( 5) autos en un dia de trabajo.

E : "searreglan al menos 5 autos” (searreglan 5,6,7 ,86mas)

E€: “'se arreglan menos de Sautos” (searreglan 3 6 4)

P(E)=1-P(E°) =1 - (0,12+0,19) = 0,69

H

Probabilidad Condicional

A la probabilidad de que un evento B se dé cuando se sabe que el evento A se ha presentado se
llama grobabilidad condicional y se escribe P(B\VA) vyselee “la probabilidad de que B
ocurra dado que ocwrrido A 7, 0 " “la probabilidad de B dado A”

t

Ejemplo : Sea el espacio muestral S | que corresponde a la poblacion de adultos de un pequefio
pueblo, clasificada de acuerdo con su sexo y a si trabajan o né actualmente: )
EMPLEADO DESEMPLEADO TOTAL
HOMBRE 460 40 500
MUJER 140 260 400
TOTAL 600, 300 ’ 500

Se selecciona al azar uno de estos individuos y se centra el interés en los siguientes eventos :

H : * se escoge a un Hombre ”

entonces P (H\E) : “ probabilidad que el elegido sea Hombre si es Em

evento “ el elegido tiene empleo” ) | resulta :

N
P(H\E) = 460/600 = 23/30

E : “ el elegido tiene emplec ”

;  donde:

pleado " ( es decir ; ocurrid &l

P(H\E) = n(gany / ne = Nie~my/ Ns) I (Ng /ng) = P(EAH)/ P(E)

El evento

H dado E (H\E)

es relativo al espacio muestral E.
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La probabilidad condicional de B dado A que se indica P‘( BVA), se define:

- P(BVA) =[P(AnB)]/P(A) si P(A)>0
Si observamos en el ejemplo dado P(H\E) =23/30 y P(H) =500/900 = 5/9, es decir
que P(HVE) = P(H) . Estoindicaqueloseventos H y E son dependientes o que la

ocurrencia de que una persona sea empleado influye en la probabilidad de que sea hombre.

Ejemplo :  Consideremos el experimento de sacar dos cartas en sucesién , con reemplazo de un
paquete de 52 cartas , y los eventos :

A “laprimeracartaesunas” B : *la segunda carta es de éorazén”
Obtener la probabilidad de que la segunda carta sea de corazon si la primera carta es un as.
P(BVA) = P(AnB) / P(A) = (1152) 1 (4/52) = 1/4
Siobtenemos la P(B) ,resulta P(B) = 13/52 = 1/4

Para este ejemplo tenemosque P (B\A ) = P(B) = 1/4 ,decimos que loseventos A y B
son independientes . Esto sucede pues se efectud el reemplazo de la primer carta extraida.

Dos eventos A y B son independientes siy solo si P(BVA)=P(B) 6 P(A\B)=P(A)

Si se cumple una cualquiera de estas condiciones | luego se cumple la otra.

En nuestro ejemplo: P (A\B). = (1/52) / (13/52) = 1/13 P(A) = 4/52 = 1/13

Regla@ multiplicativas

De la definicion de probabilidad condicional se obtiene |a regla multiplicativa que perﬁite calcular que
dos eventos sucedan :

Si en un experimento pueden ocurrir dos eventos Ay B, entonces P (AnB)=P(A) P(B\A)

La probabilidad de que se presenten ambos sucesos es igual a la de que sedé A multiplicada por la
de que ocurra B dado que ocurrié A

Como AnB = Bn A ,resuta P(AnB) = P (Bn A)= P(B) P(A\B).

Esto permite concluir que en la probabilidad de que dos eventos sucedan no importa cudl evento se
considera como ya presentado.

Efemplo . Enuna bolsa se han colocado 4 pelotas blancas y 3 negras,yen una segunda bolsa
3 blancas y 5 negras. Se saca una pelota de la primera bolsa y , sin verla se mete en la segunda
Obtener la prebabilidad de que la pelota que se saque de esta ultima bolsa sea negra .

Sean los eventos :
N: Lapelota delabolsa 1 esnegra N, : Lapelota delabolsa 2 esnegra
B1 : Lapelotadelabolsa 1 esblanca C : La pelota que se saca de labaolsa 2 esnegra
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El evento - C sucede cuando se efectla el experimento consistente es extraer aleatoriamente una
pelota de la boisa 1y colocarla en la bolsa 2 para luego exiraer una pelota negra de la bolsa 2 y

resulta de la union de los eventos mutuamente excluyentes siguientes ;

Se extrae una pelotanegrade labolsa 1 yunanegradelabalsa 2 : N 1 N N2

Se extrae una pelota blanca de labolsa 1 yunanegradelabolsa 2 : B 1 N N>

Resulta C = (N, r\Nz)‘u(B1 r\N‘z) y la P(C)=P(Ny A Nz)+P(B; nNy)
Se obtiene empleando la regla multiplicativa en cada caso -
P(C) = P(N4) P{N2\Ny) + P(By) P(N;\Ny)

Reemplazando - P(C)= (3/7) (6/9) + (4/7)(5/9) = 38/63

Doseventos A y B sonindependientes siysélb si. P(AnB)= P(A)P(B)

Ejemplo : Un par de dados se lanza dos veces. Obtener la probabilidad de obtener totales de 7 y 11.

Seanlossucesos: S : Saleuntotalde 7 en un lanzamiento _
O . Saleuntotalde 11 en un lanzamiento A : Saleuntotalde 7 u 11

Elevento A surge cuando se lanzan dos dados un par de veces y se obtiene un total de 7 u 11 y
resulta de la unién de ios dos eventos independientes

Sale untotalde 7 en el primer lanzamiento y un totalde 11 enelsegundo: S ~ O
Sale un total de 11 en el primer lanzamiento y un totalde 7 en el segundo: O ~ S

Resuta A = (S nO)uU(0 AS) yla P(A)=2P(S nO)
Se obﬁ}?ne empleando la regla multiplicativa encadacaso: P (A) = 2 P(S)P(O)

Reemplazando: P (A) =2 (6/36) (2/36) = 1/54

Generalizacion
= Sienunexperimento, los eventos A, , A, , . . ., Ay , pueden ocurrir , entonces : )
P(A1nAzn ... Ay) = P(A1)P(A2\A,) P(AV A nAy )
PALNA nAnA3). .. PAQA nAA ...~ Aygy)
= Si en un experimento , los eventos Ay A, , ..., A¢ | sonindependientes , entonces :
P(A, mAZVmV ..M Ax)=E P{AY)P(AR) ... P{AY)

Ejemplo : Se sacan tres cartas en sucesion, sin reemplazo , de un paquete de 52 cartas : Dados
loseventos: Ay : Laprimera carta es un as rojo A, 1 Lasegundaun 10 o unasota

A3 . Latercera mayor que 3 pero menor que 7 . Obtener la probabilidad de que se presentes los
tres eventos simultédneamente.

Debemos calcular P(Ay mnA,n A3) yestaresulta:
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P(Ay nAan Az) = P(A1) P(A2\A ) P(ASVA nAy)
Donde: P(A4) = 2/52 |, P(A\NAy) = 81517 |, P(As\'A  nAy) = 12/50
Resultareemplazando @ P(A{ nA,n Az) = 8/ 5525 ~ 0.00144

Obtener la probabilidad de que los tres eventos se den simultaneamente si las cartas se sacan con
reemplazo

En este caso los eventos resultan independientes y entonces :
P(Ay mnA2n Az) = P(A1) P(Ap) P(As) = (2/52) (8/52)(12/52)

P(A1 nAyn Ay) = 3/2197 ~ 0.00136

Ejemplo : Determinacion de probabilidades a partir de una Tab/a de Contingencia

Sea la siguiente tabla que resumen los resultados del curso de Matematica para Ingenieros del afo
2002

Carrera APROBADO DESAPROBADO LIBRE Total
Ing. Quimica 21 14 . 14 49
Ing. Metalurgica o de Minas 5 5 8 18
Total 26 19 22 67

Esta tabla es de contingencia por que en ella intervienen o cohtienden los valores de dos variables
Carrera y Resultado. .

A partir de ella podemos calcular, por ejemplo, las probabilidades simples :

Si L esel suceso " el estudiante ciuedc') libre ", entonces P (L) = 22/67

Si Aées " el estudiante resultd aprobado , entonces P (A )= 26/67

Si O es que el estudiante no cursa Ing, Quimica , entonces P (O) =18/67

Estas probabilidades también se llaman marginales porque el numero de casos que corresponde al
evento se buscan en los margenes de la tabla.

En cambio, en las siguientes probabilidades corresponden a sucesos conjuntos y el nimero de casos
que corresponde al evento se buscan en el interior de Ia tabla.

Si queremos calcular la probabilidad del evento Q ~ A : " los estudiantes que cursan Ing. Quimica y
ademas estan aprobados " resulta : P (Q~A)= 21/67 porser 21 la cantidad de estudiantes que
segun la tabla cumplen ambos requerimientos.

Si se selecciona al azar un alumno y esta aprobado, ¢cudl es la probabilidad que no curse Ing.Quimica?
En este caso la probabilidad pedida es P ( O\ A )= 5/26

La probabilidad que un estudiante " curse Ing. Quimica o haya resultado aprobado”eslaP (QUA)

P(QUA) = (49/67) + (2667 ) - (21/67)

Debemos restar la probabilidad que surge de los estudiantes que cumplen simultaneamente los dos
requisitos que fueron considerados dos veces,
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Teorema de la probabilidad total

Sea § el espacio muestral de un experimento y considérense jos k sucesos A AL L A
de $ ,que constituyen una particionde S ;esdecir, A4 ,A,, ..., Ay son disyuntos y
AjUAu. . . UAx = S ysea B cualquierotro suceso .

‘Entonces , lossucesos Ay, nB ,A;, n B, ... ,A,n B constituyen una particidn de

B como se puede observar en el siguiente diagrama :

S

Asi, el conjunto B puédeobtenerse: B= (AtnB)u{(A;nB)u...u (Axn B)

yla P{B) resulta: P(B) = P(A;nB)+ P (A, B)+...+ P(Axn B)
Como P(Aij’) = P(A;) P(B\Aj;) i=1,2,...,k conP(A;)>0
resulta la siguiente expresién para P(B) :
k k
P(B)= 2 P(A;nB) = 2 P(A;) P(B\A))
$ j=1 j=1
Silos sucesos A4, A,, . .., A, formanuna particion  del espacio muestral § vy P{A;)>0,
J=1,2, ...,k ;entonces paratodosuceso B de S:
K .

P(B) = X P(A;) P(B\A,)
j=1

Ejemplo :  La policia planea reforzar el respeto a los limites de velocidad mediante la utilizacién de un
sistema de radaren 4  diferentes sitios dentro de la ciudad. Los sistemas de radar en cada sitio; Ry,
R, R3y R4 seponen afuncionar respectivamente , el 40 % ,30% , 20% y 30 % de}tiempo.
Si una persona gue conduce a gran velocidad rumbo a su trabajo tiene , respectivamente las

probabilidades de 0,2 ;0,1; 0, 5y 0, 2 de pasar por alguno de estos sitios , obtener la
probabilidad de que le hagan la multa.

Elevento B es “la persona es multada por exceso de velocidad *

El espacio muestral S de sitios por donde pasa esta persona a gran velocidad se particiona en R 4
R2,R3sy Ry con probabilidad de pasar por esos sitios dada en el problema :

P(Ry) =02 - P(Rz) =01 - P(R3) =05 - P(R4) =02
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Si representamos en un diagrama , resulta :

S

La probabilidad de que la persona sea multada si pasa por alguno de estos sitios también es un dato del
problema que esté dado por el tiempo de funcionamiento de cada radar en el sitio donde esta instalado
y resultan : '

P(B\R;)= 0,4 - P(B\R,)= 0,3 - P(B\Rg)= 0,2 - P(B\R;)=0,3

Si empleamos el teorema de |la probabilidad total obtenemos , reemplazando :
4

P(B)= 2 P(R;) P(B\Rj) =02 04 + 01 03 + 05 02 + 02 03 = 0,27
j=1 |

Teorema de BAYES

Este teorema proporciona una forma de determinar la probabilidad de que un efecto o resultado en
particular se deba a una causa especifica.

Supérﬁ%ase gue lossucesos A4 A, , . . . Ay forman una particion  del espacio muestral

S vy P(A;)>0 , j=1,2, ...,k ;entonces paratodosuceso B de S ytalque

P{(B)>0 resulta:

P(A;) P(B\A;)
P(A;\B) = P(A;nB)/ P(B) = -

k

> P(A;) P(B\A))
i=1

Resulta , una regla que permite calcular la probabilidad condicional de cada sucesoc A dade B a
partir de las probabilidades condicionales de B dados cada uno de los sucesos A y las
probabilidades incondicionales de cada A

La probabilidad condicional toma en cuenta informacioén sobre a ocurrencia de un suceso para predecir
la probabilidad de otro , este teorema nos permite revisar las probabilidades en base a una nueva
informacion y determinar la probabilidad de que un efecto en particular se deba a una causa especifica.

Ejemplo :  Si en el ejemplo anterior la persona recibe una multa por conducir a gran velocidad |
determinar la probabilidad de que haya pasado el radar que se localiza en el sitic R, .

En este caso obtenemos: P (R,/B) = [P(R,) P(B\R, )] / P(B)

Reemplazando: P(RB) = 0,1 0,3/ 0,27 = 0,11
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