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e ™ ALGEBRA BINARIA

DIGITALES

1

Concepto

e La denominacion de algebra binaria se debe a que toda su estructura
se basa en un sistema de numeracion particular como es el sistema
binario, similarmente como ocurre con el algebra decimal respecto del
sistema de numeracion decimal.

e También se la conoce como algebra de Boole o
algebra booleana por estar fundamentada en los estudios
del matematico inglés George Boole (1815 - 1864).

e Otra denominacion muy apropiada es la de algebra de conmutacion,
pues proporciona las bases formales para el estudio y diseno de los
circuitos logicos, los cuales operan estrictamente en la conmutacion
de dos estados eléctricos.
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Definicion
Si un conjunto B donde se han definido las operaciones binarias * (suma légica) y

* (producto légico), una operacién (complemento o negacién), y dos elementos
diferentes de B identificados como 0 y 1; entonces la séxtupla

B,*+,*,7,0,1}

se puede denominar algebra de Boole o algebra binaria si se cumplen los siguientes
axiomas para tres elementos A, B y C cualesquiera, pertenecientes a f3:

1. Leyes conmutativas

e A+B =B+A e AxB=B*A
2. Leyes distributivas

e A+(B*C)=(A+B)*(A+C) e Ax(B+C)= (A*B)+(A*C)
3. Leyes de identidad

e A+0=A e A=A

3. Leyes del complemento
° A+A =1 ° A*A =0
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Variables logicas

Una variable légica representara uno de los dos estados posibles y eventual-
mente no definidos, de la proposicion que simbolice (verdadero o falso), de un
determinado dispositivo (prendido o apagado) o en general de cualquier
situacion biestable (si - no).

Las variables algebraicas contienen numeros.

Las variables logicas albergan un solo bit y representan estados de una
proposicion (1=verdadero, 0=falso).

Por esta razon, estos bits dentro de las variables logicas, no tienen sentido de
cantidades, es decir, no pueden ser restados o multiplicados como los numeros
en general; solo admiten las operaciones definidas para ellos.

Se simbolizan con cualquier caracter o grupo de caracteres

A, B, C, x1, var, logic3, i, @, ...
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Operadores logicos

También llamados conectivos logicos, son los elementos que determinan el tipo de
relacion que se establecera entre las variables y/o constantes que concatenen. Para el
algebra binaria se definen basicamente tres:

1

NEGACION (NOT, NO o complemento): Devuelve el valor complementario de la constante,
variable, variables o funcién légica que involucre. Se representa con un suprarayado.
Por ejemplo:

Si X=0 > X=1
PRODUCTO LOGICO (AND, Y o conjuncion): Aplicado a dos o mas variables, produce un
resultado 0 (falso), cuando al menos una de las variables que involucre sea 0 (falso).
Se representa con un punto [.], asterisco [*] o yuxtaposicion [4B8]. Por ejemplo:

Si C=0=> A.B.C=0 V (AB)

SUMA LOGICA (OR, O 6 disyuncion): Aplicado a dos o mas variables, produce un resultado
1 (verdadero), cuando al menos una de las variables que involucre sea 1 (verdadera).

Se representa con un [*]. Por ejemplo:
Si C=1 = A+B+C-=1 v (A,B)
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Operadores logicos combinados

Hay ciertas combinaciones entre los operadores primarios o simples, de uso
tan frecuente, que ha dado lugar a la definicion de otros operadores que se
denominan secundarios, combinados o dobles y son:

NAND o NO-Y: Es Ia negacion del producto légico. Simbolo [ = ]

NOR o NO-O: Es la negacion de la suma logica. Simbolo [T]
XOR: También denominado O-exclusiva, se representa con el simbolo [ @ ].

XNOR: También conocido como coincidencia, comparacion o equivalencia, se
representa con el simbolo [ © ].

Esta la posibilidad de crear otros operadores combinados, segun necesidades.
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D s ELEMENTOS DEL ALGEBRA BINARIA
Compuertas logicas

El fundamento de la teoria légica se basa en la necesidad de estudiary
resolver las situaciones que se plantean en forma simbélica o grafica.

Cada uno de los operadores logicos tiene una representacion grafica llamada
compuerta logica.

Permiten representar a las variables y los operadores légicos que las
relacionan en forma grafica o circuital. Estas son

NOT / Negador

—>—o
NAND

> ) T >

XOR / O-Exclusiva XNOR = COINCIDENCIA

o =
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Compuertas logicas

El fundamento de la teoria légica se basa en la necesidad de estudiary
resolver las situaciones que se plantean en forma simbélica o grafica.

Cada uno de los operadores logicos tiene una representacion grafica llamada
compuerta logica.

Permiten representar a las variables y los operadores légicos que las
relacionan en forma grafica o circuital. Estas son

NOT / NO / Negacion

il |

OR
NORMA —— s Eo -
ANSIIEEE = — _— — P
Standard 91 _NOR NAND
1984 __ | & [— s B ] B P
AND

— O0-Exclusiva

2148/20
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La analogia eléctrica es una forma practica de mostrar el funcionamiento de las leyes y
operadores del algebra binaria, con un dispositivo de conocimiento generalizado:
el interruptor.

Un 0 se representa con un contacto o interruptor abierto. Un 1 se representa con un

contacto o interruptor cerrado. 0 1
—o/o— o o
abierto cerrado

La suma légica se representa con contactos en paralelo y el producto logico se
representa con contactos en serie.

A/ A B
B — o o . o
—O/O—

La negacion puede representarse como dos contactos para cada variable,
mecanicamente ligados, donde uno esta abierto y el otro cerrado. Las lineas de trazos
simbolizan que ambos interruptores funcionan en forma simultanea.

A —

e A A

R I —O/E/C ci:
-K-
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JErED) ™ ANALOGIA ELECTRICA

Ejemplos: -0
SR OPERACION OR
| B=1 _l Si al menos un interruptor
S | — |7 L=1 esta cerrado — (B=1),
% conexién en Uz la salida sera verd_adera
= paralelo [ ENCENDIDA (L=1 — luz encendida)
=0 B=1
_ — s OPERACION AND
2 N L=0 Si al menos un interruptor
£ °°“:::?: en @ LuZ esta abierto — (A=0),
= APAGADA la salida sera falsa
(L=0 — luz apagada)

En las descripciones tedricas, sélo se muestran los interruptores, pero esta implicita la
idea del circuito completo, como se observa en Is figuras anteriores.
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AXiomas (Mandado, pg. 21; Florez, pg. 66)

LEYES CONMUTATIVAS: El orden en que sean operadas las variables no altera
el resultado.

OR AND
A+B=B+A A.B=B.A
suma A - producto
légica o o A B 5 A légico
o/c a/c

LEYES DISTRIBUTIVAS: La propiedad distributiva es valida tanto del producto
respecto de la suma, como de la suma respecto del producto. Notese que la
segunda de estas propiedades no es valida en el algebra decimal.

Producto respecto de la suma Suma respecto del producty- no es
valida

A.(B+C) = (A.B)*+(A.C) A+(B.C) = (A+B).(A+C) ) Ien sl
algebra

decimal

BN iy B ey B iy
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PROPIEDADES DEL ALGEBRA BINARIA

LEYES ASOCIATIVAS: Se pueden operar dos variables y el resultado operar con una
tercera variable, en cualquier orden

A+B+C = (A+B)+C = A+(B+C) A.B.C = (A.B).C = A.(B.C)
suma A

. . . producto
L . o —— A B A légico
légica . 2] "B | B e __

- = | c = B c
_o/a— :/c -

LEYES DE TAUTOLOGIA: Toda variable o funcion légica operada mediante la suma o

producto légico con su elemento neutro, produce la misma variable o funcion légica.
Para la suma logica el elemento neutro es cero. Para el producto légico el elemento

neutro es uno.

A+0=A

A.1=A
roducto
S,ullna F(A;B,cu-.-) + 0= F(A,B,C,---) F(A,B,C,---) -1= F(A,B,C,---) ré ico
logica A 2
— 0 } = — o o— — e = °_
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PROPIEDADES DEL ALGEBRA BINARIA

LEYES DEL COMPLEMENTO: Toda variable o funcion operada, a través de la suma o
producto loégico, con la negacion de si misma, produce el complemento de su elemento

neutro — =
A+A=0="1
F(AB,C,...)+F(A,B,C,...)=0 =1
suma A
légica B 1

A

AA=1=0
F(AB,C,..)F(AB,C,.)=1=0
producto
A N 0 légico
—o/:/c o———0 -_— 0 o

LEYES DE IDEMPOTENCIA: Toda variable o funcion operada por si misma, a través de la
suma o producto légico, da como resultado la misma variable o funcion.

A+A=A

A.A=A

suma  pp B.G,..) + F(AB,C,...) = F(A,B,C,..) F(A,B,C,...). F(A,B,C,..) = F(A,B,C,.. Producto

légica

A
—o//
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Axiomas

LEYES DE INVARIANZA: Toda variable o funcion operada con su elemento neutro
complementado produce ese mismo elemento.

A+1=1 A.0=0
suma F(A,B,C,...)+1=1 F(A,B,C,...).0=0 producto
logica A légico
] 1 — = —o———o— — o— o— = —o0 o—

LEY DE INVOLUCION: Toda variable o funcion légica negada dos veces da como resultado
la misma variable o funcion.

K _ R N para 2|1{: E s d a 6 1
— _ n egundo =
= para corolario 2y -
) S ) nciones F(ABC,)=F(ABC,.) ~

\
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Teoremas

PROPIEDADES DEL ALGEBRA BINARIA

LEY DE DUALIDAD: Todas las identidades que se establecen para el algebra binaria
permanecen como tales si se reemplazan ceros por unos y viceversa y suma por
producto logico y viceversa (Como demostracion de esta ley se observan todas las

leyes duales mostradas).

LEYES DE ABSORCION: el nombre se debe a que la segunda variable desaparece de la

ecuacion.
Primera ley

A.(A+B)=A
F(A,B,..) . [F(A,B,..) + G(A,B,..)] = F(A,B,..)

Tercera ley
A.B+A.B =A
F(A.B,..).G(A,B,.)*F(A,B,.) . G(AB,..) = F(A,B,.)
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Sequnda ley
A+(A.B)=A
F(A,B,..) + [F(A,B,..) . G(A,B,..)] = F(A,B,..)

Cuarta ley

(A+B).(A+B)=A
[F(A,B,..)+G(A,B,..)].[F(A,B,..)+ G(A,B,..)] = F(A,B,..)
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Teoremas TEOREMA DE EXPANSION DE SHANNON
IV [ F(A,B,C,...)=A .F(1,B,C,...)+A .F(0,B,C,...)

Si A=0= A=1 ; reemplazando en la ecuaciéon anterior
F(A,B,C,...) =0 . F(1,B,C,...) + 1 . F(0,B,C,...)

1

F(A,B,C,...) =1. F(0,B,C,...) .ccscurrinens Ley de invarianza
F(A,B,C,...) = F(0,B,C,...) -ccccecurrennnnnnnas Ley de tautologia
F(A,B,C,...) = F(A,B,C,...) ceccrrcrrrmnnmmsnnmnsannass SolosiA=0

si A=1=A=0 : reemplazando en la ecuacion anterior
F(A,B,C,...)=1.F(1,B,C,...) + 0. F(0,B,C,...)

F(A,B,C,...)=1.F(1,B,C,...) ........... Ley de invarianza
F(A,B,C,...) = F(1,B,C,...) ccscecrrrrrnnnnnnss Ley de tautologia
F(A,B,C,...) = F(A,B,C,...) cccecrrrnummnnnnnnnnnss SolosiA=1

LeY 2 .eeeeemcmmnniennnenes F(A,B,C,.)=[A+F(0,B,C,..)].[A+F(1,B,C,..)]

Se puede demostrar en forma similar al caso anterior, o mediante la Ley de Dualidad.
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Teoremas - Leyes de De Morgan

Primera ley:
La negacion de una suma légica de n variables es equivalente
al producto légico de las n variables negadas individualmente

A+B+C+..=A.B.C.... — > para variables

F(.)+F,()+*F,()+*...=F(.)-F,(.)-F,(.).... —— parafunciones

Segunda ley:
La negacion de un producto logico de n variables es equivalente a
la suma logica de las n variables negadas individualmente

A.B.C...=A+B+C+... — > para variables

F.(.).F,(.)-F,(.)....=F,(.)+F,(.) + F,(.) +... —— parafunciones
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Teoremas - Leyes de De Morgan

Pri o
rum(;.-;; A+B=A.B —— para 2 variables

i |

Demostracion: Primera ley de De Morgan para dos variables.

Sea A+B=AB

considerando que la identidad anterior es cierta, debe cumplirse que
por ley del complemento (A+B).(AB) =

por ley de involucion (A +B).(A.B) =

por ley distributiva AAB+BA. g -0

por ley de inversion OB+0A=0

por ley de identidad 0+0=0 demostrado.
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ETED) s PROPIEDADES DEL ALGEBRA BINARIA
Teoremas - Leyes de De Morgan

Primt;.-;; {A+B+C+D+--.=‘_\-§-6-ﬁ---- — 5 para nvariables

Demostracion: Primera ley de De Morgan para mas de dos variables

Sea A+B+C+D+...=A.B.CD...
lamando Ki=B+C+D +__.

reemplazando en la ecuacion anterior
A+K;=AK;=AB+C+D+...

llamando Ko=C+D.+..
reemplazando nuevamente

AB+C+D+...= AB+K, = ABK,

Luego, haciendo reemplazos sucesivos con el mismo criterio anterior,
llegamos a

A+B+C+D+...=AB.C.D... demostrado.
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Segunda
ley

{ A.B.C=A+B+C 3 para3variables
Demostracion: Segunda ley de De Morgan por tabla de verdad

para tres variables .
A.B.C=A+B+C

A B C A _B.C A B C A+B+C
0 0 0 97 0 0 0 (1
0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 1 0 1 1 1

1 0 0 1 1 0 0 1

1 0 1 1 1 0 1 1

1 1 0 1 1 1 0 1

1T 1 1 0 1T 1 1 0 |

Importante: La demostracion de propiedades o teoremas por tabla de verdad, no es
general, sélo vale para esa instancia. Una demostracion general se realiza aplicando las
propiedades del algebra binaria.
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