DESARROLLO SISTEMATICO DE PROGRAMAS - Ciclo Lectivo 2021

UNIDAD 2 — ANALISIS DE ALGORITMOS.

1- Introduccién

Un objetivo natural en el desarrollo de un programa computacional es mantener tan bajo como
sea posible el consumo de los diversos recursos, aprovechandolos de la mejor manera que se
encuentre. Se desea un buen uso, eficiente, de los recursos disponibles, sin desperdiciarlos.

Para que un programa sea practico, en términos de requerimientos de almacenamiento y
tiempo de ejecucion, debe organizar sus datos en una forma que apoye el procesamiento eficiente.

Siempre que se trata de resolver un problema, puede interesar considerar distintos algoritmos,
con el fin de utilizar el mas eficiente. Pero, ¢ como determinar cual es "el mejor"?. La estrategia empirica
consiste en programar los algoritmos y ejecutarlos en un computador sobre algunos ejemplares de
prueba. La estrategia tedrica consiste en determinar matematicamente la cantidad de recursos (tiempo,
espacio, etc.) que necesitara el algoritmo en funcién del tamafio del ejemplar considerado.

El tamafio de un ejemplar x corresponde formalmente al nimero de digitos binarios necesarios

para representarlo en el computador. Pero a nivel algoritmico consideraremos el tamafio como el
numero de elementos l6gicos contenidos en el ejemplar.

2- Concepto de Eficiencia

Un algoritmo es eficiente cuando logra llegar a sus objetivos planteados utilizando la menor
cantidad de recursos posibles, es decir, minimizando el uso memoria, de pasos y de esfuerzo humano.

Un algoritmo es eficaz cuando alcanza el objetivo primordial, el analisis de resolucion del
problema se lo realiza prioritariamente.

Puede darse el caso de que exista un algoritmo eficaz pero no eficiente, en lo posible debemos
de manejar estos dos conceptos conjuntamente.

La eficiencia de un programa tiene dos ingredientes fundamentales: espacio y tiempo.

e Laeficiencia en espacio es una medida de la cantidad de memoria requerida por un programa.
e Laeficienciaen tiempo se mide en términos de la cantidad de tiempo de ejecucién del programa.

Ambas dependen del tipo de computador y compilador, por lo que no se estudiara aqui la
eficiencia de los programas, sino la eficiencia de los algoritmos. Asimismo, este andlisis dependera de
si trabajamos con maquinas de un solo procesador o de varios de ellos. Centraremos nuestra atencién
en los algoritmos para maquinas de un solo procesador que ejecutan una instruccion y luego otra.

3- Medidas de Eficiencia

Inventar algoritmos es relativamente facil. En la practica, sin embargo, no se pretende sélo
disefiar algoritmos, si no mas bien que buenos algoritmos. Asi, el objetivo es inventar algoritmos y
probar que ellos mismos son buenos.

La calidad de un algoritmo puede ser avalada utilizando varios criterios. Uno de los criterios
mas importantes es el tiempo utilizado en la ejecucion del algoritmos. Existen varios aspectos a
considerar en cada criterio de tiempo. Uno de ellos esta relacionado con el tiempo de ejecucién
requerido por los diferentes algoritmos, para encontrar la solucion final de un problema o célculo
particular.

Normalmente, un problema se puede resolver por métodos distintos, con diferentes grados de
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eficiencia. Por ejemplo: busqueda de un nimero en una guia telefénica.
Cuando se usa un computador es importante limitar el consumo de recursos.

Recurso Tiempo:

e Aplicaciones informaticas que trabajan “en tiempo real” requieren que los calculos se realicen en el
menor tiempo posible.

e Aplicaciones que manejan un gran volumen de informacion si no se tratan adecuadamente pueden
necesitar tiempos impracticables.

Recurso Memoria:
e Las maquinas tienen una memoria limitada.

4- Analisis A Priori y Prueba A Posteriori

El andlisis de la eficiencia de los algoritmos (memoria y tiempo de ejecucion) consta de dos
fases: Andlisis A Priori y Prueba A Posteriori.

El Andlisis A Priori (o teérico) entrega una funcién que limita el tiempo de célculo de un
algoritmo. Consiste en obtener una expresion que indique el comportamiento del algoritmo en funcién
de los parametros que influyan. Esto es interesante porque:

e La prediccion del costo del algoritmo puede evitar una implementacion posiblemente laboriosa.
e Es aplicable en la etapa de disefio de los algoritmos, constituyendo uno de los factores
fundamentales a tener en cuenta.

En la Prueba A Posteriori (experimental o empirica) se recogen estadisticas de tiempo y
espacio consumidas por el algoritmo mientras se ejecuta. La estrategia empirica consiste en programar
los algoritmos y ejecutarlos en un computador sobre algunos ejemplares de prueba, haciendo medidas
para:

e uUna maquina concreta,
e un lenguaje concreto,
e un compilador concreto y

e datos concretos

La estrategia tetrica tiene como ventajas que no depende del computador ni del lenguaje de
programacion, ni siquiera de la habilidad del programador. Permite evitar el esfuerzo inutil de programar
algoritmos ineficientes y de despediciar tiempo de maquina para ejecutarlos. También permite conocer
la eficiencia de un algoritmo cualquiera que sea el tamafo del ejemplar al que se aplique.

5- Andlisis de algoritmos

Cuando un programa se va a usar repetidamente resulta importante que los algoritmos
implicados sean eficientes. Generalmente, asociaremos eficiencia con el tiempo de ejecucién del
programa, y mas raramente con la utilizacion de espacio de memoria.

Vamos a concentrarnos en la definicion de eficiencia como el tiempo de ejecucién de un
algoritmo en funcidn del tamafio de su entrada. A la eficiencia de un algoritmo también se le denomina
costo, rendimiento o complejidad del algoritmo.

Para medir el costo de un algoritmo se pueden emplear dos enfoques:
e Pruebas
e Andlisis

El primer enfoque (llamado benchmarking en inglés) consiste en elaborar una muestra
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significativa o tipica de los posibles datos de entrada del programa, y tomar medidas cuidadosas del
tiempo de ejecucién del programa para cada uno de los elementos de la muestra.

Una vez se entra en posesion de estos datos, se aplican técnicas estadisticas para inferir el
rendimiento del programa para datos de entrada no presentes en la muestra. Debemos tener en cuenta
que en determinadas circunstancias las conclusiones derivadas no siempre son fiables.

El otro enfoque, el analisis, emplea procedimientos matematicos para determinar el costo del
algoritmo; sus conclusiones son fiables, pero a veces su realizacién es dificil o imposible a efectos
practicos.

El andlisis de algoritmos mediante el uso de herramientas como por ejemplo la evaluacién de
costos intenta determinar que tan eficiente es un algoritmo para resolver un determinado problema. En
general el aspecto mas interesante a analizar de un algoritmo es su costo.

Consideremos por un momento un programa que juega al ajedrez, el programa funcionar en
base a un unico algoritmo que se llama SearchBestMove. Que devuelve para una posicion de piezas
dada cual es la mejor movida para un cierto bando (blancas o negras). Con este algoritmo el programa
es sencillo, dependiendo de quien empiece lo Unico que debe hacer es aplicar el algoritmo cada vez
que le toque, esperar la movida del contrario y luego aplicar el algoritmo a la nueva posicién. Pensemos
ahora en el algoritmo SearchBestMove, este algoritmo para ser 6ptimo deberia analizar todas las
posibles jugadas, todas las posibles respuestas a dichas jugadas y asi sucesivamente, formando un
arbol de jugadas posibles del cual selecciona la jugada que produce mejor resultado final. Este aunque
funcione en forma ultra-veloz tiene un grave problema de espacio, no hay memoria suficiente en
ninguna maquina construida por el hombre para almacenar todas las posibles combinaciones de
jugadas.

Importante: El analisis del costo de un algoritmo comprende el costo en tiempo y en espacio.

El primer paso que debe llevarse a cabo para analizar un algoritmo es definir con precisién lo
que entendemos por tamafio de los datos de entrada.

El tamafio de los datos es una variable o expresién en funcion de la cual intentaremos medir la
complejidad del algoritmo.

Es claro que para cada algoritmo la cantidad de recurso (tiempo, memoria) utilizados depende
fuertemente de los datos de entrada. En general, la cantidad de recursos crece a medida que crece el
tamafio de la entrada.

El analisis de esta cantidad de recursos no es viable de ser realizado instancia por instancia.

Se definen entonces las funciones de cantidad de recursos en base al tamafio de la entrada.
Suele depender del numero de datos del problema. Este tamafio puede ser la cantidad de digitos para
un numero, la cantidad de elementos para un arreglo, la cantidad de caracteres de una cadena, en
problemas de ordenacion es el nUmero de elementos a ordenar, en matrices puede ser el nimero de
filas, columnas o elementos totales, en algoritmos recursivos es el nUmero de recursiones o llamadas
propias que hace la funcién.

Se debe elegir la misma variable para comparar algoritmos distintos aplicados a los mismos
datos.

Normalmente tal definicidn resulta natural y no es complicado dar con ella. Por ejemplo,

1. Enun algoritmo de ordenacidn, el tamafio de la entrada es el nUmero de elementos a ordenar.

2. En un algoritmo de busqueda, el tamafio de la entrada es el nimero de elementos entre los
que hay que buscar uno dado.

3. En un algoritmo que actia sobre un conjunto, el tamafio de la entrada es el niumero de
elementos que pertenecen al conjunto.
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Queremos saber la eficiencia de los algoritmos, no del computador. Por ello, en lugar de medir
el tiempo de ejecucidn en microsegundos o algo por el estilo, nos preocuparemos del nimero de veces
gue se ejecuta una operacion primitiva (de tiempo fijo).

Para estimar la eficiencia de este algoritmo, podemos preguntarnos, "si el argumento es una
frase de N numeros, ¢cuantas multiplicaciones realizaremos?" La respuesta es que hacemos una
multiplicacién por cada nimero en el argumento, por lo que hacemos N multiplicaciones. La cantidad
de tiempo que se necesitaria para el doble de niumeros seria el doble.

Una vez definido el tamafo resulta conveniente usar una funcién T(n) para representar el
namero de unidades de tiempo (segundos, milisegundos,...) que un algoritmo tarda en ejecutarse
cuando se le suministran unos datos de entrada de tamafio n.

Cualquier férmula T(N) incluye referencias al parametro N y a una serie de constantes"Ti" que
dependen de factores externos al algoritmo como pueden ser la calidad del codigo generado por el
compilador y la velocidad de ejecucion de instrucciones del computador que lo ejecuta.

Dado que es facil cambiar de compilador y que la potencia de los computadores crece a un
ritmo vertiginoso (en la actualidad, se duplica anualmente), intentaremos analizar los algoritmos con
algun nivel de independencia de estos factores; es decir, buscaremos estimaciones generales
ampliamente validas.

No se puede medir el tiempo en segundos porque no existe un computador estdndar de
referencia, en su lugar medimos el niumero de operaciones basicas o elementales.

Las operaciones basicas son las que realiza el computador en tiempo acotado por una
constante, por ejemplo:

e Operaciones aritméticas béasicas

e Asignaciones de tipos predefinidos

e Saltos (llamadas a funciones, procedimientos y retorno)

e Comparaciones logicas

e Acceso a estructuras indexadas basicas (vectores y matrices)

-
( Real *, i %
Tipo de numero
Entero + -.* /. %
Costo por: <
Comparaciones
\ Llamadas a procedimientos.

Es posible realizar el estudio de la complejidad de un algoritmo sélo en base a un conjunto
reducido de sentenc ias, por ejemplo, las que mas influyen en el tiempo de ejecucion.

Como el tiempo de ejecucibn de un programa puede variar sustancialmente segun el
computador concreto en que se lleve a cabo la ejecucién (no es lo mismo usar un PC que un IBM 709),
resulta preferible que T(n) sea el nimero de instrucciones simples (asignaciones, comparaciones,
operaciones aritméticas, etc.) que se ejecutan o equivalentemente, el tiempo de ejecucion del algoritmo
en un computador idealizado, donde cada asignacion, comparacion, lectura, etc. consume 1 unidad de
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tiempo.

Por esta razon suele dejarse sin especificar las unidades de tiempo empleadas en T(n).
Proceder de este modo no resulta restrictivo, porque si T(n) es el tiempo de ejecucion del algoritmo en
el modelo idealizado, entonces el tiempo de ejecucion del algoritmo en el computador real X sera
aproximadamente igual a ¢cX * T(n) para una cierta constante cX dependiente del computador. La
constante c¢cX puede ser determinada usando las técnicas de benchmarking y estadisticas
convencionales.

Por otra parte, si T(n) es el costo de un algoritmo es perfectamente razonable que asumamos
gue n >= 0y que T (n) es positiva para cualquier valor n.

Con mucha frecuencia el costo de un algoritmo depende de los datos de entrada particulares
sobre los que opere, y no sdélo del tamafio de esos datos. En tales casos, T(n) sera a el costo en caso
peor, es decir, el costo maximo del algoritmo para datos de entrada de tamafio n. En otras ocasiones
interesa calcular el costo promedio del algoritmo para datos de entrada de tamafio n. Conocer el costo
promedio de un algoritmo puede resultar en muchas ocasiones mas util que conocer el costo en caso
peor (demasiado pesimista), pero el mas dificil de calcular y se basa en la hip6tesis de equiprobabilidad
de las posibles entradas, hipotesis que no siempre es cierta.

6- Disefio de algoritmos

El disefio de algoritmos se encarga de encontrar cual es el mejor algoritmo para un problema
determinado, en general existen algunos paradigmas basicos que pueden aplicarse para encontrar un
buen algoritmo. Es claro que esta es una tarea dificil que requiere de conocimientos especificos y de
una habilidad particular. Algunas de las técnicas mas utilizadas en el disefio de algoritmos son las
siguientes:
¢ Dividir para conquistar.

Algoritmos aleatorizados.

Programacion dinamica.

Algoritmos golosos (Greedy).

Algoritmos de heuristicos.

Reduccién a otro problema conocido.

Uso de estructuras de datos que solucionen el problema.

7- Modelos computacionales

Para poder estudiar en detalle un algoritmo debemos fijar un marco en el cual podamos probar
y analizar un algoritmo, asi como también que permita comparar dos algoritmos entre si. Este ambiente
necesario para el estudio de los algoritmos se conoce como "modelo computacional”.

Maguina RAM de costo fijo

La maquina RAM proviene de Random Access Memory. Y es una maquina ideal muy similar a
una computadora actual aunque con algunas simplificaciones. Los programas de la maquina RAM se
almacenan en memoria.

Puede suponerse que todos los accesos a memoria tienen el mismo costo (en tiempo) y que
todas las instrucciones tienen un costo constante e idéntico (en tiempo). El set de instrucciones de la
maquina RAM esta a compuesto por la gran mayoria de las instrucciones que podemos encontrar en
un lenguaje de alto nivel.

Un programa para la maquina RAM se escribe en un pseudocodigo especial en el cual vamos
a adoptar algunas convenciones basicas. Las llaves solo son necesarias si su ausencia afecta la
claridad del cédigo.

Los pasajes de parametros a una funcion se hacen por valor. El acceso a un elemento de un
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arreglo cuesta lo mismo que el acceso a una variable.

Algoritmo 1 - Este es un ejemplo
y<-1 * Asignacion
Al2] <-1 [* Asignacién a un elemento de un vector
sin<1entonces
X<-w
sino
X<-y
fin_si
mientras n >= 0 hacer
n<-n-1
fin_mientras
para i desde 0 hasta 10 hacer
Afil <-0
fin_para

Algoritmo 2 - Ejemplo simple
a<-3
b <-a*5h
si b =5 entonces
a<-2
sino
a<-1
fin_si

El algoritmo 2 tiene 5 instrucciones de las cuales se ejecutan Unicamente 4. Por lo tanto el
costo del programa en tiempo es de C*4, siendo C una constante que indica cuanto tiempo tarda en
ejecutarse una instruccion. El espacio que necesita el programa es el espacio ocupado por las variables
Ay B. Es decir 2*Ec siendo Ec el espacio que ocupa una variable.

La maquina RAM de costo fijo es muy realista ya que puede verse como, claramente, a partir
de un algoritmo escrito para la maquina RAM podemos desarrollar un algoritmo escrito en C, Pascal u
otro lenguaje para una computadora actual.

Este acercamiento a la realidad en el codigo de la maquina RAM no se evidencia en cuanto al
costo ya que el modelo planteado en el cual todas las instrucciones tienen un costo fijo no es real ya
que hay algunas instrucciones que son claramente mas costosas que otras, por ejemplo una
multiplicacion insume mas tiempo que una suma en cualquier computadora.

Maguina RAM de costo variable

En la maquina RAM de costo variable cada instruccion li tiene asociado un costo Ci que le es
propio y que depende del costo de implementar dicha instruccion.

Algoritmo 3 - Ejemplo simple I
a<-3
b < a*5
si b =5 entonces
a<-2
sino
a<-1
fin_si

Este programa cuesta ahora 3*C1+1*C2+1*C3

Donde:
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C1 = costo de una asignacion.
C2 = costo de una multiplicacion.
C3 = costo de comparar dos numeros.

El costo del espacio en la maquina RAM de costo variable es igual al de la maquina RAM de
costo fijo.

Claramente observamos que pese a ganar claridad en cuanto a la escritura de programas

perdemos precisién y se hace mas complejo el calculo de costos. Mas adelante veremos algunas
herramientas que permitan simplificar el calculo de dichos costos.

Importante: A partir de este momento adoptaremos como base para el analisis de los algoritmos que
estudiaremos la maquina RAM de costo variable.

8- Algoritmos iterativos

Los algoritmos iterativos son aquellos que se basan en la ejecucién de ciclos; que pueden ser
de tipo for,while,repeat,etc. La gran mayoria de los algoritmos tienen alguna parte iterativa y muchos
son puramente iterativos. Analizar el costo en tiempo de estos algoritmos implica entender cuantas
veces se ejecuta cada una de las instrucciones del algoritmo y cual es el costo de cada una de las
instrucciones.

Tipos de analisis

e Peor caso: indica el mayor tiempo obtenido, teniendo en consideracién todas las entradas posibles.

e Mejor caso: indica el menor tiempo obtenido, teniendo en consideracién todas las entradas
posibles.

e Caso Medio: indica el tiempo medio obtenido, considerando todas las entradas posibles.

Como no se puede analizar el comportamiento sobre todas las entradas posibles, va a existir
para cada prob lema particular un andlisis en él:

- peor caso
- mejor caso
- caso promedio (o medio)

El caso promedio es la medida mas realista de la performance, pero es mas dificil de calcular

pues establece que todas las entradas son igualmente probables, lo cual puede ser cierto o no.
Trabajaremos especificamente con el “peor caso”.

Ordenamiento Uno contra Todos

Uno de los temas importantes del curso es el andlisis de algoritmos de ordenamiento, por lo
que vamos a empezar con uno de los méas simples: el de uno contra todos.

Algoritmo Uno_contra_todos (A,n). Ordena el vector A.
paraidesde 1 hasta (n -1) hacer
para jdesde (i + 1) hasta n hacer
si A[j] < Ali] entonces
Swap(Al[i], Ali])
fin_si
fin_para
fin_para
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Ejemplo:

34152764 Compara A[l] con A[2]
34152764 Compara A[l] con A[3]
14352764 Compara A[l] con A[4]
14352764 Compara A[l] con A[5]
14352764 Compara A[l] con A[6]
14352764 Compara A[l] con A[7]
14352764 Compara A[l] con A[8]
14352764 Compara A[2] con A[3]
13452764 ComparaA[2] con A[4]
13452764 ComparaA[2] con A[5]
12453764 ComparaA[2] con A[6]
12453764 ComparaA[2] con A[7]
12453764 Compara A[2] con A[8]
12453764 Compara A[3] con A[4]
12453764 ComparaA[3] con A[5]
12354764 Compara A[3] con A[6]
12354764 ComparaA[3] con A[7]
12354764 Compara A[3] con A[8]
12354764 ComparaA[4] con A[5]
12345764 Compara A[4] con A[6]
12345764 Compara A[4] con A[7]
12345764 Compara A[4] con A[8]
12345764 Compara A[5] con A[6]
12345764 Compara A[5] con A[7]
12345764 Compara A[5] con A[8]
12344765 Compara A[6] con A[7]
12344675 Compara A[6] con A[8]
12344576 ComparaA[7] con A[8]
12344567 FIN.

Para un vector de 8 elementos el algoritmo insumié 28 comparaciones. Antes de analizar en
forma genérica el costo en tiempo del algoritmo veamos ejemplos mas simples.

Costo de una instruccién en ciclos simples

para idesde 1 hasta n hacer
instruccion
fin_para

El calculo en costo de una instruccién en un ciclo simple puede hacerse utilizando una
sumatoria.
n
Y
i=1

Donde C1 es el costo de la instruccion que se ejecuta en el ciclo. El resultado de la sumatoria
es n * C1, lo cual es evidente porque la instruccion dentro del ciclo se ejecuta n veces.

Costo de unainstruccién en ciclos anidados independientes

para i desde 1 hasta n hacer
para j desde 3 hasata m hacer
instruccion
fin_para
fin_para
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Podemos calcular el costo de la instruccién nuevamente usando sumatorias de la forma:

anzm:mzznl(m—Z)*Cl:n*(m—2)*C1

i-1 j=3 i=1

Costo de unainstruccion en ciclos anidados dependientes

Cuando los ciclos dependen uno del otro podemos aplicar la misma técnica.

paraidesde 1 hasta n hacer
para j desde i hasata n hacer
instruccion
fin_para
fin_para
n n n
>y = Z(n —i+1)*Cl= Cl*Z(n —i+1) =

—Cl*(Zn Z|+Zl) Cl*(n*n- *(;+1) n):C1*(n2—nz—2+n+n):

2n?2—n®>-n+2n 2

— C1*( 5 y=c1= *1N

Antes de continuar vamos a recordar algunas sumatorias Gtiles.

5. n*(n+l)

Andlisis del algoritmo “Uno contra Todos”

Pasemos nuevamente al algoritmo.

Algoritmo Uno_contra_todos (A,n). Ordena el vector A.
paraidesde 1 hasta (n -1) hacer
para jdesde (i + 1) hasta n hacer
si A[j] < Ali] entonces
Swap(Ali], Afl])
fin_si
fin_para
fin_para

El costo del algoritmo lo vamos a calcular suponiendo que C1 es el costo de efectuar la
comparacion y que C2 es el costo de efectuar el SWAP. Sin embargo el SWAP no se hace siempre
sino que se hace Unicamente cuando la comparacién da A[j] > AJi], por ello debemos particionar el

andlisis en tres casos: el peor caso, el mejor caso y el caso medio.

Nota: No se tiene en cuenta en este ejemplo el costo de las instrucciones Para_Fin_para, solo se

tienen en cuenta los costos de las instrucciones de comparacion y Swap.
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Peor caso

En el peor caso el algoritmo siempre hace el Swap. Esto ocurre por ejemplo cuando el vector
viene ordenado en el orden inverso al que utilizamos.

T(n):ni zn:(cucz)

i=l j=i+l

T(n) :§(01+C2)*(n_(i +1) +1)

T(n)=§(Cl+C2)*(n—i)

n-1

T(n)=(C1+C2)*(nin—Zi)

i=1 i=1

T(n) = (C1+C2)*((n_1)*n_w

-N
2

2 _n2
T(n) = (CL+C2)* (2" 2”2 n+h
—N

)

n2

T(n)=(C1+C2)*(n* —n—

)

n2

T(n) = (C1+C2)*(

)

T(n)=(Cl+ C2)”‘(%n2 —%n)

Por ejemplo para N = 8 el peor caso nos da: (C1+C2)*(32—4)=(C1+C2)*28 un total de 28
comparaciones y 28 Swaps.

Mejor caso
En el mejor caso el vector ya viene ordenado por lo que nunca efectla ningin Swap, el costo
total es entonces el costo de las comparaciones que es igual a lo calculado antes.

1 1
T(n)=Cl*(=n?*-==n
(n) (2 > )

Caso medio
En el caso medio el algoritmo efectlia todas las comparaciones y solo la mitad de los Swaps.

1 1 1.1 1
T(N)=Cl*(=n>-=n)+C2*=(=n’-=n
(n) (2 > ) 2(2 > )

Importante: Al analizar el tiempo de un algoritmo se debe analizar el mejor caso, el peor caso y el caso
medio. Habitualmente el que mas interesa es el peor caso.

Otro ejemplo

Considérese el siguiente algoritmo de localizacion del minimo elemento de una tabla que
almacena m>0 elementos enteros. El tamafio de la entrada de la funcion serd a m.

Nota: En este ejemplo Sl se tiene en cuenta el costo de las instrucciones Para_Fin_para, ademas de
las instrucciones de comparacion y asignacion.
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1. tipo tabla enteros = tabla [1..MAX] de entero

2. fin_tipo

3.

4. funcién localizacién_minimo (ent A: tabla_enteros; ent m: entero) retorna entero

5 var j, min : entero

6. fin_var

7. min :=1

8 para j desde 2 hasta m hacer 10
9. si A[j] < A[min] entonces
10. j:=min

11. fin_si

12. fin_para

13. retorna min

14. fin_funcién

Al tiempo de ejecucion del algoritmo s6lo contribuyen ciertas lineas de este algoritmo, no todas.
Por ejemplo, las declaraciones del tipo y de la funcién no consumen tiempo porque solo son
consideradas cuando el algoritmo es compilado y no al ser ejecutado.

Empecemos las cuentas. En la linea (7) efectuamos una asignacion, por lo que cargamos una
unidad de tiempo a la "factura”.

En la linea (8) cargamos dos unidades de tiempo por cada iteracién que se haga, ya que en
cada iteracion se le da valor a j (se incrementa) y se comprueba si hemos llegado al final de la iteracion
0 no; mas dos unidades de tiempo de la iteracion final, en la que j:=m+1, la comparacién entre j y m
fracasa, y se abandona el bucle para sin ejecutar el cuerpo del mismo.

La iteracién para realiza (m-1) iteraciones. El cuerpo de la iteracién (lineas (9) a (11)) puede
tener un costo de una o de dos unidades.

La evaluacién de las condiciones consume una unidad siempre, pero en funcion del resultado
consumiremos una unidad mas por la asignacion j:=min (linea (10)) o no habra a nada mas que hacer.

Como vamos a evaluar el costo en caso peor, adoptamos la hipétesis pesimista y suponemos
que siempre habra a que gastar dos unidades de tiempo en el cuerpo de la iteracién, en todas las
iteraciones. Si la tabla estuviera ordenada decrecientemente, ocurriria justamente esto.

Para finalizar el contabilizacion de operaciones realizadas, afiadimos al total una unidad de
tiempo por el retorno de la expresion min.

Resumiendo, si T (m) es el costo (en caso peor) de localizacion minimo para una entrada de
tamafio m tenemos:

TM=1+2M-1)+2+2(m-1)+1=4(m-1)+4=4m
(1) (8) (9)y (10) (13)

9- Orden de un algoritmo

El analisis de los algoritmos que hemos realizado hasta aqui es muy preciso pero resulta
incomodo para entender que tan eficiente es un algoritmo o para poder compararlo contra otro
algoritmo.

Supéngase que para cierto problema hemos hallado dos posibles algoritmos que lo resuelven,
Ay B.

Evaluamos con cuidado sus costos respectivos y obtenemos que TA(n) = 100n y TB(n) = 2n2.
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¢Cual sera conveniente usar, basandose en el criterio de eficiencia? Si n < 50, resulta que B
es mas eficiente que A, pero no mucho mas; para n>50 el algoritmo A es mejor que B, y la ventaja de
A sobre B se hace mucho mayor cuanto mayor es n.

Para entradas de tamafio n=100, A es el doble de rapido que B, pero para entradas de tamafio
n = 1000, A es veinte veces mas rapido que B.

Este pequefio ejemplo muestra que es mucho mas importante la forma funcional (n vs. n2) de
los costos que no las constantes que intervienen(2 vs. 100).

Como ademas el tiempo de ejecucion del algoritmo en un computador real requiere que
multipliquemos el costo por una cierta constante s6lo mensurable a través de la experimentacion, no
tiene caso que nos preocupemos de calcular los factores multiplicativos a la hora de analizar un
algoritmo.

20000 —

15000 —

10000 —

T(n) = 100n
5000 —

20 40 60 80 100

Figura 1: Comparacién de los costes 100n y 2n®

10- Notacién "O"

Esta notacion sirve para clasificar el crecimiento de las funciones. Asi en vez de decir que el
costo T(k) del algoritmo de localizacion del minimo es T(k) = 4k, diremos que es O(k), lo que
informalmente significa que el costo es "alguna constate multiplicada por k" para entradas de tamafio
K.

Habitualmente no interesa cuanto tarda exactamente un algoritmo sino que nos interesa saber
cual es la tasa de crecimiento del algoritmo en funcién de los datos de entrada.

Para el estudio de algoritmos existe una notacién muy practica y utilizada universalmente en
este tipo de problemas conocida como la gran "O" (Big-Oh notation) que define el orden de un algoritmo.

Importante: Orden de un algoritmo: Tasa de crecimiento del tiempo que insume el algoritmo en funcién
de la cantidad o tamafio de los datos de entrada.

La definicion formal es la siguiente: Sea f(n) una funcién definida sobre los nimeros enteros
positivos n. Diremos que T(n) es O(f(n)) si T(n) es menor o igual que f(n) multiplicada por cierta
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constante, excepto para ciertos valores de n.

Mas formalmente, T(n) es O(f(n)) si existe una constante ¢ > 0 y un niUmero no tales que para
todo n >= no se cumple que

T(n)<=c*f(n)

Por ejemplo, si T(n)=(n+1)2 entonces T(n) es O(n2?), ya que para c=4 y no=1 se cumple la
definicién anterior, (n + 1)2 <4n2paran >= 1.

Puede parecer un contrasentido decir que (n + 1) 2 es O(n?) ya que (n + 1) 2 es mayor que n?
para toda n, pero al fin y al cabo, ambas funciones crecen a ritmos equivalentes y eso es lo que
expresamos al decir que (n + 1) 2 es O(n?).

De hecho, también es cierto que (n+1) 2 es O(n?/100) (tbmese no = 1 y ¢ = 400).

Se dice que una funcion f(n) es del mismo orden o de orden inferior que g(n) si f(n) es O(g(n)).
Si g(n) es O(f(n)) entonces f(n) y g(n) son del mismo orden y, si g(n) no es O(f(n)) entonces f(n) es de
orden inferior a g(n).

Proposiciones

1. Para cualesquiera constantes 0 <= a <= b, se cumple que n2 es O(nb). ademas n2 es de orden
inferior a nP si a < b, y son del mismo orden si a = b.

2. Para cualesquiera constantes a>=0, b >0y c > 1, se cumple que (logc n)@ es O(n®) y es de orden
inferior.

3. Para cualesquiera constantes a>=0y b > 1, se cumple que n2 es O(b") y de orden inferior.
4. Para cualquier constante b > 1, se cumple que b" es O(n!) y es de orden inferior.

Recapitulando sobre lo que ya hemos visto, los principios generales que podemos extraer son
los siguientes:

e Los factores constantes no importan. Si T(n) es O(f(n)) entonces para cualesquiera constantes d1,
d2 >0, d1 * T(n) es O(d2 * f(n)).

e Los términos de orden inferior no importan. Por ejemplo, si T(n) es un polinomio
T(n) = aknk + ak1nkl + ... + ao

siendo ax > 0, podemos concluir que T(n) es O(nk). De hecho, si T(n) es una suma de funciones
fi(n) positivas entonces T (n) es O(fk(n)), donde fk(n) es la funcidon de mayor orden entre las distintas
funciones fi(n). Otra forma de expresar esto mismo, es decir que si f(n) es O(g(n)) entonces

max{f(n), g(n)} es O(g(n)).

e La base de los logaritmos no importa. Puesto que logon = logen * logec, para cualesquiera
constantes b, ¢ > 1 y puesto que logsC e€s una constante positiva, dos funciones logaritmicas son
siempre del mismo orden. Usaremos la expresion O(log n), sin especificar la base, ya que carece
de importancia.

e Las expresiones usando la notacién O son transitivas. Si f(n) es O(g(n)) y g(n) es O(h(n)) entonces
f(n) es O(h(n)).
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Orden Nombre informal Comentario
o) Orden constante Todo aquel algoritmo que responde en un tiempo
constante. Son los que aplican alguna férmula
sencilla.

O(log n) Orden logaritmico El tiempo crece con un criterio logaritmico
independientemente de cudl sea la base mientras
gue esta sea mayor que 1. Esto implica que un
bucle realiza menos iteraciones que el tamafio de
los datos del problema.

o(n) Orden lineal Es un orden bueno

O(n log n) Orden linearitmico Es un orden relativamente bueno

0o(n?) Orden cuadratico

O(n3) Orden clbico

O(nk) Orden polinémico (de grado k>3) | Incluye al cuadratico y al clbico. Se puede decir
que este orden es el Ultimo aceptable. A partir del
siguiente, los algoritmos son complicados de tratar

o(cnm Orden exponencial (c>1) Crecen mucho mas rapido que el polinomial. Es un
problema intratable.

O(nh Orden factorial El algoritmo prueba todas las combinaciones
posibles.

O(n") Orden combinatorio Tan intratable como el anterior. A menudo no se
hace distincién entre ellos.

Nombres informales para algunos 6rdenes comunes

O(n)

O(n?)

Ofn log n)

Reglas

Curvas de crecimientos de algunos 6rdenes comunes

Antes de dar unas cuantas reglas para calcular el costo de un algoritmo veamos un par de
convenios Utiles al usar la notacién O. Si el costo de un algoritmo o de una de sus partes es
independiente del tamafio de la entrada, es decir, constante, diremos que su costo es O(1). Por otra
parte, en vez de decir T(n) es O(f(n)) escribiremos T(n) = O(f(n)), aunque esta convencién encierra
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alguln peligro porque "=" no equivale a "es" y no es cierto que O(f(n)) =T (n).

A la hora de analizar un algoritmo, debemos tener en cuenta que cualquier asignacion, lectura
de variables, escritura, operacion aritmética o comparacion tiene costo O(1). Si en alguna de las
expresiones evaluadas o las comparaciones interviene una funcién entonces se afiade el costo de la
funcién.

Regla de las sumas: Consideremos un algoritmo que consta de k partes compuestas
secuencialmente, cada una con un costo Ti(n) y donde Ti(n) = O(fi(n)) parai = 1, .., k. Entonces

T(n) =Ty (n) + ... + T(n) = O(max{ fi(n), .... fik(M)}).

Serd muy conveniente que la regla de las sumas se emplee usando las expresiones O(fi(n))
mas ajustadas posibles y con arreglo a los criterios que exponiamos antes.

Supéngase que un algoritmo consta de dos partes. Si la primera tiene costo O(n?) y la segunda
tiene costo O(n3), entonces el costo del algoritmo seria

T (n) = O(n?) + O(n3) = O(n2 + n3) = O(max{n2, n3}) = O(n3)

Para obtener el costo de una estructura alternativa se han de contabilizar los costos de evaluar
cada una de las condiciones (tipicamente todas tienen el mismo costo) y los costos de las acciones
emprendidas en cada uno de los casos.

Como pretendemos obtener el costo en el caso peor, supondremos que siempre se ejecuta la
accion mas costosa (salvo que podamos demostrar lo contrario) y se aplica la regla de las sumas.

Para las estructuras iterativas debemos evaluar el costo del cuerpo y el nimero de iteraciones
que se produciran en funcién del tamafio de la entrada. En iteraciones para el nUmero de iteraciones
se puede obtener facilmente, pero para las iteraciones mientras puede que no resulte sencillo y nos
hayamos de contentar encontrando una cota superior al nimero de iteraciones expresada con la
notaciéon

O. Si el nimero de iteraciones es nulo, el costo total de la estructura iterativa sera a nulo, pero
salvo en este caso trivial el costo total de la estructura iterativa se obtiene usando la llamada regla de
los productos.

Regla de los productos: Si el costo del cuerpo de una iteracion es O(f(n)) y el nimero de iteraciones
es O(g(n)) entonces el costo total de la iteracion es O(f(n) * g(n)).

Si en un algoritmo aparecen bucles anidados se analizan uno por uno desde el mas interno al
mas externo. Por ejemplo, el siguiente segmento de un algoritmo inicializa las componentes de una
matriznxnao.

paraidesde 1 hasta n hacer
para j desde 1 hasta n hacer
Cli,j]: =0
fin_para
fin_para
Si tomamos como tamafio de la entrada la dimension de la matriz, n, el costo del segmento
completo es O(n?).

En efecto, para el bucle mas interno (donde se usa j), el costo del cuerpo es O(1) y el nimero
de iteraciones que se efectiian es O(n); luego el costo del bucle es O(n).

Para el bucle externo, el nimero de iteraciones realizadas es O(n), y el costo de su cuerpo es
el costo previamente calculado: O(n).
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Aplicando la regla del producto llegamos a la respuesta buscada: el costo total es O(n * n) =
O(n?).

Aplicando esta notacidn a los algoritmos estudiados podemos ver que el mejor caso Uno contra
Todos es O(n?). El peor caso es O(n?) por lo tanto el algoritmo es O(n2). Es decir que es un algoritmo
de orden cuadratico.

Cuanto mas rapido sea el crecimiento de una funcién peor sera el rendimiento del algoritmo.
Por eso analizando el orden del algoritmo podemos determinar cual es mas eficiente.

Algunas funciones tipicas ordenadas por orden de crecimiento.

Jn<logn<n<nlogn<n®<x" <nl<n"

Ejemplos de algoritmos de distintos Orden

o@1)

En O(1) estan los algoritmos que se ejecutan siempre en la misma cantidad de pasos, sin importar el
tamafio de la entrada:

bool IsFirstElementNull(IList<string> elements)

{
}

return elements[0] == null;

O(n)

En O(n) estan los algoritmos cuyo tiempo de ejecucién crece de forma lineal y en proporcién directa al
tamafio de su entrada:

bool ContainsValue(IList<string> elements, string value)
foreach (var element in elements)

if (element == value) return true;
}

return false;

}

O(n?
En O(n2) estan los algoritmos cuyo tiempo de ejecucién crece de forma proporcional al cuadrado del
tamafio de su entrada:

bool ContainsDuplicates(IList<string> elements)

for (var outer = O; outer < elements.Count; outer++)

{

for (var inner = 0; inner < elements.Count; inner++)
{
/I Don't compare with self
if (outer == inner) continue;
if (elements[outer] == elements[inner]) return true;
}
}

return false;

}
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o2zn
En O(2") estan los algoritmos cuyo tiempo de ejecucion se duplica cada vez que el tamafio de la entrada
se incrementa de una unidad:

int Fibonacci(int number)

{

if (number <= 1) return number;
return Fibonacci(number - 2) + Fibonacci(number - 1);

}

11- Ejemplo de céalculo de costo y orden de un algoritmo

Para resolver los problemas vamos a considerar una MT (Maquina de Turing) de costo fijo. Todas
las operaciones (asignaciones, lecturas, comparaciones, sumas, productos, etc.) van a tener un costo
de valor 1 c/u.

Si en una instruccién hay por ejemplo una asignacion y una suma, se sumaran los valores de c/u y
su valor seria de 2.

Las estructuras repetitivas como el Para (For) van a tener un costo mayor ya que deben realizar
comparaciones, incrementar el valor de la variable de control y comparar.

Ejemplo

i=0 C1 =1 (costo de la asignacién) Linea 1l
A=1 C2 =1 (costo de la asignacion) Linea 2
B=5 C3 =1 (costo de la asignacién) Linea 3
— Mientras i <= 5 Hacer C4 = ? (costo del Mientras) Linea 4
- Paraj = A hasta B Hacer C5 = ? (costo del Para) Linea
Leer Dato()) C6 =1 (costo de la lectura) Linea 6
Si Dato(j) < 100 Entonces C7 =1 (costo de comparar) Linea 7
i=i+1 C8 = 2 (costo de la suma + asignacién) Linea 8
Fin_Si Linea 9

L Fin_Para Linea 10

D=j C9 =1 (costo de la asignacién) Linea 11

E=D+5 C10 = 2 (costo de la suma + asignacion) Linea 12

i=i+1 C11 = 2 (costo de la suma + asignacion) Linea 13

L_ Fin_Mientras Linea 14

El Costo Total de este algoritmo sera

T(nN)=C1+C2+C3+C4=1+1+1+C4=3+C4 1)

Las lineas 9, 10 y 14 no tendran costo.

Necesitamos saber cudl es el valor de C4.

Al ser una estructura repetitiva Mientras, vamos a considerar su costo como 1, ya que sélo tiene una
comparacion, pero ese costo de 1 debe ser multiplicado por la cantidad de repeticiones que se den en

el Mientras. ¢ Cémo sé cuantas repeticiones seran?

La unica forma que tengo es hacer una prueba de escritorio, ya que uno al ver la estructura podria decir
que repite 5 veces, pero veamos:
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Valor de i i<=5 Valor comparacién
0 0<=5 Verdadero

1 0<=5 Verdadero

2 0<=5 Verdadero

3 0<=5 Verdadero

4 0<=5 Verdadero

5 0<=5 Verdadero

6 0<=5 Falso

Como podemos ver, la estructura Mientras se repite 6 veces, las 6 veces que la condicion i <=5 fue
verdadera

Los costos de las estructuras repetitivas los vamos a representar con la sumatoria

Costo del Mientras

6
C4= Z (1+C5+C09+C10+C11) +1 (la sumatoria de 1 a 6 es por las 6 repeticiones)
i=1

El valor de 1 es el costo del mientras en cada repeticion, la comparacion que hace el mientras de i <=
5. Los valores de C9, C10 y C11 son los costos de las asignaciones que estan dentro del Mientras,
tanto el valor del mientras como el de las asignaciones estan afectados por la cantidad de repeticiones
del Mientras (6).

El 1 que esta al final es el valor del mientras en la Ultima comparacién, i <= 5 cuando i vale 6 y esa
comparacion posee el valor falso que hace que se salga de la estructura Mientras.

Reemplazamos los valores gue conocemaos 'y tenemos:
C4:ZB (1+C54+1+2+2)+1

i=1
04:26 (1+C54+5)+1

i=1

C4:ZG (6+C5)+1
i=1

Aplicando propiedades de Sumatoria

6 6
C4:ZS 6+ZE s 4
i=1 i=1

Ca=6%6+6%C5+1=37+6%C5 (2)

Costo del Para

La cantidad de repeticiones del Para de este ejemplo es de 5, ya que son 5 repeticiones desde A=1
hasta B=5 (queda para los alumnos realizar la prueba de escritorio para confirmar las 5 repeticiones),
mas un costo adicional que es el que corresponde cuando A toma el valor 6 y se compara contra el
valor de B y sale del bucle.

En el Para vamos a tomar un costo de 3 (1 por asignar el valor a la variable de control j, otro 1 por
comparar sij llegé al valor B y otro 1 por incrementar esa variable de control j).

5
C5= E B+C6+C7+(8)+3 (los valores de 3 son del Para y de su adicional)
j=1

Consideramos que C7, la comparacién, sera verdadera siempre, ya que estamos considerando el Peor
Caso, por lo tanto siempre se va a ejecutar C8 también.
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CSZZS B+1+1+2)+3
j=1
5
C5 = Z 7+3
j=1
C5=5%7+3=35+3=38 (3)
Reemplazando (3) en (2)
C4=37+6%38 =237+ 228 =265 (4)
Reemplazando (4) en (1)

T(n) =3+ C4 =3+ 265 = 268

En el caso del Orden seria O(n?), ya que tenemos una estructura repetitiva dentro de la otra; pero
cuidado, siempre hay que realizar las pruebas de escritorio para ver si las estructuras repetitivas se
repiten mas de una vez.

En el algoritmo del ejemplo llegamos a un Unico valor, porque sabemos las cantidades de repeticiones,
pero si cambiamos el algoritmo por el siguiente no podremos saber el valor exacto del costo sino un
valor en funcién a la cantidad de datos n (realice el calculo del costo y orden como tarea).

i=0 C1 =1 (costo de la asignacién) Lineal
A=1 C2 =1 (costo de la asignacion) Linea 2
— Mientras i <= n Hacer C4 = ? (costo del Mientras) Linea 3
- Paraj = A hasta n Hacer C5 = ? (costo del Para) Linea 4
Leer Dato(j) C6 =1 (costo de la lectura) Linea
Si Dato(j) < 100 Entonces C7 =1 (costo de comparar) Linea 6
i=i+1 C8 = 2 (costo de la suma + asignacién) Linea 7
Fin_Si Linea 8
L Fin_Para Linea 9
E=j+5 C10 = 2 (costo de la suma + asignacion) Linea 10
i=i+1 C11 = 2 (costo de la suma + asignacion) Linea 11
L Fin_Mientras Linea 12

Ayuditas

e Si el algoritmo posee hay una estructura repetitiva vamos a decir que es de O(n),

e Siel algoritmo posee hay una estructura repetitiva dentro de otra vamos a decir que es de O(n?).

e Sielalgoritmo posee hay una estructura repetitiva dentro de otra, que a su vez esta dentro de otra
estructura repetitiva vamos a decir que es de O(n?).

e Siempre verificar que las estructuras repetitivas se repiten mas de una vez, ya que si no lo hacen
el Orden variara y los puntos anteriores no se cumpliran.

12- Algoritmos recursivos

Una técnica bastante poderosa a la hora de realizar algoritmos consiste en programar en forma
recursiva. Un algoritmo recursivo es aquel que en algin momento durante su ejecucion se invoca a Si
mismo. Por ejemplo el siguiente programa sirve para calcular el factorial de un nimero.
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Algoritmo Fact(n). Calcula el factorial de n en forma recursiva.
si n < 2 entonces
devolver 1
sino
devolver n*Fact(n-1)
fin_si

En general el programar en forma recursiva permite escribir menos c6digo y algunas veces nos
permite simplificar un problema dificil de solucionar en forma iterativa. En cuanto a la eficiencia un
programa recursivo puede ser mas, menos o igual de eficiente que un programa iterativo.

En primer lugar hay que sefialar que los programas recursivos consumen espacio en memoria
para la pila ya que cada una de las llamadas recursivas al algoritmo son apiladas una sobre otras para
preservar el valor de las variables locales y los parametros utilizados en cada invocacion.

Este aspecto lo vamos a considerar un costo en espacio ya que lo que estamos consumiendo
es memoria. En cuanto al tiempo de ejecucién del programa debemos calcularlo de alguna forma para
poder obtener el orden del algoritmo. Para ello se recurre a plantear el tiempo que insume un programa
recursivo de la siguiente forma.

Tiempo de ejecucion del factorial
1 sin<2

T(n): 1+T(n—l) sino

Las ecuaciones planteadas definen una recurrencia. Una recurrencia es un sistema de
ecuaciones en donde una o més de las ecuaciones del sistema estan definidas en funcion de si mismas.
Para calcular el orden de un algoritmo recursivo es necesario resolver la recurrencia que define el
algoritmo.

Recurrencias
Tomemos por ejemplo la siguiente recurrencia muy comin en algoritmos recursivos.
1 sin=1
T(n)= n
2T (—) +Nn sino
2
Estudiaremos tres técnicas que suelen utilizarse para resolver recurrencias.

e El método de sustitucion
e El método iterativo
e Elteorema maestro de las recurrencias.

El método de sustitucion

En método de sustitucion se utiliza cuando estamos en condiciones de suponer que el resultado
de la recurrencia es conocido. En estos casos lo que hacemos es sustituir la solucién en la recurrencia
y luego demostrar que el resultado es valido por induccién.

Para nuestro ejemplo sabemos que

T(n)=(nlogn)+n
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Veamos que pasa cuando n=1
Sin=1 = T(1)=1
llogl+1=0+1=1 Verifica

Hipétesis inductiva
sin>1=>T()=(n"logn')+n'sin'<n

Demostracion

T(n)=2T (g) +n @
n
Como —<n
2

Por induccién
n n n n
TE) =(=)*log(=)+=
(2) (2) 09(2)+2 2
Reemplazando (2) en (1)

T(n) =2(()*log(2) + ) +1

T(n) = (n Iog(g) +n)+n

T(n)=n(logn—1log2) +2n
T(n)=nlogn—n+2n
T(n)=nlogn+n
T(n) =0O(nlogn)

Por lo que queda demostrado.

El método de sustitucién es simple pero requiere que uno ya conozca cual es la solucién de la
recurrencia. A veces sin embargo en recurrencias muy complejas para resolver por otros métodos
puede llegar a ser conveniente intentar adivinar la solucién y luego demostrarla usando este método.

El método iterativo

El método iterativo es un forma bastante poderosa de resolver una recurrencia sin conocer
previamente el resultado. En este método se itera sobre la recurrencia hasta que se deduce un cierto
patron que permite escribir la recurrencia usando sumatorias. Luego realizando una sustitucién
apropiada y resolviendo las sumatorias se llega al resultado de la recurrencia. Utilizando el método
iterativo en nuestro ejemplo observamos lo siguiente.

T =1

T(n)=2T(g)+n

n n n
T(n)=2(2T(Z)+E)+n=4T(Z)+n+n

n n n
T(n)=4(2T(§)+Z)+n+n=8T(§)+n+n+n

T(n)=2k*T(21k)+kn
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n
Como T(1) = 1 hacemos 2—k:l:> n=2"=k=Ilog,n

Reemplazando
n
2Iog2 n

T(n) =2"%"T(

Sabemosque:2"°%" =n"%? =n' =n

T(n)= nT(D)+ nlog,n=nT()+nlog,n
n

T(n)=n+nlog,n
T(n) =0O(nlogn)

Como podemos ver el método iterativo requiere de varios calculos y puede llegar a requerir de
ciertas manipulaciones algebraicas que resultan molestas pero en general puede aplicarse
practicamente a cualquier tipo de recurrencia con resultado favorable.

El teorema maestro de las recurrencias

Mediante este teorema podemos contar con una poderosa herramienta para resolver algunas
recurrencias. El teorema dice lo siguiente.

Teorema: Sea:

T(n) = aT(E) +nk

Sia>lyb>1

Entonces

e CasolSia>b"=T(n)=c®n"*?)

e Caso2Si a=b*=T(n)=c®(n"logn)
e Caso3Si a<b*=T(n)=e®(n")

n
Por ejemplo para T(n) = 2T (E) +Ntenemos que a =2, b =2, k =1 luego a = bk y estamos
en el caso 2. Por lo que el algoritmo es O(n* log n)
Lamentablemente no todas las recurrencias tienen la forma que requiere el teorema maestro

por lo que a veces no queda mas remedio que aplicar el método iterativo.

Otra herramienta

Ademas de los tres métodos nombrados que son los basicos en cuanto a la resolucion de
recurrencias hay otra herramienta que pueden resultar util al resolver recurrencias.

Cambio de variables

En algunas recurrencias puede ser conveniente realizar un cambio de variables de forma tal
de resolver una recurrencia ya conocida, luego aplicando la inversa del cambio podemos obtener la
solucion de la recurrencia original.
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Supongamos que tenemos la siguiente recurrencia:

sin=1

1
T(n)z{T(\/ﬁ)u sino

Sea m log n. Entonces n = 2™, Reemplazando 2™ por n en la recurrencia de T (n) tenemos:
TEM=T(@2")+1

Llamamos S(m) = T (2M). Entonces la recurrencia queda:
S(m) =S(m/2) +1

Usando el teorema maestro sabemos que S(m) = O(log m). Por lo tanto
T (n) =T (2m) = S(m) = O(lgm)

T (n) = O (log log n)

Ejemplos
Ejemplo |
Sea la siguiente recurrencia:
1 sin=1
T(n)= 3T (E) +n Sino
4
De acuerdo al teorema maestro a=3, b=4, k=1. a < bk, Por lo tanto se aplica el caso 3. O(n)

Verifiqguemos el resultado del teorema maestro usando el método iterativo.

T(n):3T(2)+n
n n n 3
T(n)=3(3T(E)+Z)+n:9T(E)+Zn+n

n n, 3 n 9 3
TMN)=9@T(=)+-—=)+-n+n=27T(—)+-—n+-n+n
(n) =9 (64) 16) 4 (64) 16 4

k-1

T(n)=3* *T(4Lk)+3 N+..+

4k,:|_

T =3*T(5)+ 3Gy

n
Como T(1) = 1 hacemos —-=1= n=4*=k=Ilog,n
4
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Reemplazando

Iog4 n-1

T(n) 3Iog4n-|-(4log - Z ( ) n

Sabemosque:4°%" = n'°g4 =n'=n

yque:alogb — bloga

log, n-1
T(n)=n"%®+ Z (— )
=0
Iog4n -1 3.
T(n)=n"%®+n (<)'n
i=0 4
Sabemosque:Zxi _X =X
i=a x-1
Gyman 3y
T(n) =n"%3 x4 4
-1
4
3 00,
— (§) logsn _ n|°g4(Z) _ r]I094 3-log, 4 _ nlog43—1 _ nl %3
4 n
log, 3 log,3
ey et —n
T()=n"% +n* () =n"2 g nx (L)
4 4
T(n) — nlog43 _ (4(n|094 B n)) Iog43 _ 4(nlog43 _ n)

T(n) — nlog43 _4nlog4 +4n =4n _3nlog43 —4n _3n0_79
T(n) =06(n)

Como vemos la solucién final tiene un término que es O(n) y otro que es O(n¥), cuando k < 1

ocurre que la funcion lineal crece mas rapido que la exponencial y por eso la recurrencia pertenece a
O(n).

Ejemplo I
Sea la siguiente recurrencia.
1 sin=1
T = 2T(E)+nlogn sino
2
Esta recurrencia también es bastante comin en algunos algoritmos recursivos y

lamentablemente no podemos escribirla en la forma en la cual vale el teorema maestro.

Como queremos averiguar la solucién tenemos que aplicar el método iterativo.
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T(n):2T(g)+nlogn

n n n n n
T(N)=22T (=) +()lbg=)+nlogn=4T(=)+nlog—+nlogn
(n)=2( (4) (2) 92) g (4) 95 g

n n n n n n n
T(N)=4(2T (=) +()lbg—=)+nlog—+nlogn=8T(=) +nlog—+nlog—+nlogn
(n) =4( (8) (4) 94) 95 g (8) 97 95 g

T(n) = 2* *T(Zik) + nilog(%)

n
Como T(1) = 1 hacemos 2—k:1:> n=2"=k =logn

Reemplazando

T(n) = 2°9"T (——) + nloi_l log(-—)
2Iogn — 2i
logn-1 ) logn-1 logn-1 ]
T(n)=n+n( > logn—log2')=n+n( > logn- > log2")
i=0 i=0 i-0
logn-1 logn-1

T(n)=n+n(logn*logn— > i®*)=n+n(log’n— >_i)

i=0

—1)* 2n—

T(n)=n+n(log®n— ((Iog n ;) log n) =n+n(log*n— (—(Iog n2 log n)

2.4 2
T(N)=n+ n(2log n Iozg n+ Iogn) = n+g(log2 n+logn)

n n
T(n)=n+—log®n+—logn
(n) 510"+ log
T(n) =®(nlog?n)
En este caso el término de mayor crecimiento es n log? n.
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Resumen y aspectos clave

El propésito de ésta unidad fue introducir el estudio de los algoritmos, explicando en qué
consiste el analisis y el disefio de los algoritmos. Dentro del analisis de algoritmos explicamos la
necesidad de contar con un modelo computacional que permita calcular el costo de un algoritmo.

Vimos que el costo de un algoritmo se puede calcular en tiempo (cuanto tarda el algoritmo) o
en espacio (cuanta memoria requiere un algoritmo). En general en el curso vamos a trabajar estudiando
el costo en tiempo de los algoritmos, vigilando que el costo espacial no sea excesivo.

El disefio de algoritmos es un area que requiere de habilidad especial ya que no siempre es
claro como encontrar un algoritmo eficiente para un determinado problema. Mencionamos algunos
paradigmas basicos mediante los cuales podremos disefiar mejores algoritmos.

Entre los modelos computacionales revisados la maquina RAM que nos permite una escritura
clara de los algoritmos pero introduce algunas complicaciones en el calculo de costos, mas adelante
veremos coémo resolver estos problemas.

Hemos visto cuales son las herramientas utilizadas para analizar algoritmos iterativos, estos
son los mas comunes y todos estamos familiarizados con escribir este tipo de algoritmos. Para analizar
el costo en tiempo de los algoritmos iterativos vimos que en realidad nos interesa conocer la tasa de
crecimiento u orden del algoritmo por lo que podemos dejar de lado los factores constantes o de menor
crecimiento.

Introducimos la notacion O(n) que utilizaremos a lo largo de todo el curso para indicar el orden
de un algoritmo. Para comparar dos algoritmos utilizaremos el orden de los mismos, cuanto menor sea
la tasa de crecimiento mas eficiente serd el algoritmo. El considerar mejor, peor y caso medio es
importante en el analisis de los algoritmos.

Se presentaron las herramientas necesarias para el estudio de algoritmos recursivos. Vimos
como el costo en tiempo de un algoritmo recursivo puede expresarse mediante una recurrencia. Para
resolver recurrencias explicamos tres técnicas.

El método de sustitucién permite demostrar la solucién de una recurrencia aplicando induccion.
Esto es util cuando ya conocemos la soluciéon o cuando estamos en condiciones de adivinarla. El
método iterativo nos permite reducir una recurrencia a una serie de sumatorias que luego resolvemos
para resolver la recurrencia. El teorema maestro de las recurrencias nos proporciona una "receta" para
resolver recurrencias que responden a una forma determinada.
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