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EJEMPLO 13

EJEMPLO 14

Tabla 1. Coantificadores, - w

Sentencia | ¢Cudndo es verdadera? | ;Cudndo es fulsa?
VxP(x) P(x) es verdadera para todo x * Hay un x para el que P(x) es falsa
3xP(). | Hayunx pusaof que F(x) es verdadera PU) es falsa para todo x

(Cudl es el valor de verdad de Jx P(x), donde P(x) es el enunciado «x2 > 10» y el doriuio consisie
en'los enteros positivos menares o iguales que 47 )

Solucién: Como el dominio es {1, 2, 3, 4}, 1a proposicién Ix P(x) es lo mismo que fa disyuncidu
Py v P)vPEB) v PAE). L
Como P(4), que-es el enunciado «4? > 10»es vcrdad‘cm, se sigue que-dx P(x) es verdadera, . 4

En la Tabla 1 se reswme el significado de los cuantificadores universales y existenciales.

Cuando s¢ quiere determinar el valor de verdad de una cuantificacion, o veces es Gtil xealizar
una bisqueda §obre Lodos los posibles valores del dominio. Supongmnos que hay 2 objetos en et
dominio de la variable x. Para determinar si Vx P(x) es verdadera, podenios bavier Jos n valores de

. xy ver sj P(x) € verdadera para todos ellos. Si encontramos un valor de x para el cual £(x) es fal-

sa, habremos demostrado que Vx P(x) es falsa. Bn caso contrario, Vx P(x) cs verdadera. Para ver
si 3x P(x) es verdadera, batremios los n posibles de x buscando algin valor para el cual P(x) sea
verdadera. Si ericonlramos uno, entonces Ax P(x) es verdadera, Sino encontrarnos 1al valor de x,
habremos determinado que Jx P(x) es falsa. (Observa que este procedimiento de bisqueda ne pue-

“de ser aplicado si el dominio se compone dé infinitos elementos, Aun usi, sigue siendo una forma

til de trabajar con. cuantificadores).

VARIABLES LIGADAS

Cuando un cuantificador se usa sobre la variable x o cuando asignamos un valor a csta var table,
decimos que la variable aparece ligada. Una variable que no aparece ligady por un cuantificador
o fijada a un valor particular, se dice que es libre. Todas las variables que-aparecen en una fun-
ci6n proposicional deben ser ligadas para convertiria en proposicién. Esto se puede hacer utili-
zando una combinacion de cuantificadores universales, cuantificadores existenciales y asignacién

de valores.

L:
‘Cuaniif
tificadores e la férmula. s

parte de una expresion 16gica a la cual se aplica el cuantificador se lama dmbilo de este
dor. Consecuentemeile, una variable es libre si estd fuera del dmbito de todos los cuan-

i la sentencia 3 Qx, y), ka variable x estd tigada por el cuantificador existencial Ax, pero Ta va-
Tiable y es libre porque no estd ligada a ua cuantificador y 1o se le asigna valor alguno a esta va-
riable.

En la sentencia 3x (P(3) A Q(X)) v Vx R(x) todas las variables es Hgadas. L} dmbito del pri-
mer cuantificador, Jx, es la expresion P(x) n Q(x) porque 3x se aplica solo a F(x) A O(x) y no al
resto de la senlencia. De fouma similar, el 4mbito dei segundo cuantificador, Vx, es la expresion
R(x). Es decir, ¢l cuantificador existencial liga la variable x en P(x) A Q(x) y el cuantificador uni-
vesal Vi liga la variable x en'R(x). Observa que podiamos haber escrito nuestra seaiencia usando
dos variables diferentes x ¢ y coma e (P() A Q) v ¥y R(), porque los dmbitos de los dos cuan-
tificadores no se solapan, Bl Jector deberia prestar atencion cyanclo sé utilice Ja isma Jetra para re-
piesentar variables ligadas por diferentes cuantificadores con dmibitos que no se solupan. <
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l
A menudo hace falta considerar la negacién de una expresion cuaatificada. Por cjemplo, consi-
deremos la niegacion del enunciade

«Todos los estudiantes de 1a clasc han cursado una asignatura de célculo».
Esta' sentencia es una cuantificacién universal de la formia

Vx P(x), : s
donde P(¥) € la senténcia «x ha cursado una asignatura de cdlculox. La negacién de esta sen-
tencia es «No se cumple que todos los estudiantes de 1a clase hayan. cursado ttia asignatura de
cAlculox. Bsto es equivalente a «fay al menos un estudliante en la clase que no ha cursado una
asignatura de cdlculo». Y esto es simplemente la ciiantificacién existencial de 1a negacitn de la
funci6n proposicional original, es decir, '

Tx P().

Bste ejemplo ilustra la siguiente equivalencia

Supoligamos que queremos negar wna cuantificaci6h cxistencial. Por ejemplo, considera la
proposicion «llay un estudiante en ja clase que ha cursade una asignatira de céleulos. Fsta es una
cuantificacién existencial

Tx Q0. ; R
donde () es ¢l predicado «x ba cursado una asignatura de célenlow; La negacin de esta sen-
tencia es Ja proposicién «No se cumple que haya un estudianie ¢ 14 clase que haya cursado una
asignatina de calonlos. Bsto es equivalente a «Ninguno de log estudiafiles de fa clase ha cursado
una asignatura de cdlculo», que es justamente la cuantificacién universal de la negacién de la fun-
cién proposicional original. Serfa equivalente, en lenguaje poco ¢omin, a «Para todo esindiante s¢
cumple que no ha cursado up curso de cdlculo», o expresado con cuantificadores,

Vx 2000, i

Este ejemplo ilustra la equivalencia - AL
i S

Las negaciones de cuantificadores se resumen en la Tabla 2.

Observacion: Cuando el dominio de un predicado, P(x) consiste en a elementos, donde n es un
entero positivo, las reglas de Ia negacién de senfencias cuantificadas son exactamente Tas niismas
que la leyes de Ie Morgan descritas en la Secci6n 1.2. Esto & asf porgue -V P(x) es lo mismo
que AP ) A PG A A P(x,)), equivalente a ~P(x) v =P(x,) Ve vimP(x,) por tas leyes de
De Morgan;, Esto es lo mismo que Jx ~P(x). De forma andloga, ~Jx P(x) es lo mismo gue
S(P(x) v P(x) v e v P(x,), equivalente a “P(x, ) APEGY A Bl ) por 1ag leyes de De
Morgan, lo que equivale a Vx =P (x).

Uustramos la negacién de las sentencias cuantificadas en los Ejemplos 15y 16. T

ta 2. Negacién de cuantificadores. : / ’_]

Negacion 1| Férmula equivalente | ;Cudndo es verdadera lu negasion? | ¢Cudndo es falsa? |

A PR | VR Para cada v, POy ps falsh .| Hay un x para ol que P(x)
R es verdadera

=¥y P(x) | JxPx) Hay un x para el que P(x) es Falsa: - | P(x) es verdadera para
§ i cadax '
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32 Malemética discreta y sus uplicaciones -

EJEMPLO 15 ;Cudles son las negaciones de los enunciados «de un politico honesto» y «Todos fos estado-
umdemcs comen lmmbuu,u(:sas»7

Solucién: - Denotemos como H(x) a «x es honesto». La sentencia «lay un politico honesto» se re-
presenta por Jx £(x), donde el dominio consiste en todos los politicos. La negacién de la senten-
cares ~dx H(x), lo que equivale a Vx ~(x). Esta negacisn se puede expresar como «Todo politico
es deshoneston. (Nota: En lenguaje natural, la frase «Los politicos son deshonestos» puede ser am-
bigua. A veces, esta f a para éxpresar que «No todos los poliliuus son honestos». Por
250 110 ulilizamos eslu [rase para expresar la hegacion).

Sea C(t) €l enunciado «x como hamburguesas». Entonces, « l odos los estadounidenses
comen lmmbur{,ucsas» se representa por Vx C(x), donde el domiuia cousiste eu todos 1os esta-
dounidenses. La negacién de esta sentencia es 2Vx C(x), que es equivalente a Jx ~C(x). Bsta ne-
gacion se puede expresar de mughas maneras, entre las gue se incluyen «Algunos estadomnidenses
no comen hamburguesas» y «Hay algin estadounidense gue no come hamburguesas». <

EJEMPLO 16 (Cudles son las negaciones de las senlencias Vx(>x)y3x(2=2)?

Solucion: Lanegacién de Vx (x’ > x) es la senlencia ~Vx (x* > x), que es equivalente a Ax ~(? > x).
Esto se puede reescribir de lu forma 3x (#* < x). La negacion de Fx (x? = 2) es ~x (% = 2), equi-
valente a'Vx ~(x* = 2). La expresién anterior se puede regscribir como Vx (x? # 2). Los valores de
verdad dg estas‘sentencias dependen del dominio. «

TRADUCCION DE ORACIONE
A LENGUAJE FORMAL

EN LENGUAJE NATURAL

Traducir frases del lenguaje natural a expresiones 16gicas es una tarea crucial en malematicas, pro-
gramacion 1ogica, inteligencia artificial, ingenierfa del software y muchas oixas disciplinas. Co-
MENZamos esludmn(lu esta cuestién en la Seccién 1.1, donde wtilizamos férmulas para expresar
afitmaciones en'expresiones 16gicas. En aquella discusion evitumos a propdsito afinnaciones
cuya traduccion:requiriese predicados y cuantificadores. Formalizar expresiones del lenguaje
natural en expresiones Iogicas se hace mds complejo cuando se necesitan cuanlificadores. Ademds,
puede haber diferentes formas de traducir una frase particular. (En consecueiicia, no hdy un «libro
de recelas» que se pueda seguir paso a paso). Utilizaremos algunos ejemplos paca llustrar como se
formalizan afirmaciones del lenguaje natural en 6gica de predicados. Bl objetivo es producir ex-
} i : presiones 16gicas simples-y Wliles. En esta seccion nos limitaimos a frases que pucden ser traduci-
das 3 férmulas usando un solo cuantificador, En la siguiente seccién veremos frases mas compli-
cadas que requieren miltiples cuantificadores. .

‘ EJEMPLO 17 Expresa la frase «Todo estudiante de esta clase ha estudiado cdlculo» utilizando predicados y cuan-
i ) tificadores. L s .

Sotucion: Primero, reescribimos la sentencia, de tal forma que podamos identificar con claridad
los cuantificadores que debemos emplear. Haciéndolo, oblenetnos:

«Para todo estudiante de esta clase, ese estudianie ha estmdiadd cdlculor.

i Luego introducimog la variable x, de tal forma que nuestra sentencia se convierte en

«Para rodo estudiante x de esta clase, x ha estudiado calculo»,

i Continuando, introducimos el predicado C(x), que es el enunciado «x ha estudiado cilculo». Por
il consiguiente, si el dominio de x consiste en los estudiantes du la clase, podemos traducir nuestra
i‘w frase como Vx C(x).

i No obstante, hay otras opciones correctas; se puedcn considerar difercnles dominios o dife-
‘ rentes predicades. La opcion que seleccioncmos dependerd del razonamiento que queramos rea-
i B lizar a continuacion. Por ejemplo, podeios estur interésados en un grupo de personas mas amplio

PP PP P
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Los fundamentos: légica y demostracién, conjtos y funciones 33

que el de esa clase en particular. Si cambiamos el dominio, lomando el conjunto de todas las per-
sonas, habremos de expresar nuestro enunciado como

«Para loda petsoni x, st la pérsona x es un estudiante de esta Ll'NE entonces x ha estu-
diado cdlculo».

Si S(x). mi:vrcscmz\ el predicado de que la persona x es14 en Ia clase, nuestra sentencia se pucde ex-
presar como Vi (S(x) = C(x)). [jCuidado! {Nuestra sentencia no puede expresarse como Vx (S(x)
AC(x)). puesto que esta sentencia afirmarfa que todas las personas son estudiantes de la clase y
han estudiado calculol].

Finalmente, cuando estamos interesados en los estudios. de una persona, aparte del cilculo,
podriamos preferir usar un cuantificador de dos variablos 0(x, y) para la frase «el estudiante x ha
cstudiado la asignatura y», Asi, podrfamos reemplazar C(x) por Q(x, célculo) en las dos opgienes
que hemos elegido para obtener Vx Q(x, céleulo) o Vx (S(x) — Q(x, célculo)). -«

Fn el Ejemplo 17 mostramos diferentes formas de expresar la misma sentencia usando pre-
dicados y cuantificadores. No obstante, siempre adoptaremos la opcién més sencilla que sea
adccuada para nuestro razonamiento posterior.

Formaliza las frases «Algin estudiante de csta clase ha visitado México» y «Todo estudiante de
esta clase ha visitado bien México 0 bien Argéntina». B

Lo . . [oees o P
Solucion: La frase «Algtn estudiante de esta clase ha visitado Méxicon significa que

«Hay uni e<|udl<mle en esta clase que tiene como alnhutb que ede estudiante ha visitado
Meéxico». ¥ 5

Podernos intfoducir una variable x, de tal forma que nuestta frase s¢ convierte en
«Hay ur estudiante x en esta clase qie tiene cofrio atributo que x ha visitado Méxicon.

Introducimos el predicado M(x), que es el enunciado «x Ha visitado México». Si el dominio para x
consiste en 10s estudiantes de esta clase, se puede traducir esta primera frasc como Jx M(x).

No obstante, si estamos interesados en otras personas aderds de las de la clase, tomamos la
frase de forma ligernmente diferente. Nuestra frase se puede expresar como

«Hay una persona x que tiene como atributos que x es un estudiante de esta clase y que
x ha visitado Méxicos. .

¥n este caso, el dominio para la variable x es todas las personas. Tiitrodueimos el predicado S(x), «x
es un estudiante de esta clase». Nuestra solucién se convierte en Jx (S(¥) A M(x)), ya que la frase
hace referencia a una persona x que es estudiante de la clase y.qiie ha visitado México. [jCuidado!
Nuestra sentencia no. puede expresarse como Jx (S(x) — M(x)), la cual es correcta cuando todos en
1a clase han visitado México]. !

De forma simiar, la segunda frase se puede expresar como

«Para todo x en la clase, x tienc como -nlnbuln que x ha v1smdo México o x ha vigitado
Argentina», 1

(Ten en cuenta que estamos asumiendo el o inclusivo, no ¢l éxclusivo). Sea C(x) la sentencia «x ha
visitado Argentina». Siguiendo él razonamicnto anterjor; vemos que si ¢l dominio de x umsmc en
los estudiantes de la clase, esta segunda senténcia se pllrdc Expresar Y (C(x) v M(x)). Sin ém-
bargo, si ¢l dominio de x consiste en todas las personas, 1a frase sé piede expresar como

«Para toda persona x, si x es un estudiante de esta clase, entorices x ha vmmdo Meéxico
0 x ha visitado Argentina».

En este caso; la sentencia se puede expresar como Vx (S(x) = (Cxyv M),

En lugar de utilizar los predicados M(x) y C(x) para representar que x ha visitado México y
que x ha visitado Argentina, respectivamente, podrfamos haber usado un predicado de dos varia-
bles V(x, y) para representar «x ha visitado el pais y». En este caso, V(x, México) y V(x, Argentina)
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. es lamadre de ¥ y P es ¢l padre de X, respeciivamente.
Obtén una regla Prolog para definir el predicado herma-
nos(X, ¥), que significa que X e ¥ son henmanos (esto es,
tiepen la mismua madre y el mismo padre).

54. Supon que utilizan hechos Prolog para definir el predicado

madre(d, Y} y padre(P, X), que representan que M es la
madre de Yy P es ef padre de X, Tespectivamenie. Oblén
una regla Prolog para definir el predicado abuelo(X, Y),
que significa que X es gl abuelo de Y. (fndicacion. Puedes
escribir una disyuncién en Prolog bien usaugo un punto y
coma para separar predicados o bien poniendo esivg pre-
dicados en lineas separadas). )

Los problemas 55-58 se basan en pn,gunms del libro Légica
simbslica, de Lewis Carroll.

55. Sean P(x), Q(x) y R(x) las del’delOncS «x es an profesar»,

«x ¢s ignorantes y «x 6§ ineptoy, respectivamente. Expre-
sa cada una de las siguientes senléneias utilizando cuanti=

a) ‘Todas las explicaciones claris son satisfactorias.
bh) Algunas cxcusas nd son sutisfactorias.
©) Algunas excusas no son explicaciones claras.
*d) ¢Se sigue (¢) de (a) y (b)? Si no es gsi, jexisie una cou-
clusidn correcta?

§7. Sean P(x), O(x), R(x} y S(x) las alirmaciones «x es un

bebé, «x es 16gico»,
drilon y «x es despreciado», respectivamente. Suponemos
que ¢l dominio para x es toda la gente, Expresa cada una
de las siguienics seutencias usando cuantificadores, co’
nectivos k6gicos y P(x), O(x), R(x) y S(x).

a) Los bebés son il6gicos.
b) Nadie que pueda dominar 4 un cocodrilo es despre-
ciado.
¢) Las personas ildgicas son despreciadas.
d) Los bebés no pueden dominar a un cocodrilo.
*g) gSe sigue (d) de (a), (b) y (u)? Si no'es asi, jexiste
una conclusién correcta?

«x s capaz de domimr a an cocu- -

; : CON CUANTIFICADORES ANIDADOS

ficadores, conectivos logicos y P(x), Q0) y R(x), dondech 5 gean p(x), 00, RE) y S lus alimacionés <« es un
dominio consiste en toda la gente. pato», «x es un ave de mi cortals, «x es un oficial» y «x
a) No hay profesores, ignorantes, quiere batlar un vuls», respeciivamente. Expresa cada una
b) Toda la gente ignoraate es meph: . de las siguientes sentencias usando cuantificadores, co-
¢) No hay profesores jueptos. _ . nectivos I6gicos y P(x), O(x), R(x) y S(x).

d) ;Sesigue (o) de (w) y ()7 Sino es gsf, jexiste una con- ) Ningtn pato quiere bailar un vals.

clusién couenuq ; b) Ningén ofic
i _ €) Todas las aves dé mi corral son patus.
56. Sean P(x), Q(x) y R(x) las afirmgciones « es wna explica- d) "Las aves de mi corral 00 son oficiales.
cin clara», «x es satisfactoriay yi«x €8 una excusan, res- *e) Se sigue (d) de (a), .(b) y (€)? Si no es asi, zexisie
pectivamente. Suponemos-que el dominio para x es todo nniconclugién “O“cl.u-y e
exto en espaiol. Bxpresa cada una de las siguientes sen-
<% tencias usando cuantificadgres; conectivos 16gicos y F(x),
000y R().

L rechiaza builar un vals

Cuantificadores anidados

INTE R()DU(‘C[ON

Bnla Seccién 1.3 definimos los cuanlificadores universal y existencial y mosiranos como se pue-
den usar en la consiruccién de sentencias matemdiicas. También explicamos como se pueden uli-
lizav para formalizar frases en lenguaje natural, convirtiéndolas en expresiones Iégicas. En esta sec-
cién estudiatemos cuantificadores anidados, que son cuantificadores que se localizin denmo del
rango de aplicacion de otros cuantificadores, como en la sentencia Vxdy (x +y = 0). Los cuanti-
Fficadores anidados se usan tanto en malematicas como en clencias de la coniputacidn. Aungue &
veces puedeén sér dificiles de entender, las reglas que ya hemos estudiado en la Seccioén 1.3 nos
ayudarén a'trabajar con ellos.

FORMALIZACION DE SENTENCIAS

En muchos contextos aparecen complicadas expresiones que hacen uso de cuantificadores. Para
enjender estas sentencias con muchgs cuantificadores, debemos desenmaraiiar ¢l significado de
cada cuantificador y predicado que aparecen. Bsto se ilustra en el Ejemplo |
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EJEMI'T.O 4

Los fundamentos: 16gica y desmostracion, conjustos y furiciones 41

Supongamos quie el dontinio de las vari iabics feales x e y tohgiste en todos los mimeros reales. La
senlencia

YxVy(x+y=y+x) :
1
alirma que x 4y = y + X para todo par de nimeros reales x e y.Esla ley conmutativa para la smna

de niinieros realés. De la misma forma; la sentencin - -
0

afirma que para cada niimero real x hay un rcal ytalquex+y=0; Esla declar’l que tndo nimero
real lienc un inverso para la swna. Andlogaments, la sentencia -

Vady (x+y =

VaVyVz (x +{y +2) = (x +y) +2)

es Ja ley asociativa para la suma de néimeros reales. -«

Tiaduce a lengiiaje natural ta sentencia
VAV (x>0 A (y <0) = (xy < O)),

donde el dominio para ambas variables consiste en los mimeros reales. )

Solucién: TFista sentencia afinna que para todo par de ridmeros reales x ey, six >0 ey <0, en-
tonces .y < 0. Tis(o es, qué para los pares de nimeros reales x e y, i x &s positivo ¢ y es negativo,
entonces xy os negativo. Esto se puede afitmar més sucintamente como &8l producto de un nimero
real positive )( un niimero real negativo es un niimero real neganvo» o

1.as expresiones con cuantificadores anidados que formulan seritencias en lenguaje natural
pueden ser muy complicadas. El primer paso para traduciresas expresiones es escribir qué ex-
presan los cuantificadores y predicados de la expresion. El siguiente paso es expresar ef significado
en una [rase sencifla. Bste proceso se ilustra en los Ejemplos 3 y 4.

Traduce Ja sentencia i
Yx(CO)'v Iy CO) A Fny0) ‘ il :
a lenguaje natural, donde C(x) es «x tiene un ordenadors, F(x, y) es o e y son amigos» ¥ el do-

minio tanto pnra x como y consiste en todos los estudiantes de tu facaliad.

Solucion: La sentencia afirma que para cada éstudiantc x-de ti facultad? x fiene un mdcnador [
hay un estudiante y tal que y tiene un ordenador yxey soirarigos. En oleas pilabras, todo éstu-
diante de tu faculiad ticne un ordenador o un.amigo que tieiie uno. R

Traduce Ja sentencia

avyvz ((I"(x ¥} AF(x, z) Ay 2)) = I (y, 2))

a lenguaje natiral, donde Fla, b) significa que a y b son amlgo £ dominio parax,yy z consis-
te en todos los estudiantes de tu facultad.

Solucién: Primero examinamos Ja expresion (F(x , y) AF(x, 2y A (3 2)) = ~F(y, 2). Esta expre- €

si6n dice que i los estudiantes x e y son amigos, Jos estudiantes x y z son amigos y, adeids, yy z - -
no son Ja misma p na, 6ntonces y y z ho son amigos. Sé Qiguc que la séntenicia Du&ma[ triplé- »
mente cuantificada, dice que hay un estudiante x tal que para’ 'todbs los estudiantes y y tados 1os es-
tudiantes z que son difeventes de y, sixeysonamigosy x yz también son amigos, entonces y y z

no son amigos. En ofras palabras, hay un csmdnms pard cl wal & cumple que sus amigos no son
amigos entee $i. -4
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! FORMALIZACI()N DE SE TENCIAS
EN EXPRESIONES LOGICAS

i la Seccion 1.3 vimos como se podian utilizar los cuantificadores para formalizar [rases en ex-
¥ presiones 16gicas. Sin embargo, evitamos senlencias cuya formalizacién requiriese el uso de
cuantificadores anidados. Nos ocupainos ahora de estas sentencius.

EJEMPLO 5 Expresala sentencia «Si una persond es del sexo femenino y tiene un hijo, esta persona es La ma-
" dre de‘alguien» cormo una expresion 16gica que involucre predicados, cuantificadores —euyo do-
Iminio es el conjunto de lodas las personas-— y conectivos 19gicos.

Ja persona x es del

Solucién: La frase anterior ¢ puede expresar como «Para toda persona x, $
sexo femenino y lapersona x tiene un hijo, entonces existe una persoad y tal que Ja persona x €5
madre de la persona y». Introducimos los predicados F'(x) para ropresentar «x es del sexa feme-
nino», P(x) para sepresentar «x tiene wn bijor v M(x, y) para Tepreseutar «x es madre de y». La fra-
se original se puede expresar cormo

W () APE)) = Ty MG D)

Podernos desplazar Jy hacia la izquierda, puesto que y no aparece en F(x) A P(x), para oblener una
expresion equivalente

Vay (G0 A PGR) = MG ) . <

RJEMPLO 6 Expresa la séntencia «Cada persona (iene exactamente Ui amigo preferido» como una expresion
' : ; 16gica.que inyolucre predicados, coantificadores —cuyo dominio es el conjunto de todas las per-
sonas— y conectivos 16gicos. '

Solucisn: La frase anterior se puede expresar Come «Para cada persona x, la persona X tiene exac-
1amente un amigo preferidor. [atroduciendo el cuantiticador universal, se ve que la sentencia s la
migma gye «Vx (la persona X (iene exactamente un AIigo preferido)s, donde ¢l dominio consisie
¢én toda la gente.

Degir que x liene exaclamente un amigo preferido sipnifica que hay upa pessonay que es
€l mejor amigo de x, ¥ ademds, que para toda persoma z, §i z 110 €8 Ja persona y, CRLONLES Z 10 €8 &l me-
jor amigo de x. Cuando introducimos el predicado B(x, y).como «y es el mejor amigo de x», la sen-
tencia que afivma gue X {iene exactamiente un amigo preferido se puede representar como

Ay BO P AV (2# ) - B, 2)))-
Consecucnlemente, nuesira sentencia original se puede expresar como
Vxdy (B, y) AVz ({2 # y) = =Bx, 2))-

(Ten en cpenta que podemos escribir esta senfencia como Vxdty B(x, ¥), doude
ficador de unicidad» definido en el Problema 4% de la Seccidn 1.3. De cualquier forma, el «cuan-
lificador de unicidady no ¢s realinente un cuantificador; mAs bien €5 un reCuso pard expresar cier-
{as sentencias que se pueden expresar asando los cuantificadores V' y 3. [l «cuantilicador de
naicidady 3! s¢ puede considerar ana macro). ]

1 es el «cuantl-

EJEMPLO 7 Emplea C\lqllﬁgl'iué\n\ul’:s para expresar Ja sentencia «Hay una mujer que ha viajado en un vuelo en
. cada vpa de las Jingus agreas del mundo». | !

Solucidn: Sea Pw, f) «w ha viajado en fr y O, a) «f s un vaelo de Ja Jinea aérea g». Podemos
expresar la sentencia como

P pAQF @,

donde los dominios para w, [y a cpnsisien €n {odas 1as mujeres del undo, todos 1os vuelos y 10~
das lus lineas acreas, respectivamente. £





image11.png
EJEMPLO R

= EJEMPLO 10

Los fondamentos: {6giea § domosiracitn conjustod'y funciones 43

. Lasentencih se podria haber expresado también corﬁc
DV adf Rw, [, a),
donde R(w, f, a) es «w ha viajado enel vaelo f de la litiea aérea d». Aunque csta expresion es inds

compagta, dscurece un tanto fas relaciones entre las variables, Por ello, la primera solucion puede
ser preferible. . . -

Las seniencias mateméticas oxpresadas en Jenguaje riatural s¢ pueden formalizar en expre-
stones l6gicas, como muestran fos Ejemplos 8-10. s .

n «La suma de dos enteros posilivos es positiva» en una expresitn l6gica

Formaliza la afinnac

Solucign: Para formalizar la afirmaci6n, ptimero la reescribimoy para evidenciar Jos cuantifica-
dores implicados: «Para cada dos enleros positivos, la suma dé estos enteros es positivar. Luego
introducimos Tas variables x € ¥ para obtener «ara todos log enteros positivos x e y, x +y €8 po-
sitivon. Por consiguiente, podemos expresar esta afirmacién como

Yy (63 0) A (> 0) = (x> 0), i

dondc ol dominio para ambas variables consiste en toclos los enteros. -«

Formaliza la afirmacion «Todo mimero real, excepto el cero, liene un inverso para el procucto».

Solucién: Primero teescribimos Ja frase como «Para todo ntimero real x, excepto ¢l cero, x tiene
un inverso para el praductor. Bsta sentencia se puede recseribit de nirevo como «Para todo nimero
real x, si x # 0, enlonces existe un nimero veal y tal que xy = 1%, Hsto se puede expresar como

Va ((x#0) = Ty Gy = 1)) S -«

Un ejemplo que te puede resultat familiar s ¢l concepto de limite, que es imporiante en Céleulo.

(Se requiere Célculo) Bouncia la definicién de 1mité vsando cuaitificadores.

Solucién: Recordamos gue la sentencia

lEu\f(x) =1

significa que pma todo némero real € > 0, existe un nimero real §>0tal que | f(x) ~ L | <€siem-
preque 0 <|x-a]<d. Tista definicién de limite se puede escribir €n términos de cuantificadores
como i

VeddVx(0 < [x—al <8 = If(x) L] <€),
donde ¢l domyinio para Jas variables 8 y € consiste en todos los teales positives y para x consiste en

todos los reales.
Esta definic

G también se pirede expresar come

e 0T5>0x (< x—al <81 fix)=Ll <8,

donde el dominio para las variables £ ¥ § congiste en todos los iimeros reales en vez de solo los
reales positivos. : E |

1.as sentencias con varios cuantificadores anidados se pueden negdr aplicando sucesivamente
reglas de pegacion de las senteucias que contieneri i finicd cliaptificador. Exto se ilustra en Jos
mplos 13-13. ‘ i

:
!
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EJEMPLO 1L Expresa

i
4
ly

LES
>

la negacion de LA sentencia Vocly (vy = 1) de tal forma que ninguna negacicn preceda al
cuantificador. 2
i3

Solucidn: Aplicando sucesivamente las reglas para negar sentencias cuantificadas dadas en fa Ta-
bia 2 de Iy Seceion 1.3, podemos mover la negacién en =VxTy (xy = 1) deniro de todas 1os cuan-
tificadores, liuwmrqmus que =Vx3y (xy = 1) es equivalente a 3x-Jy (xy = 1), que es equivalente

a 3xVy =(xy = 1). Como —(xy = 1) se puede expresar mis simplemente como xy # 1, concluimos
que nuestr sentencia m,gddd se puede expresar como Vy (xy # 1). q

Usy cuantificadores para uxpresar la sentencia «No exisle ninguna mujer que haya viajado en un
vuelo de cada una de las lineas aéreas del mundo».

Solucion; La afirmacién anterior es la negacion de la sentencia «Hay una mujor qué ha viajado en
un yuelo de cada }nea aérea del mundo» det }*]melu 7. Por el Ejemplo 7, nuestra sentencia se . . -
puede expresar como ~IwVaf (P(w, /) A (Q, @)), donde P(w, ) es «<w ha viajado en i y O(f, a)
es «fes un yuelo de la linea aérea a». Aplicando sucesivameste las reglas de la ne, gacion de sen-
s cuantificadas de la Tubla 2 de la Seccién 1.3 para desplazar la negacion dentro de cada
cuantificador y aplicando las leyes de De Morgan en el dltimo paso, encontramos que nuestra sen-
tencia es squwalcme acada ung de las de Ia siguiente secuencia:

Vw—nVa:if(P(w HAO, a)) = Ywla-df (POwv, ) A O, a))
=VwdaVf~(P(w,f) A O, a))
= VwIaVf (—Pw, ) v =Q(f, a)).

Esta umma sentencia afirma que «Para toda majer hay una linea aérea tal que, para fodo vuelo, Y
a5ty mu)er no lm viajado en ese vuelo o ese vuclo no es de esa linea adrear, «

Utiliza cuantificadores y predicados para cxpzesal el hecho de que el lim _, ["(A) no existe.

Solucién: Decir que elim,__ f(x) no existe significa que para todos los ndmeros reales L, lim, "
Jx) # L. Usando el Bjemplo 10, la sentencia lim__,  f(x) # L se puede expeesar como o
SVe> 038> 0 V(0 <|x—a)<8— |fx) - L|<g). b
Aplicando sucesivamente las mglds de la negaion de iones cuantificadas, constriimos esta ¢
secuencia de sentencias équivalentes “
CeVE>0IE>0Va(0<|x~al<d— |f()—Li<g)

>0-FB>0Va(0<|x—-al<b— /() -L|<E) Y
=3e>0V8>0Vx(0 <|x—al<d—|f(¥)-L]<e)
4 >0VE> 0«0 < jx—a)<d—|fx)~L]<g)
=3e>0V0>03x(0 < |x~a|<d Alf(X)-L|2E).
Usamos la'equivalencia -(p — ¢) = p A~g en el wiltimo paso.
Debido a gue la sentencia lim__, - f{(x) no existe, significa que para todos los nimeros reales
L, lim, -, f(x)# L, la'sentencia se pucde expresar como

VLA >0V > 0 (0< |1 -a| < SAlf() = L| 2.8

Esta dltima sentencia afirma que para cada ndmero real L hay un niimero real ¢ > U tal que para todo
nimerg rm] 8> 0 exisie un nimero real x tal que 0 < jx~a [<®ylf-Llze -4

EL ORDEN DE LOS CUANTIFICADORES

! Muulxas seul:n lgs matenidticas usan cuantificaciones mdltiples de funciones proposicionales
con méas de’una variable. Hs lundame al tener en cuenta qué el ordén de dos cuaniificadores es im-
poriante, a no ser que todos los cuantificadores sean universales o existenciales. Este hecho se ilus-
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tra en los Yjemplos 14-16. En cada uno de estos ejemplos el dominio de las variables consiste en
todos los nimeros reales. d

EJEMPLO 14 Sca P(x, ) la sentencia «x + y =y + 0. ¢ Cudl es el valor de verdad de la cuantificacién Vx¥y P(x, y)?

Solucién: La cuantificacién
‘ VxVy P(x, y) ;
denota la proposicién
.

y+x»,

«Para todo mimero real x y todo nimero real y, x +y

Como P(x, y) es verdadera para todos Jos niimeros reales x € y, la proposicitn VxVy P(x, y) es ver-
dadera. -

" FIJEMPLO 15 Sea Q(x, y) Ie{ sentencia «x +y = O», ;Cudl es el valor de verdad de las cuantificaciones IyVx
! : 00, ) y Yadly O, )7 ;
' i

S

Solucién. 1.a cuantificacitn

= FyVx O(x, )

= denota fa proposicién
. «Hay un niimero real y tal que para tndo mimero real x, Q(x,y)».
£y FPara cada y elegido, hay un dnico valor de x para el cual X+ y 0. Coma no hay un ntimero real y
> fal que x + y = 0 para todos los nimer 08 reales ¥, ta senfencia dyVx O(x, y) es falsa.
) - La cuantificacion :
: Vady 0tx, )
} denota Ia proposicion S0y e
’, «Para todo ndmero real x hay un ndinero real y tal que Q(x, y)»,(
' Dado 1n nimero real x, se pucde hallar un niimero real y tal que x + y = 0; a saber, y = — x. Por tan-
Lo, Ia sentencia Yxdy Q(x, y) es verdadera, -
] ARCARIR
' Fil Bjemplo 15 ilustra que ¢l orden en que aparecen Jos cuarttificadores es importante. Las
! sentencias JyVe P(x, y) y Vady P(x, y) no son légicamente equivalentes. La sentencia JyVx
L P(x, y) es verdadera si, y s6lo si, hay un y que hiice P(x, y) verdadéra para todo x. Por tanto, para
: que csta sentencia sea verdadera, debe haber un valor particular de y pard ¢l cual P(x, y) es verdadera,
l sin importar el valor que se elija de x. Por otra parte, ¥x3y P(x; y) es verdadera, si, y sélo si, para
; todo valor de x hay un valor de y para el cual P(x, y) es verdadera. Por tanto, para que esta senfncia
sea verdadera, no unpmm la eleccién de x, debe haber wit valorde § (posiblemente dependiente
; dlel valor que se escoja para x) para cl cual (x, y) es verdadera, En ottas palabras, en el segundo caso
) y puede depender de x, mientras que en el primer caso y es #ng constante fidependiente de x.
De cstas observaciones se sipue que si Ty¥i P(x, 3) ¢§ bétdadera, entonces \/,\:]y P(x, y) debe
F ser también verdadera. Sin embargo, si VaIy P(x, y) es verdadera, no es necesario que JyVx
: P(x, y) sea también verdadera. (Véanse los Problemas complementarios 14 y 16 al final det caplulo).
; PENSANDO EN LOS CUANTIFICADORES COMO BUCLES | Al trabajar con cnantifica-
, dores de més de una variable es titil a veces pensar en 1érminos de bucles anidados. (Por supues-
10, si bay un niimero infinito de elementos en el dominio de alguna variable, no podemos cerrar un
’ bucle para tados los valores. A pesar de eflo, esta forma de pensat sigue siendo 1til). Por ejemplo,
; para ver si VaVy P(x, y) es verdadera, recorremos en un bucle todas las variables x, y para cada x

recorremos en un segunda bucle todos valores de y. Si encontramos que ’(x, y) es verdadera paga

todos los valores de i e ¥, hemos determinado que VxVy P(x, y) es verdadera. Si; por el contrario,

» enconiramos algiin valor de x para cf cuat hay un valor de y tal que P(x, y) resulta ser falsa, hemos
demostrado que VxVy P(x, y) es falsa.
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Tabla 1. Cuantificadores de dos variables.

Sentencia cCudndo ex verdadera? dndo es falsa?
ViVy P(x,y) | PGx, ) es verdadera paca todo par x, y Hay un par x, y pata el cual P(x, y)
VyVx P(x, y) es falsa .
Vxdy P(x, y) Para todo x hay un y para el cual P(x, y) Hay wa x taf que P(x, y) es lalsa para
. es verdadera para toda y
Hxvy Plx.y) Hay un x para el cual P(x, y) es Para todo x hay wi y para el cual
W verdadera para todo y . Px, ) es falsa
Ay P, y) Hay un par x, y para el cual P(x, y) P(x, y) es falsa para todo par x, y
AP, y) e verdadera
. De forma similar, para determinar si Vaxiy P(x, y) es verdadera, recorremos en un bucle todos -

los vulores de x. Pasa cada x, recorremos en un bucle los valores de y hasta (ue encontrainos un
y para el cual P(x, ) es verdadera. Si para todos los x encontramos tal valor de y, entonces Vdy
P(x, y) es verdadera; si para algin x no encontramos un valor de y con esa propicdad, entonces
Vxdy P(x, y) es falsa.

Para ver si 3xVy P(x, y) es verdadera, recorremos 1os valores de x en vu bucle hasta que en-
contramos un x para el cual P(x, y) es siempre verdadera cuando recorremos en un bucle todos los
valores de y: Una vez encontrado tat valor de x, sabemos que TxVy £(x, ) es verdadera. Si no en-
CONLAINOS NURCA BIL X COMO €se, entonces sabremos que IxVy P(x, y) es falsa

Finalmente, para saber si 33y Plx, y) es verdadera, recortenos en un bucle los valores de x,
y pawa cada valor de x recorrenos los valores de y hasta que encontremos un v pura ¢l cual haya un
¥ que verifique que Py, y) sea verdadera.

La Tabta 1 resume los significados de las diferentes cuantificaciones posibles con dos va:
riables, 3
Tumbién son comunes las cuantificaciones de mds de dos variables, corno ilustra el Ejcmplo 16

CEJEMPLO 16 Sea Q(x, y, z) la sentencia «x + y = z». ;Cudles son los valores de verdad de las sentenci s
i Va¥yJz Q0 y, 2) y DeVaVy Q(x, y, 2)?

Solucion: Supongamos que asignamos valores a x € y. Bntonces, existe un ndniero real z tal que
x+y =2 Por consiguiente, la cuantificacion
VaVy3z Q(x, y, 2)

que es la sentencia

+ «Para todos los nlimeros reales x e y hay un nimero real = (al que x +y = z»,
! es verdadera. Bl orden de la cuantificacion aguf importa, va que

i ; AVaVy O(x, y, 2),
es la scnlcnui‘ﬂ

& ! «Hay un nimero real z tal que para todos los nimeros reales x e y se cuple gie X +y = 20,

la cual es falsa, ya que ningidn valor de z satisface la ecuacion x+ y = z para todos los valores de
"xey " ' - <«
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Tin general, una sentencia que incliaye Jas'n vartables x;, %, ..., X, 8¢ puede denotar como

Pix;, X, LX)
Una sentencia de la forma P(x %y - x,) es el valor de la funcién propos cional P en la
n-tupla (x;, X, x). P se llama también un predicado.

Como muestra el Ejemplo 4, las funciones proposicionales se usan en programas de ordenador.

Considera Ya sentencia

x+ 1.

ifx>0thenx:
Cuando el programa llega a esta linea, el valor de la variable x en éste punto de la ejecucion se in-
serla en P(x), que es «x > 0». Si P(x) es verdadera para este valor de x, la sentencia de asignactén
x 1= x + 1 se ejecuta, por lo que el valor de x s incrementa en 1. Si P(x) es falsa para este valor de
x, 1a sentencia de asignacién no se cjecuta, por lo que ¢l valor de x no cambia: -

CUANTIFICADORES

Cuando a todas las vatiables de una funcién proposicional se Je han asignado valores, la sentencia
resultante se convicrte en una proposicion con un cierto valor de verdad. No obstante, hay otra for-
ma impottante, llamada cuantificacién, de crear una proposicion a partir de uma funcién propo-
sicional. Se discutirdn en este apartado dos tipos de cuantificacion, a saber, cuantificacién universal
y cuantificacién existencial. El drea de la I6gica que trata con predicados y cuantificadores se Ha-
ma calcalo dé predicados o logica de primer orden.

EL CUANTIFICADOR UNIVERSAL  Muchas sentencias matemdticas imponen que una
propiedad es verdadera para todos los vatores de una variable en un dominio particular, amado el
universo de disenrso o dominio. Tales sentencias se expresan utilizando un cuantificador usni-
versal. La cuantificacién universal de una funcién proposicional &s 1a proposicién que afitma que
P(x) cs verdadera para todos 1os valores de x en el doininio. Bl dominio especifica los posibles va-
Jores de la variable x.

1YARLIS SANDERS PEIRCE (1839-1914)  Muchos consideran a Criarles Peirce el intelectis més versitil y original
o Dstados Unidos. Nacid en Cambridge, Massachuselts. Su padse. Benjamin Peirce, era profosor de malemgticss y filo-
offa matncal en Farvard, Peirce estdic on Harvard (1855-1859). gradufindose en letras en esta Universidad y cn quimica
o Lawrence Stientific School (1863). Su padre fe anim a seguir una carrera en clencias, pero € eligi6 esmdiar I6gica
y metedologia cientifica
i 1861, Peirce se hizo ayudante del Servicio de Guardacostas dé Estados Unidos, con cl objerivo do entender me-

o In mctorolofh cientifica. Esto trabajo te cxjmi del servicio mililar durante Ia guern Givit. Mieniras trubajaba para 1a
andin Castors, Peirce desarmol trabajos sabre astronomia y geodesia. Hizo contribuciones esenciales al discio de pén-
Julas y proyecciones de mapas, apticando nuevos desarroljos mateméicos en la tearfa de funciones elipticas. Fue la pri-
nera persana en utilizar I Jongitud de onda de ta Lz como unidad de medida, Peirce aseendic a asistente de] Servicio de
Chrdeostas, an piiesio que mantuvo hasta que fue obligado a renunciar en 1891, cuandy mostrd su desacuerdo con ta di
reccitn que estaba tamando la pueva administracién de Guatdacostas.

htinqe detlic6 s vida a s ciencias fisicas, Peiree desartall6 una jerarqua de lns ciencias, con las mateméticas en
Ja parte mis alta, Lo métordos de una ciencia se podfan adaptar para su uso cri ofras situadas por debajo en Ta jerarquia. Jive
Lambién el fundagior de a teorfa filoséfica americana el pragmatisimo. .

El ice piesto académico que ocupd fue de profesor de 16gica et 1n Universidad Johns Topkins, en Baltimore, de
1879 0 184, S Gabajo malemitico durante squed tiempo incluy contribuciones a la Jgica, a la teorfa de conjuntos, at -
gebra abstracta y p Ja filosofia de fas naterudficas. Sn trabajo es todafa relovase oy dia. Parte de su trabajo en logica
ha aplicado en inf o avtificial. Peirce crefa qe el esiudlio de s matemiticas podia desarrallar capacidades do Ta men-
o oo T ngiacién, Ta abstraccion ¥ 1a generalizacicn, Enire Sus divesas actividades tias retiarse de \a Grardia Cos-
Jorn a0 inchuyen of oscribi en periddicns y sevistas, contribuciones en diceionarios eruditos, traduc én de articulos cien
Wfious, dar confetoncias invitadas y redactar libros de texto. Desgraciadamente, lo que gang con &stas sctividarles no fue
snficients para salvadle a 61 y 2 su segunda esposa de una miserable pobreza. Fue mantcnido on <3 himos oFus por un fon-
o creado por sus muchos admiradores y udminisrado por el f6aofo William James, amigo suyo durante nda 1a vida.
Aamque Pelirce eseribio y publics muchy on wn aniplio abanico de eampos, deié mis de cien il pagivas manmsoritas sin
piblicar. Debido a la dificultad del estudio de su trabajo no publicado, los investigadores han empezado ahors a com-
prender alguna de sus variadas coniribuciones. Hay un grupo dedicado a poner 5o trabajo en Internet para qus su obra sea
mejor apreciada por tordo el munde. -

i

|
|
i
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EJEMPLO 5

EJEMPLO 6

EJEMPLO 7

EJEMPLO 8

EJEMPLO 9

La nolacién

V):P(x)

denota la cuaniificaci6n wniversal de P(x). Aqui lamaremos al simbolo V ¢l cuantificador uni-
versal. La proposicién Vi P(x) se lee como

«para todg x P(x)», «para cada x Py o «para c_\mlquiar X POy,

Tlustr: arenios el uso del cuantificador universal en los Ejemplos 5-10.

Sea P(x)el enuncmdo we+ 1> %, Cudl es el valor de verdad de la cuantificacién Vx P(x), don-
de el dominio consiste en 10dos los nimeros reales?

Solucién: Como P(x) es verdadera para todo mimero real x, la cuantificacion

VxPix) §

es verdndera 13 - -«
s '
Sea Q(xj el cmmmado «x < 2». ;Cufl es el vator de verdad de la cuantificacion Va Q(x), donde el
dominio consiste en todos los nimeros reales?

Solucion: ((x) no es verdadera para todo nimero real x. Por ejemplo, O(3) es falsa. Por tanto,

Vx0m
es falsa <

Cuaudu lod()a los elementos el dominio se pueden enumerar —escribiéndolos, por a)unpm
COMO X, Xy, 0o X,— 8E sigue que la cuantificacién universal Vx P(x) es 1o misnw que la conjun-
¢ién

P(xl)AP(xz)/\'»-/\P(xn), 5

puesto que esla coujuncién es verdadera si, y s6lo si, P(x)), P(x,), ..., P(x,) son todas verdaderas.

iCudl es el valor de verdad de Vx P(x), donde P(x) es el enunciado «x? < 10» y el dominio consisie
en los enteros.positivos menores o iguales que 47

Soluciéni: La sentencia Vx P(x) es lo mismo gue la conjuncién

PAPQYAPB)APE),
e en los enteros 1, 2,3’y 4. Como P(4), la seotencia «d? < 10m, es fal-
[sa 4

puesto que el dominio consis
sa, se sigue que Vi P(x) es

1 Qué significa Ja sentencia Vx 1(x) si T(x) es el eninciado «x tiene un padre y una madies y el do
minio consisie en toda la gente?

Solucion: La sentencia Vx P(x) significa que toda persona x tiene un pade y una madre. La sen-
tencia se puede,expresar en lenguaje natural como «Toda persona tiere dos padres», La sentencia

“es verdadera {exceplo para seres clonados, silos hay) -«

;Cudl es el valor de verdad de Vx (x*2 x) si el dominio consisic en todos los ndmeros reales y cadl

es el valor de verdad si el dowinio son todos los enteros?
r
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Selucidn: Ten en cuenta, iwe X2z xsi,ystlosi, P = x'(x+1)2 0. Consecuentemenle, Xz xsi,
's6lo si, x <0 0 x 2 1). Se sigue que Vix (3% 2 x) es falsa si el dominio consiste en todos Jos mimeros
yeales (ya (e la desigualdad es falsapara los imeros reales x tales que 0-< x < 1). Sin embatgo, si el

- dominio consiste en Jos enteros Vx (x2 > x) es verdadera por i haber enteros x tales que 0 <x < 1. <«

'

Para mostrar que una seatencia de 1a forma Wy P(x) es falsa, donde P(x) es una funcidn pro-
posicional, sdlo necesitamos encontrar un valor de x del dominio para el cual P(x) sea falsa. Este i
= valor de x se llama contracjemplo de la sentencia Vx P().

JJEMPLO 10 Supén que P(x) es «? > O». Para mostrar que la sentencia Vx P(x) es falsa cuando el domisio sea
todos los enteros, daremos un contragjemplo. Vemos que x = 0 es un contraejemplo, ya que £’ =0 £
cuando x = 0; por o gue no s mayor gue 0 cuando x = 0. A 4

Buscar contragjemplos de sentencias que contienen 4l cdanlificador universal es una actividad
importante en el estudio de 1as matemdticas, como veremos enJas secciones siguientes.

FL CUANTIFICADOR EXISTENCIAL  Muchas ‘seritencias mateinéticas afirman que hay un
elemento con una ciertd propiedad. Tales sentencias sc expresan mediante cuantificadores exis-
tenciales. Con un cuantificador existencial formamos una projosicion que es verdadera si y solo si
P(x) es vesdadera para al menos un valor de x en el dominio.

TR
.A%;} i

DEFINICION 2

= Usamos Ja notacién
3x P(x)
para la cuantificacion ex@stencia] de P(x). Bl simbolo J se denomina cuantificador existencial. La
\ cnantificaciéh existencial 3x P(x) se lee como HARS

} «Jay un x tal que P(x)», 5
«ITay al menos un x tal que P(x)» 1

}
. «Para algin x P(x)». v

o Tlustramos el uso del cuantificador existencial en los Ejemplos 11-13.

EMPLO 11 Sea P(x) el ehunciado «x > 3». ;Cudl es el valor de verdad de Ia cuantificacion Jx P(x); donde el
dominio consiste en todos fos nimeros reafes? i :

eftiplie 1
aaiciomdes N . ; DR
i it Solucién: Como «x > 3» es verdadero, por ejcmpto, para x = 4, la cuantificacion existencial de

P(x), es decif, Ix P(x), es verdadera, E

EIEMPLO 12 Seh O(x) el énunciado.«x = x4 1». ¢Cudl es el vaior de verdad de 1 cuantificacion Jx Q(x); don-
de el dominio consiste en todos los nimeros reales? '

Solucién: Como Q(x) es falsa para todo imero real x, 14 cuantificacién existencial de Q(x), que
es 3x O(x), es falsa, )

Cuandg todos los elementos det dninio se pueden coumierar, escribiéndolos, por ejemplo,
COMO Xy, Xy, vens X, la cuantificacién existencial Ix P(x) es lo mismo que fa disyuncién

P(x,) v'l’(.\‘E) VeV P(x),
puesto que Esta disynncion es verdadera si, y sélo si, al menos uno de Pl Plxy) oo P(x,) es ver-
dadera.





