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58 Matemiti

adiscreli y sus aplicaciones

Solucion: Sean C(\) «x es de esia claser, B(x) «x ha leido el libro» y P(x) «x hia aprobado ¢l pri-
mer exameny». Las preniisas son 3x (C(x) A =B(x)) v Vx (C(x)-> P{1)). La conclusién es
e (P(x) A -B(x)). Los pasos siguientes establecen la conclusion a a partir de las premisas.

Pasa Razonamicnto
1, e (Cx) A-B()) Premisa A
2. Cla) A-B(a) Particularizacion existencial de (1) : S .
3. Cla) Simplificaciéa de (2) L
4.Vx (C(x) =5 P(x)). ~ Premisa : -
5. Cla) ~ Pla) Particularizacion universal de (4) .
6.-P(a) Modus ponens usando (3) y (3)
7. ~Ba) Simplificacion de (2) &
8. P(a) A~B(a) Conjuncién de (6) y (7) - .
9. B (L) A=B)). Generalizacidn existencial de (8) <= &
e Los arguinentos matemalicos a meaudo incluyen pasos donde se utilizan reglus de in-_- [ —
vtanto para proposiviones como para cuantificadores. Por ciemplo, la particulurizacion universal -
y el modus ponens se usan a menudo juntos. Cuando estas reglas de infevencia se combinan, la hipé &
tesis Vix (P(x) — 0(x)) y P(c), donde ¢ es del dominio, muestra que laconclusion O(c) es verdadera.: &

Observacion: Muchos teoremas en matemd(ica discreta enuncian que una propiedad se cuinple s G
para todos los elementos de un conjunto en concreto, como el conjunto de los mimeros enicros 0
tos reales. Aunque el emmnciado preciso de tales teorcmas reguiere incluir el cuantificador uni
versal, por convencion se omite. Por ejemplo, la sentencia «Six > y, donde x ¢ y son nimeros’ a
reales positivos, unonces ¥ > yhu-significa realmente «Para todos os reales positivos x e ¥, stx >
¥, enonces * > ¥ Ademds, cuando se demestran teoremas de este tipo, se wiiliza a menudo
ley de generalizacién universal sin mencionarlo explicitamente. El primer paso de [a demostracion 3
consisie en clegic un elemento geaérico del dominio. Pasos posteriores muestran que esle elemento G
comple Ia propiedad en coesiion. La generalizacion universal implica que el leorema se cumple, ¥ G
para todos los miembros del dominio.

Ea lus siguicntes explicaciones adoptaremos las convenciones usuales y no mer
mos expliciiamente el uso de la cuantificacion y la ge ncuﬂuuuon universales, No obstante, delmm E
u)tunduou siempre cudndo se aplica esta regla de inferencia de modo impl

METODOS PARA DEMOSTRAR TEOREMAS >

Demostar teoremas es a veces muy dificil, por lo qué necesitamos todas las herramientas dispo & G
nibles que nos puedan ayadar. Presentamos ahora una bateria de mclados diferentes de den
uacién. Bstos métados deberian convertirse en parte 'de tu repertorio para demostrar (eoremas. y
Dado que muchos teoremas son implicaciones, las téenicas para demostear implicaciones'

sor linportanics. Recuerda que p ~ ¢ es verdadera a no ser que p sea verdadera y g Talsa. Ten end
cugnta que cuando se domuestra la sentencia p — ¢, 5610 hace Talta demosirar que g es verdadera - -
sip lo es; por lo general, no se demuesira que g es verdadera, En Lo que siguc presentaremaos lus— G‘
(écnicas més comunes para demostrar implicaciones.

DEMOSTRACIONES HRECTAS  La implicacion p -2 ¢ se prede demostrar viendo qu
¢s verdadera, entonces ¢ debe ser verdadera también: isto pone de manifiesto goe Ia combin
p verdadery y ¢ [ulsa no ocurre nunca. Una demostracion de este tipo se Hama demostracion di- |
recta. Para llevar a cabo este tipo de demostracion, se supone que p es verdadera y se utilizan re
glas de fnferencia'y wworemas ya demostrados para demostrar que G debe ser tunbién verdadera, &
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EJEMPLO 15

VACA
P}Lﬁ. also

EJEMPLO 16

Los fundamentos: Igica y demostracin, conjunos y funciones 59

[ r
Da una demostracion directa del teorema «Si 7 cs un entero impar, entonces n? es un enfero
impars.

Solucidn: Suponemos que la hipitegis de esta implicacion es verdadera, es decir, que 7 es impar.
Fntonces, n =2k -+ |, donde k es un entere. S sigue que 2% = (2k + 1) =4k 4 4k + 1 = 22k* + 2k)
i-1. Por tanto, 7’ es un mimero impar (es una unidad mayor que el doble de un entero) -

DEMOSTRACIONES INDIRECTAS  Como la implicacién p - g es equivalente a su con-
trarceciproca, =g > =, la implicacion p - ¢ se puede demostrar viendo que su contrarreciproca
es verdadera, La contrarreciproca se suele demostrar directamente, pero se puede utilizar cualquier
atra técnica. Un argumento de este tipo se llama demostracién indirecta.

Da una demostracion directa del teorema «Si 3n 4 2 es impar, entonces 71 es impar»

Solucién: Supongamos que Ta conclusion de esta implicacion es falsa, es decir, que n es par. En-
tonces, n = 2k para algiin entero k. Se sigue que 3+ 3(2k) + 2 = 6k + 2 =2(3k + 1), por lo que
312 es par (por ser nuidltiple de 2). Como la negacign de la conclsién implica que la hipdtesis

A, -

es falsa, Ta implicacian original cs verdade

JTONES VACUAS Y IRIV]M S Supongamos que Ia hipdtesi @ o una im-
plicacion p = ¢ b Entonces, la implicacitn p — g es verdadera, porque Ia senténcia tiene la
forma F > Vo If por tanto es verdade

a. Consecnentemente, si se puede demostrar gue p
60, flamada demostracion yacua, de la implicacion
ablecer casos especiales de teoremas que
los enteros positivos [esto es, un teorema
onal. Las técnicas de demostracién para

1. entonces se puede dar una demostrag

7> . Las demostraciones vacuas se utilizanspara e
enuncian gue una implicacidn es verdadera para todo.
del tipo ¥n P(ny donde P(r) es una funcion |vm|vu'~|
teoremas de esta clase se discutirdn en la Seccién .

Muestra que Ia proposicion P(0) es verdadera, donde P(r) es la funcion propesicional «Si > 1 es
impar, entonces i > i,

Solucién: Ten en cuenta que la proposicidn (0 es la implicacién «Si 0> |, entonces 07 > O»,
Como la hipdlesis 0> 1 es falsa, la implicacion 2(0) es automaticamente verdadera. &

Observacidn: Ll hecho de que la conclusién de esta implicacion, 07 > 0, sea falsa ante
1 I
para el valor de verdad de esta implicacidn, porgue estd garantizado que una implicacién con una

hipdtesis falsa es verdadera

Supongamos gue la conclusion ¢ de una implicacion p —3 ¢ es verdadera. Enlonces, p - g es
y o enal ¢s cierto. Por tanto, si

acion

puesto que ta sentencia ticne la forma V> Vo F -
se puede ver gue ¢ es verdadera, entonces se puede dar una demml!’h’ ion, Hamada demost
frivial, de p = g Las demostraciones triviales son importantes para casos especiales de teoremas
(vé obre [a téenica de demostracion por casos) y en induccion matemitica. que ve-

remos en la

verdader

se Ja disension

Seeeion 33

on PL0Y

Sea IP(n) «Sia y b son enferos positivos, a = b, entonces a” 2 B, Muestra que Ta proposi

a2 b.entonces a” 2 b, Como @ = b = 1, la conclusion de
Tadera. Fsle es un ejemplo de una demostracion trivi

i ea > by, no se necesitd en 1a demostracion, -

Solucién. 1a proposicion P(0) es «f
P(0) es verdadera. Por tanto, (0) es v
Nota que la hipdtezis, que es Ta sente

TN POCO DE ESTRATIGIA PARA TIACER DEMOSTRACTONES  Tlemos deserito tn

e
der

o la

aciones directas como indirectas y hemos proporcionado cjemplos de cdme se uti
método

fizan: sin enibargo. cnando nos enfrentamos a i tearema que debemos demostrar, ;o1

:
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DEFINI

EJEMPLO 18

1PLO 19

deberemos usar? Primero evalia si una demostracion directa parcee eficiz. Desarrolla las defini
Luego comienza a razonar haciendo uso de ellas, junto con los axio
mas y los leoremas disponibles. Sino parece que conduzea a ningin sitio, intenta lo mismo con
una demostracion, indirceta. Recuerda que en una demostracion indirecta se asume que la coi-
clusion de la implicacion es falsa y se utiliza una demostracion diectu para demostiar que se de-
duce que la hipétesis debe ser falsa. A veces, cuando 1o hay una forma obvia de conseguir una de-~
mostracién directa, una demostracién indirecta puede funcionar, lustramos esta estrategia en -
los Bjemplos 18 y 19. ‘
Anies de presentar los siguientes ejemplos, necesiiamos una di finic

cionies dadas cn las hipotesi

ionales es un nimero racioual

Demuestra que la suma de dos nameros r

Solucién: Primero intentamos una demostracion directa. Para enpezar, supongamos que 7y § son
wimeros racionales. De la definicion de nimero racional se sigue que hay dos cnteros py ¢, ¢ £ 0,
tales que = ply, y olios dos enleros 7y u, w# O, fales que s = (/u. ;Se pusde usar esta informacion
iso siguientc obvio es sumar 7 = pfy y 5 = 1fu para obtener

para mostrar que r -+ s es racional? K ¢

)t Cpuer gl
Y N S|
q u i

rts

Como ¢ # 0y u#0,sesigue que gu # 0. Por consiguiente, hemos expresado 7+ s como la razon
de dos enteros, pu -+ gry qu, donde g+ 0. Bsto significa que 7+ 5 es racional. Nuestro intento por
encontyar una demostracion directa ha tenido éxito <

Demuestra que si n es un entero y #* es impar, entonces # es impar.

Solucion: Primero intentamos una demostracion directa. Supongamos que # es un entero y #é es
impar. Entonces, existe un entero & tal que n? = 2k + 1. ¢Se puede utilizar esta informacion para ¢
mostrarque # s impar’? No parece haber un camino obvio paca mostrar que i ¢s inpar porue lis
soluciones para 2 son de la forma n = 12k + 1, 1o cual no es iy il

Como el intento de dar una demostracion directa no pareee tener éxito, intentamos la de-
mostracion indirecta. Tomaumos como hipétesis que # no es impar. Como todo cilero que 1o es
impar es pat, 7 es par. Bsto implica que existe un & tal que 2 = 2k, Para demostrar ¢l tcorenis, ne
is implica la conclusién de que 7° no ¢
2k para Jlegar a esto? Elevando ambos micinbros al cua
21, donde

impar, es decir, de que

cesitamos rostrar (que esta hipot
st es par. jPodeos usar la ecuacion n =
drado, obtencmos n? = 2(26%), 1o que imiplica que 2% es también par, ya que
=244 Hemos tenido éxito en €l intento de enconirar una demostracion indirecta -

DEMOSTRACIONES POR REDUCCION AL ABSURDO Hay ouas [ormas de demostiacion
qu s adicionales de demos
tracion.

Supongamos que se puede encontrar una contradiceidn ¢ tal que ~p -5 ¢ sea verdadera, esto
es, p = 1 es verdadera. Entonces la proposicion - tiene que ser falsa. Por tanto, p debe ser ver
dadera. Lsta téenica se utiliza cuando podemos coconirar una contiadiccion, como pos cjemplo
7wy de tal forma gue es posible mostrar Gue la implicacidn - — (2 =) sea verdadera, Un
gumento de este ipo se llama demosteacion por reduccion al absurdo,

Vamos a dar ahora tres cjemplos de demostiaciones por reduccion af absurdo. Ll primero ¢
wipio del palomar, una 1écnica de combinaloiia que se verd ci

LEciic

10 son ni la directa ni la indirecta. Preseniamos ahora varis

n

un ¢jemplo ¢
profundidad en la Scec

fa aplicac
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Muestia que al menos cuatro de cada 22 dias deben caer en el mismo dia de la semana.

Solucién: Seap la propos + «Al menos cuatro de los 22 dias elegidos caen en el mismo dia de
Supongamos que i 68 verdadera, Entonees, como mucho, tres de estos 22 dias
e dias de 1a semana, esto implica que
un i

Ja semana»
corresponden al mismo dfa dé la semana. Como hay ¢
coma mucho se podifan haher elegido 21 dias, puesto que lies son los que, 2 lo mis, pueden s
dfa particular de la semana. Bsto es una contradiccion. R | i

Muestra que 2 es irracional dando una demostracion por reduceion al absurdo

i
Solucién: Sea p la proposicion « 3 es iracionals. Supongamos que =y €5 verdadera. linhmccsL«ﬁ |
o5 racional, Mostraremos que esto conduce a una contradiccion. Bajo la suposicién de que V2 es |
racional, existiran dos enteros @ y b de tal forma que 2 = afb, donde a y b na tienen factores co {
munes (de tal forma que no hay una fraccioén equivalente a a/b con mimeros més pequefios). Como
= /3 = afh, cuando amhos miembros de la ecuncion se clevan al cuadrado, se sigue que

2= d¥b #

Por tanto, " |

2 = a i |

Fsto significa que @’ es par. por 1o que @ ¢§ par. Ademds, como a es par, @ = 2c para algiin entero ¢. |

i Asf, |

7 2P = 4, |

por To que !

Fsto significa que b? es pat. Por fanto, B debe ser par (ambién.
S ha mostrado que =p implica que {3 = afb, donde a y b no tienen factores comunes y2di
vide n ayab. Estoes una contradiccidn, puesto (ue se¢ ve que ) implica lanto r como =, donde

|
1 os la sentencia «a y b son enteros sin factores COMUNEs>. Por tanto, <p es falsa, es decir, « 2res \
|

irracional» es verdadera. -

Una demostracion indirecta de una implicacion se puede reescribir como una demostracion
por seduccion al absurdo. Fin una demostracién indirecta mostramos que p = § ¢ verdadera uli-
Fizando una demostracion directa para ver gue =g = 7 exverdadera. Esto es, en una prueba in-
directa de p —> g suponemos que g c8 verdadera para mostrar que =y debe serlo. Para reesctt!
una demogtracion indirecta de p = g como una demostracion por reduceion al absurdo, supone-
Mos que fanfo p como 1y Son verdaderas. Entonces usamos los pasos de la prueha directa =g = 7P
para mastrar que -p debe ser verdadera también. Fsto conduce a la contradiccion p A -p, com-
plefando la demostracion por reduccian al absardo. Bl Ejemplo 22 ilustra como una demostracion |
de una implicacion se puede reescribir como una demostracién por reduccian al ahsurdo,

4n al ahsardo del teorema «Si 3+ 2 es impar, entonces 72 es impar,

FEMPELO 22 Dauna demostracion por reduce

Splycidn: Asumimos que 3a 4+ 2 es impar y que 1 no © impar, es decir, 7 es par Siguiendo los
Jjiemplo 15 (nna demostracién indirecta de este feorema), po-
G+ 2 es par. Esto-contradice la supe ssicion de que 3n+ 2

mismos pasos que on la solucion del

\ demaos mos! quie i nes par, enton

s impar, completando 1a demostracién -4 ]

] PEMOSTRACION POR CASOS  Para demostrar una implicacién de la forina

p,vr

se puede utiliza la tantologia

vpy g

[(p, v,V vp) = gl e lp, =2 Prlp, YDA alp, =)
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EJEMPLO 23

EJEMPLO 24

como regla de inferencia. Esto muestra que la implicacion original con una hipdiesis construid:
mediante una disyuncion de las proposiciones p,, p,. ..., p, se puede demostiar demosirando
dividualmente cada una de las » implicaciones p, *f.' f=1,2, ., 0 Tal argunento se denomin
una dernostracion por casos. A veces para demostrar que una implicacion p ~» ¢ s verdadera, e
conveniente usar una disyuncion de proposiciones p, v p, v ... v p, en lugar de una sola proposicic
p como hipoesis de la implicacion, donde p y pyvp,v .. vp son equivalentes. Considera ¢
Ejemplo 23,

Utiliza una demostracion por casos para ver que jxy| = |.x||y|, donde x ¢ y son nidmeros real
(Recuerda que |x], el valor absoluto de x, es igual a x cuande x = 0 ¢ igual a -+ cuando x < 0).

Solucidn: Scap «x ¢y son nimeros reales» y sea ¢ «|xy| = x| |y |». Ten en cuenta que pes equi-
valente ap, vp,vp,vp, dondep es«xz0nyz0», pescxz0ny <O, pesc<Onayz0
¥ pyes «x <0ay<O». Por tanto, para demostrar p = g, podenios ver que p, = q, p, > ¢, Py Gy
£, ¢ (Hemos considerado estos cuatio
minar el signo del producto dentro de cada caso)

Vemos que p, — .1 porque xy = 0 cuando x = O e y 2 0, por lo que [xy] = xy = |« |||

Para ver que p, Oey <0, entonces xy = 0, pur lo que [xy
=x(-y) = |x|]y| L:\x[m’, como y < 0, lenemos que [y|=-

Para ver que p, - ¢, seguimos el mismo razonamienio que en ¢l caso anterior, cambiando «
pory, y viceversa.

Para ver que Py gy len en cuenta que o vindox <O0ey<0s
vy = (=x)(=y) = {x ]| y|. Est0 completa la demostracion -

508 porque son una eleceion apropiada para poder cli-

en en cuenta que si x

sigue que y = 0. Por tanto,

DEMOSTRACIONES POR EQUIVALENCIA ara demostear un {eorema que viene dado
por una bicondicional, esto es, una doble implicacion de la forma p < ¢, doude p y ¢ son propo
siciones, se puede usar la tawologia

perq) e lp— @) nlqg—p)l

sto es, la proposicion «p si, y 8610 si, ¢» se puede demostrar si se demuestian las dos implica
ciones «si p, entonces ¢» y «si ¢, entonces p»

Demuestra el tcorema «El entero n es impar si, y s6lo si, o ¢s inpar»

Solucidn: Tste 1¢orema tiene la forma «p si, y 610 si, ¢», donde p es «u es impars y ¢ es «n’
impar». Para demostrar este feorema, necesitamos mostrar que p — g y ¢ — p son verdaderas
Ya hemos demostrado que p — g y que ¢ —-p son verdaderas (Ejemnplos 14y 19, respect

mente). Como p ~» ¢ v ¢ — p son verdaderas, hemos demostrado que el (eorena se cumple, -4

A veees, un leorema enuncia que varias proposiciones p, p,, ., p_ son equivalentes. Tales
teoremas 'se pueden yeescribi como

DEOpie i &p,

1o cual declura que lus 7 proposiciones tienen los mismos valores de verdad y, por tanto, que paras
todoiyj, Lsisjsnpyp,scoequivalentes. Una forma de demosuar estas equivalencias ni-
tuas es.emplear la tautologf

[P, p, 0 ooy > p, 2 p) A, = py) s p)l

Hslo indica que si fas 1mp!iummncs Py Py By 73 Py o Py v py SE Pueden mosbiar que
verdaderas, entonces las proposiciones p, p,, ..., p, son fodas cquivalentes
Listo es mucho mds eficiente que pl()bm p,oppaal #j, 1<isnyl <j
Cuando demostramos que un grupo_de senlcficias soii e uivaleutes, podemos estableces
cualguier cadena de implicacioues que elijamos, ya que a través de la cadena es posible ir de ur
4 otra-cualesquiera. Por ejenple, ;mn 105 ver que p,, p, y p, son equivalentes mostrando que p) -~ p

Dy D D,Y PP
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SEJEMPLO 25 Muestra que esfas sentencias son equivalentes:

Py nes un entero par
p,: -1 esun entero impar
p,: 7% es un entero par

Solucién: Mostraremos que estas tres sentencias son equivalentes viendo que las implicaciones
que py = o, py -3 pyy py > pyson verdaderas.

Tacemos una demostracion directa para p, — p,. \np(mynmm «que 71 es par. Entonces, n = 2k
para algiin entero k. Por tanto, n - 1 =2k — 1 = 2(k I) 1 1. Tisto sighifica que 7 - | es impar, pues
se puede poner de Ta forma 2m + 1, donde m es el entero k- 1.

Daremos también una [uu('h.v divecta de que p, - p,. Supongamos ahora que 77— 1 es im-
par. Entonces, n -1 = 2k + | para algiin entero k. Por tanto, 1 = 2k + 2, por lo que n” = (2k + 2)?
= A7 8k 4 A4 = 2207 + 4k + 2). Tisto significa que n” es el doble del entero 247 + 4k + 2, y por
tanto, par.

Para demostrar p, — p utilizamos una demostracién indirecta. Esto es, demostramos que si
7110 es par, entonces 72 no es par. Esto es o mismo que demostrar que si n es impar, n? es impar,
lo cual se ha hecho ya en el Ejemplo 14, Esto cmnplc!'a la demostracion. -«

TEORE MA‘? Y'C UAN I'TFIC A])()Rl',ﬁ

Muchos teoremas se enuncian haciendo nso de proposiciones y cuantificadores. Se pueden utilizar
varios métodos para demostrar teoremas que son cuantificaciones. Aqui describimos algunos de
los mds importantes, .

DEMOSTRACIONES DE EXISTENCIA - Muchos téoremas afirman la existencia de un tipo
patticular de objetos. Un teorema de este tipo es una proposicién de la forma =y P(x), donde P es
un predicado. Una demostracién de una proposician de la forma =x P(x) se llama demostracién
de existencia. Hay varias formas de demostrar un teorema de este fipo. A veces puede darse una
demostracian del llp(\ v P(x) encontrando un elemento a tal que P(a) sea verdadera. Tal demos-
tracion de existencia se Hama constructiva. También es posible dar una demostracion de exis-
tencia que sea no constructiva, Fsto es, no encontramos el elemerito a tal que P(a) es verdadera,
sino que demostramos que v P(x) es verdadera de algnna otra forina. Un método comiin para dar
una demostracion no constructiva de existencia es utilizar una demostracién por reduccion al ab-
d.ff:,'.’,",‘ff\ ) surdo y mostrar aque la negacion de la cuantificacién existencial iimplica una contradiccién. El con-
cepto de demostracion constructiva sé ilustra en el Fjemplo 26

EYEMPLO 26 Una demostracion constructiva de existencia. Demuestra que hay un entero positivo que se

puede poner de dos formas diferentes como suma de cubos de enteros positivos.

Solucidn: Tras considerables calculos (haciendo uso. por ejemplo, de un programa de ordenador),
@ encontramos gue

1729 = 107+ 9=127 + |,

Como hemos encontrado un entero positivo gque puede escribirse como la suma de cubos de dos
formas diferentes, la demostracion estd conseguida -

MPLO 27 Una demostracion no constructiva de existencia. Muestia que existen dos niimeros irraciona-
fes ey tales que ¥ es racional.

Solicidn: Por el Bjemplo 21 sabemos que 42 ¢s irracional. Considera cf mimero \/“ . Sies
racional, hemos encontrado dos nimeros v e v con ¥ tacional: x =2 e v = V2. Por otya par i

e T 8
277 es ieacional, enfonces podemos hacer v





image1.jpeg
2%
52 Matemalica discreta y sus aplicacion -
)
3
i 4 1 .z
‘ Eﬁ“i Mérodos de demostracion )
i Y G TR S DA ot SRRLIE S Aromi s sippasiadi o ISR APIG i
i ; )
il TRODUCCION 5
| e T J
|
| Dos importantes cuestiones que aparecen en el estudio de las matemadcas son: (1) jeudndo es#
{ i correcto un‘argumento matemdlico?, y (2) gqué métodos se pucden utilizar para coustruir argu-.)
: mentos malematicos? Esta seccion ayudard a resolver estas dos preguntas desciibiendo varios ti-.e,
FRRiH J
I f

i pos de arguinentos matemalicos, Cormeclos e incorecios

B Un teorema es una senlencia que se puede verificar que es verdadera, (A veces a los teore ;q
mas se les Hama propasiciones, hechos o resultados). Demostimos que un leorema es verdadero 2
mediante una secuencia de sentencias que coustituyen un wigumento Hamado demostracion, .
Para constrair demostraciones )

ey > necesitan métodos para derivar senlencias nuevias u paitir de lay

1§ 1 Enlavey !

conocidas. Las sentencias que se utilizan eo una demositacicn pucden incluir axiomas o postu- )

lados, que son suposiciones que subyacen a las estructuras matcmaticas, hipétesis del iorcina o
teoremas demostrados previamente. Las reglas de inferencia, que son los medios usados para de

s a partir de otras afirmaciones, enlazan los pusos de una demostracion.

ducir conclusion:

1§18 ; En esta seceion hablaremos sobre las reglas de inferencia, lo que ayudard a clarificar cono,

| B 8] consteuir una demostracion correcta. Describiremos también algunas formas frecuentes de razo-

1 naimiento’ incorrecto, que Hamaremos falacias, Presentaremos varios métodos que se utilizan co-t ,.
| minmenie pary demostrar teorcmas U
j Bl término fema o corolario s¢ emplea para cicrto ipo de teoreias, Un lena es un feorema &

sencillo utilizado en L demostracion de otros teorenias. Demostraciones complicadas son a veces

| mds faciles de entender haciendo uso de leias, los cuales se demuestan por sepatado. Un coro-;; L .
i lario es una proposicion que se puede establecer dircctamente a paciic de un tcorema que ya ha
sido demostrado. Una conjetura es w
encuentra wna demostracion para una conjelura, ésla se convierle co teorenii. Muchas veces las

4 sentencia cuyo valor de verdad es desconocido. Cuando s

conjeturas tesultan ser falsas, por 1o que uo Hegan a ser icorenas

Los métodos de demostracion que se describen en este capitulo sou inportantes no s6lo por

(ue se usan para denosirar [coremas alematicos, sino por sus iiuchas aplicaciones en ciencias det

i la computacion. Entre ellas, podemos clar la verificacion de que un prograima de ordenador es; €

(B correcto, establecer si un sistema operativo s seguro, hacer inferencias eu el drea de la intelipe

‘ claartilicial 0 mostrar que las especificaciones de un sistema son consistentes. Por consiguiente, €

1 entender las (€cnicas que se utilizan en las demosiraciones es esencial anto en las matematicas( €
LR como en lus ciencias de fa conputacion. -
L REGLAS DIC INFERENCIA &
; Yamos a introducir en este apartado las reglas de inferencia para logica proposicional, Estas reglas e
i justifican los pasos dados para demostar que a padi de wia serie de tapsiesis se lega de fomma i @B
it auna conclusion. 1 Guologin (2 A (1= » 3 = g e b o fa reglade infercncia e g
da modus ponens. Esta tatologia se escribe de la formu siguiente e
ol P -~
i ey €
‘ q e
Usando esti notacion, las hipdtesis s esciiben en una columna y la concluston debajo de una ba- @
sra horizontal. (Ef simbolo . denota «por tantos o «lucgos). L modus ponens declara que si tan &
: i (Blempids (0 una implicacion como sus hipolesis son verdaderas, entonees la conclusion de esta nnplicacion
‘ i, 'L adicionales
il adichonales’ es verdadera €
s ? ‘e
EJEMPLO 1 Snpongamos gue la implicacion «si nieva hoy, remos a csquiars y Ja hipotesis «csta nevando hoy»
i son verdaderas. Entonces, por elpnodis ponens, se sigue que la conclusion «ireios a esquinr es €
il verdadera. i
g pe
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es mayor gue 9» es verdadera.

-«

n es mayor que 3, entonces n

Supeogamos qne la implicacion «si
imoduts ponens, se sigue que 1t es mayor que 9.

Por tanto, si n es'mayor gue 3, por el

La Tabla 1 muestra un listado dg tas regias de inferéncid mas importantes. En los problemas
de ta Seccién 1.2 podemos encontrar vet scaciones de estas reglas: Aquf daremos algunos ejern-
plos de argumentos que utilizan cstas reglas de inferencias.

Di en qué regla de inferencia se hasa el argumento siguienle: «Ahora estamos bajo cero. For tan-

to, bien estamos bajo cero o bien llueve ahoras.

Solucidn: Sea p la proposicién «Ahora estamos Dbajo cerox y g «I.lueve ahoras. Entonces, esie ar-

gusmento es de la forma

P
Lpvg .
Este argumenlo utiliza la regla de adicion. . Rl

Di e qué regla de inferencia se basa el

argumento siguicife: «Estainos bajo cero y llueve. Por tan-
(0, estamos bajo cero» S

Entonces, este argumento es de

Solucion: Seap la proposicidn «Estamos ajo ceron y g duluever.
ta forma : '

pPAq
~p

Fiste argamento wiliza la regla de simplificacién,

o ley de combiuacién

Conjine

Modus ponens

A= plq

A= @ty

Modus tollens

=5 nlg=NI=> -1

lpvpya-pl—q

pvq
gt
P

vy A Gy ¥l

o
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EJEMPLO 5

EJEMPLO 6

Di en qué regla de inferencia se basa el arguinento siguicnle

«Si llueve hoy, entonces hoy no haremos una barbacoa. Si no hacemos una barbacoa hoy,
haremos una barbacoa maiana. Por tanto, si lhieve hoy, haremos una burbacoa niananas.

Solucion: Sean p ka proposicion «Llueve ahorar, ¢ «Hoy no haremos una barbacoar y r «fHarei
una barbacoa maiiana». Bntonces, este argumento es de la forma

P q
=
P

Por tanto, este argumento es un silogismo hipotético. -«

ARGUMENTOS VALIDOS

Se dice que un argumento deductivo es correcto si siempre que todas las hipdtesis son verdadera
la conclusién también lo es. Consecuentemente, mostrar que ¢ se deduce l6gicamente de las by
polesis p, p,, .., p, €8 o mismo que mostrar que la implicacion

(P, AP, A AP =g

es verdadera. Cuando todas las proposiciones utilizadas en un argumento correcto son verdaderas
se llega a una conclusion correcta, No obstante, un argumento cottecto puede conducir a una con
clusion incorrecia si se ulilizan una o mas proposiciones falsas en el argumento. Por ejemplo,

«Si V2 /32 entul caso (JZ‘

2o %

Juiente,

(%)

es un arguiento correcto basado en el modus ponens. Sin embargo, la conclusidn de este argu

mento es falsa, porque 2 < 4. Se ha usado en el argumento la proposicion falsa «f
signifi ser falsa.

Cuando hay muchas premisas, a menudo se necesitan varias regias de inferencia para de
mosliar que un argumento es correcto. Listo se ilustra en los ejemplos siguientes, donde se mues
tra paso a paso como se lega de un argumento a olro, razonando explicitamente cada paso que se
ha dado. Estos ejemplos muestran también como se pueden analizar argunientos en lenguaje na
tural utilizando reglas de inferencia.

> 39, o qu
L que la conclusion de este argumento puede

Muestra que las hipotesis «Bsta tarde no hace sol y hace mids frio que ayers, «Iremos a nadar sol
canoir y «Si daimos un paseo en canoa
estarelnos en casa para la puesta de sol» conducen a la conclusion «listaremos en casa para |

si hace sol», «Si no vamos a nadar, daremos un pasco el
puesta de sol»
Solucion: Sca p la proposicion «Esta tarde hace sol», g la proposicion «lace mids frio que aycr

rla proposicion «Iremos a nadar», s la proposicion «daremos un pasco en canoir y t la proposi
cidn «Hstaremos en casa para la puesta de sol». Entonces, las hipé

is se pueden expresar coir

caso de la segunda hipote
I pigina 5, Seccion 1.1
«r s6lo si p», que es la forma de la hipotesis «lriemos a nadar s6lo si hace sol].

Construimos un arguniento para mostar que nuesiias hipotesis conducen a la conclusion de
seada como sigue.

WA, T p,w 2 s y s = 1 La conclusion es simplemente ¢ [Fn

is, s¢ recuerda que una de las formas de expresar r - p recogida e

Paso Razonamiento

Lompag Hipétesis

2 p Simplifigacion usando el paso 1
resp Hipotesis

RARARAAARAARARARARAARRARNS
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4 Modus tollens usando los pasos 2 y 3
5.0 > Hipatesis
s Modus ponens usando los pasos 4 y §
Tosasit Hipdtesis Y
8.1 : Modns ponens nsando los pasos 6y 7 -

Muestra que las hipétesis «Si me mandas un mensaje por correo electronico, enfonces acabaré de
escribir el progtamas, «Si no me mandas un mensaje por correo electrénico, me iré a la cama tem-
prano» y «Si me voy a la cama temprano, me levantaré descansado» llevan a la conclusion «Si no
acabo de escribir el programa, me levantaré descansado»

Solucidn: Sea p la proposicién «Me mandas nn mensaje por correo electrénico», g la proposicion

«Lerminaré de escribir el programas, r la proposicién «Me iré a la cama temprano» y s la pro-

posicion «Me levantaré mafiana descansados. Las hipotesis se pueden reescribir como P —>q,
p > ryr =5 Laconclusion deseada es g —> 5!

ta forma de argnmento muestra que nuestrag hipétesis conducen a Ja conclusién deseada.

Razonamiento

Hipdtesis

Contrarreciproco del paso 1

Hipotesis

Silogismo hipotético usando los pasos 2y 3

Hipotesis

Silogismo hipotético ua‘am](l los p(mns 4y.5. -

tomatizan tareas de razonamiento y demos-
conocida

Se han desarrollado programas de ordenador que
traciones de teoremas. Muchos de estos programas hacen uso de una regla de inferenc
como resolucidn. Fsta regla de inferencia se basa en la tautologia

(V@A) = (gvr)

(La comprobacidn de que esta sentencia es una fautologia se tratd en el Problema 28 de Ia Se
citn 1.2). La disyuncién final en la regla de resolution, ¢ v r, se llama resolvente, Cuando se cum-
ple que g = ren esta tautologia, tenemos que (p v ¢) A (-p v ¢) = ¢. Ademds, cuando 7 = F, ob-
7), lo cual es la tautologfa cn 1a que se basa ¢l

tenemos que (p v @) A (-p) = g (puesto que g v I

ailogismo disyuntivo

Utiliza la regla de resolucién para mostrar que las hipGtesis «Jaime estd esquiando o no nievas v
«Nieva o Bealriz estd jugando al hoo key» implican que «Jaime estd esquiando o Beatriz estd ju-
gando al hockey»

Solncidn: Sea pla proposicion «Nicvas, g la proposicion «Jaime estd esquiandon v 1 la Proposi-
cidn «Reatriz esta jugando al hockeys. Podemos representar las hipdtesis como =y v g y p v r, res-
pectivamente, Utilizando la regla de resolucion, se obtiene la proposicion g v r, es decir, «Jaime
4 esquiando o Beatriz estd jugando al hockey» |

Laregla de resolucidn desempeiia un importante papel en lenguajes de programacion basados
as de Ja logica, como el Prolog (donde se aplica 1a regla de resolucidn sobie senfencias
cuantif Ademds, se puede usar para construir sisteinas autométicos de demostracion de
tecremas. Para construir demostraciones en Iégica proposicional utilizando la regla de resolucion
como tinica regla de inferencia, Ia hipdtesis v 1a conclision deben ser expresadas como cldnsulas,
donde una clausula es una disyuncién de variables o negacion de estas variables. Podemos susti-
tuiv una sentencia en I6gica proposicional que no sea una clausula por una o mds senlencias
cquivalentes que scan cldusulas. Por ejemplo, supongamos que tenemos nna sentencia de la forma

cn las reg

icadas)
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EJEMPLO 9

EJEMPLO 10

EJEMPLO 11

1
s
)
pvigar). Como pv(gar) ¢
PV (g Ar)porla conjuncion de las dos sentencias (p v ¢) y (p v ), cada una de las coales es una
clausula. Podemos sustituir una sentencia de la forma ~(p v ) por ke conjuncion de las dos sen

tencias =p y g (que son cldusulas), puesto que por las leyes de De Morgan ~(p v q) = =p A g,
Podemos también recmiplazar una implicacion p - ¢ por la disyuucion cquivalente —p v g. P

{
(
{
[

(p v @) npvr), podemos sustituin Lu sentencia individual

Muestra que las hipdlesis (p A @) vy r— s implican la conclusion p v s

Solucion: Podemos reescribir la hipdtesis (p A g) v r como dos clausulas, p v iy ¢ v r. Podemos
reemplazar también r — s por la cldusula equivalente v v s. Utilizando las dos cldusulas p vy 3
v s, podemnos usar la regla de resolucion para concluir p v s. <
FALACIAS .

tos. Estas fulacias se ase

Hay varias [alacias muy frecuentes gue surgen de razonamicntos incois
mejan a reglas de inferencia, pero s¢ basan en contingencias, no en taniotogias. Mostraemos e
este apartado la distincion entre razonamientos Correctus e nconeetos.

La proposicion [(p — ¢) A gl = p no es una tautologia, ya que es falsa cuando p es lalsa y g es 2
verdadera. No obstante, hay muchos argumentos incorecios que i esta proposicion cono si fue.
se una tautologia. Liste tipo de razonamiento incorrecta se denomina falacia de afirmar ka conclusicn,

(s correcto el argumento siguicnte?
Si haces todos los problemas de este libro, aprenderds matenuitica discreta. T has aprendide

malemdtica discreta. =
Por tanto, hiciste todos los problemas de este libro §

Solucion: Sea p la proposicion «Hiciste todos 1os problemas del libios. Sea g la seniencia « 14 =

aprendiste matematica discretas. Batonces, este arpumento es de la forma: si p = ¢ y ¢ entonees
to que usi la fulacia de afinuar la conclusién. D4
liecho, es posible que ti aprendas matemdiica discreta de alguna ot forma gue no sea hacer todos

2. Bsto es un gjemplo de un argumento ineorr

los problemas del libro. (Puedes aprender matemdtica discreta leyendo, asistiends a clases y ha
ciendo muchos, pero no todos, los problemas de este libro). <

La proposiciou [(p — ¢) A=p| ~» —¢ no es una laatologia, puesto que es lalsa coando p cs
falsa y ¢ es verdadera. Muchos argamentos incorrectos utilizan erréneamente 10 anterior como e
gla de interencia. Este tipo de razonamiento incoriecto se llama falacia de negar la hipotesis. -

Sean p y ¢ las proposiciones del Ejemplo 10. Si la unplicacicn g — ¢ es verdadera y —p es ver
dadera, jes correcto concluir que =g es verdadera? En otras palabias, jes correcto asumir que no
del libro, suponiendo que si haces

aprendiste matematica discreta si no hiciste dos los problem
todos los problenus del libro aprendes inatemdtica discrera?

Solucién: Bs posible que aprendas matemdtica discreta incluso si no haces todos los problemus del
libro. Este atguimento incorrecto es de la forma p - ¢ y = implica =g, que es un ejemplo de fa
lacia de negacton de la hipotesis -

DI INFERENCIA PARA

ENTENCIAS CUANTIFICADAS

hablado de reglas de inferencia para proposiciones. Ahora describiremos algunas reglas do
inferencia importantes para sentencias que involucran cuantificadores. Bstas reglas de inferencia
s s menciomurtas explicitamnente

se usan con frecuencia e Jos argumentos malematicos, a ve

Particularizacion univergal es la regla de inlerencia que se wiliza para concluir que £(c) e

verdadera, donde ¢ es un miembro particular del dominio, dada la premisa Vi P(1). Se utiliza lé

Y I P P Y PP RN N Y YT YYTYYYYY
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pnxliC\wlm'izan'i:f>|1 {iniversal cuando se coscluye de la sentencia «Todas las mujeres son sabias» que
«Lisa o5 sabia», donde Lisa es un miembro det dominio de todas las mujeres.

Generalizacién universal es la regla de inferencia que déclara gue Vi P(x) es verdade-
ra, dada la promisa de que P(c) es verdadera para todos los elementos ¢ del dominio. Utiliza-
s (a generalizacién wiiversal cuando mostramns (que Vi P(x) es verdadera tomando un ele-
menta arbitrario ¢ del dominio y mostrando que P(c) es verdadera. £l efementa ¢ seleccionado
debe ser un elemento arbitrario del dominio y no uno especiflico. La generalizacion universal
se usa implicitamente en michas demostraciones mateméticas; 1ara vez se menciona explfci-
tamente,

Particularizacion existencial es fa regla que nos permite conchuir que hay un elemento ¢ en
¢/ dominio para ef cual P(c) es verdadera si sabemos que Ix P(x) es verdadera. Aquf no podemos
seleccionar un valor arbitrario de ¢, sino que deber ser un ¢ para el cual sea verdadera. General-
mente, no teneiitos conocimicnto de qué ¢ es, solo de que éste existe. Como existe, le podemos dar
wn nombre y continuar nnestro argumento.

Generalizacién existencial es 1a regla de inferencia que se utiliza para concluir gque I
P{x) es verdaderd cuando se conoce un elemento Lvar(icular ¢ cont P(c¢) verdadera. Esto es, si
conocemos un elemento ¢ del dominio para el cual P(c) es verdadera, sabemos que Zx P(x) es
verdadera. .

Resumimos estas reglas de inferencia en la Tabla 2. ustraremos cémo se utiliza una de es-
1as reglas de inferencia para sentencias cuantificadas en el Iijemplo 12

Muestra que las prerisas «Todo el mindo en la clase de mateémdtica discreta estd matricutado eo
ingenierfa jnforméticas y «Marfa es una estudiante de esta clasés implican Ja concusién «Marfa
estd matriculada en ingenieria formdtica». . g

Solucion: Sean D(x) «x estd en In clase de matemtica discretar y C(x) «x éstd matriculado en in-
genieria informdtica». Entonces, las premisas son Vx (D(x) — Cx)y D(Matfa), La conclusion es
C(Marfa). .

Se pueden usar tos siguicntes pasos para establecer 1a conclusion a partir de las premisas!

Paso Razomamiento
Va (D(x) - Cx)) Premisa
D{Marfa) -»> C(Marfa} Particularizacién universal de (1)
. D{Maria} Premisa
4. C(Marfa) Modus poneris-usando (2) y (3) -

Muestra que fas premisas «Un estudiante de esla clase no ha tefdo el librow y «Todo ef mundo en
esta clase aprobé el primer examens implican la conclusidn «Alguien que aprobé cf primer exa-
meit no ha leido el libros. }

Tahla 2. Reglas de inferencia para sentenciag cuantificadas.

Reglo de inferencia Nombre

Particulasizacion universal

i6n universal

Ay I

= e Particularizacién cxistencial
ey para algin elemento ¢

Generalizacion existencial

i
i
!
i
i
|
£
!

|
{





