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Prefacio

La mecanica de materiales es un tema bdsico de ingenieria que debe com-
prender quien tenga interés en la resistencia y el desempefio fisico de las

estructuras, sean hechas por el hombre o naturales. Eaimateriaincluye con:

En el nivel universitario la mecdnica de materiales por lo general se en-
sefla durante los primeros afios. La materia es un requisito para la mayoria
de los alumnos de ingenieria mecdnica, estructural, civil, biomédica, aero-
ndutica y aeroespacial. Ademads, muchos estudiantes de campos tan diversos
como ciencia de materiales, ingenierfa industrial, arquitectura e ingenieria
agricola también encuentran ttil estudiar este tema.

Acerca de este libro

Los temas principales que se estudian en este libro son el andlisis y dise-
flo de elementos estructurales sometidos a tensién, compresion, torsién y
flexién, incluidos los conceptos fundamentales mencionados en el primer
parrafo. Otros temas de interés general son las transformaciones de esfuerzo
y deformacién unitaria, cargas combinadas, concentraciones de esfuerzo,
deflexiones de vigas y estabilidad de columnas.

Entre los temas especializados se incluyen los siguientes: efectos tér-
micos, cargas dindmicas, elementos no prismadticos, vigas de dos materiales,
centros de cortante, recipientes a presion y vigas estiticamente indetermina-
das. Para mayor alcance y referencia ocasional, también se incluyen temas
elementales como fuerzas cortantes, momentos flexionantes, centroides y
momentos de inercia. Como ayuda para el lector estudiante, cada capitulo
inicia con los Aspectos generales del capitulo y termina con un Resumen y
repaso del capitulo en donde se destacan los puntos clave presentados en
el capitulo para un repaso rdpido (en preparacién para exdmenes sobre el
material). Cada capitulo también empieza con una fotografia de un compo-
nente o de una estructura que ilustra los conceptos clave que se estudiardn
en ese capitulo.

El libro incluye mucho mds material del que se puede ensefar en un
solo curso, de modo que los maestros tienen la oportunidad de seleccionar
los temas que quieran exponer. Como una guia, algunos de los temas mas
especializados se identifican con una estrella en la tabla de contenido.

Se ha hecho un esfuerzo considerable para revisar y corregir las prue-
bas del texto para eliminar errores, pero si encontrara alguno, sin importar
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lo trivial que sea, por favor notifiqueme por correo electrénico (bgoodno@
ce.gatech.edu), para que podamos corregir cualquier error en la siguiente
reimpresion.

En todo el libro se presentan ejemplos para ilustrar los conceptos tedricos y
mostrar cémo se pueden emplear en situaciones practicas. En algunos casos
se han agregado fotografias que muestran las estructuras o componentes
reales en ingenieria para reforzar el vinculo entre teoria y aplicacién. Los
ejemplos varian en extension de una o cuatro paginas, dependiendo de la
complejidad del material que se ilustra. Cuando el énfasis recae sobre los
conceptos, los ejemplos se resuelven en términos simbdlicos para ilustrar
mejor las ideas y cuando el énfasis se centra en la resolucién de problemas,
los ejemplos son de cardcter numérico. En ejemplos seleccionados en todo
el libro se ha agregado una representacion grafica de los resultados (por
ejemplo, esfuerzos en vigas) para destacar la comprension del estudiante de
los resultados del problema.

En todos los cursos de mecanica, la resolucién de problemas es una parte
importante del proceso de aprendizaje. Este libro ofrece mas de 1000 pro-
blemas de tarea y de andlisis en el aula. En esta séptima edicion casi 40 por
ciento de ellos son nuevos o han sido revisados de manera significativa. Los
problemas se encuentran al final del cada capitulo de manera que se puedan
encontrar con facilidad y no interrumpan la presentacion del tema principal.
Ademais, los problemas muy dificiles o extensos se indican con una o mas
estrellas (dependiendo del grado de dificultad) en el nimero del problema,
alertando asf a los estudiantes del tiempo necesario para su resolucién. En
general los problemas se presentan en orden de dificultad. Las respuestas
para todos los problemas se encuentran cerca del final del libro.

En los ejemplos y problemas se utilizan tanto el sistema internacional de
unidades (ST) como el sistema inglés de uso acostumbrado en Estados Uni-
dos. En el apéndice A se explican los dos sistemas y se da una tabla de
factores de conversion. Para los problemas que comprenden resoluciones
numéricas, los problemas impares estdn en unidades inglesas y los pares en
unidades SI. Esta convencidn facilita saber de antemano qué sistema de uni-
dades se usa en cualquier problema particular. Ademas, en el apéndice E se
han agregado tablas que contienen propiedades de perfiles estructurales de
acero tanto en unidades inglesas como en SI, de manera que la resolucién
de andlisis de vigas y de los ejemplos de disefio y los problemas al final de
cada capitulo se pueda llevar a cabo en unidades inglesas o SI.

Inmediatamente después del tltimo capitulo del libro se encuentran las re-
ferencias y notas histéricas que consisten en fuentes originales para el tema
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en cuestion mas informacién biografica breve acerca de los cientificos, in-
genieros y matematicos precursores, fundadores del campo de la mecanica
de materiales. Un indice onomadstico facilita consultar cualquiera de estos
personajes histdricos.

El material de referencia aparece en los apéndices al final del libro. Gran
parte del material se da en tablas: propiedades de dreas planas, propiedades
de perfiles estructurales de acero, propiedades de la madera estructural, de-
flexiones y pendientes de vigas y propiedades de materiales (apéndices D a
H, respectivamente).

En cambio, los apéndices A y B son descriptivos; el primero da una
descripcion detallada de los sistemas de unidades SI e inglés y el segundo
presenta la metodologia para resolver problemas en mecénica. En el dltimo
se abordan temas como consistencia dimensional y cifras significativas. Por
ultimo, el apéndice C, de referencia rdpida, proporciona una lista de las
férmulas matematicas de uso comun.

Muchos lectores de este libro reconoceran el nombre de Stephen P. Timo-
shenko que probablemente sea el mas famoso en el campo de la mecdnica
aplicada. Timoshenko es reconocido en general como el precursor mas ex-
traordinario del mundo en mecénica aplicada. Contribuyé con muchas ideas
y conceptos nuevos y se hizo famoso tanto por su erudicién como por su
ensefianza. A través de sus numerosos libros ejercié un efecto profundo
en la ensefianza de la mecdnica no s6lo en este pais sino en cualquier parte
donde se estudie la mecdnica. Timoshenko fue maestro y mentor de James
Gere y estimul6 la primera edicion de este libro de la autoria de James M.
Gere, publicada en 1972; la segunda edicién y cada subsiguiente de este libro
fueron escritas por James Gere durante el transcurso de su larga y distingui-
da carrera como autor, educador e investigador en la Stanford University. James
Gere empez6 sus estudios de doctorado en la Stanford University en 1952, de
donde se jubilé como profesor en 1988 después de haber escrito éste y otros
ocho libros bien conocidos sobre mecdnica e ingenierfa estructural y sis-
mica. Permaneci6 activo en la Stanford University como Profesor Emérito
hasta su deceso en enero de 2008.

Al final del libro en la primera referencia se presenta una biografia bre-
ve de Timoshenko y en la edicién de agosto de 2007 de la revista STRUC-
TURE aparece un articulo intitulado “Stephen P. Timoshenko: Father of
Engineering Mechanics in the U.S.” de Richard G. Weingardt, P.E. Este ar-
ticulo proporciona una perspectiva histdrica excelente sobre éste y muchos
otros libros sobre ingenierfa mecdnica escritos por estos autores.

Es imposible agradecer a todos los que contribuyeron de alguna manera en
este libro, pero tengo una gran deuda con mis profesores de la Stanford Uni-
versity, en especial con mi mentor, amigo y autor principal, James M. Gere.
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También estoy en deuda con los muchos maestros de mecanica y los reviso-
res del libro que ayudaron a conformarlos en sus varias ediciones al paso de
los afios. Con cada nueva edicidn, sus consejos y sugerencias han resultado
en mejoras significativas tanto en el contenido como en la pedagogia.

También quiero agradecer a mis colegas de ingenierfa estructural y
mecénica del Georgia Institute of Technology: James Craig, Reggie Des-
Roches, Mulalo Doyoyo, Bruce Ellingwood, Leroy Emkin, Rami Haj-Ali,
Larry Jacobs, Larry Kahn, Kim Kurtis, Roberto Leon, Yang Wang, Don
White, Kenneth (Mac) Will, Arash Yavari y Abdul Zureick. Un agradeci-
miento especial para Jim Craig, Rami Haj-Ali, Larry Jacobs, Larry Kahn,
Roberto Leon, Don White, Mac Will y Abdul Zureick, quienes me dieron
valiosos consejos sobre varios aspectos de las revisiones y adiciones que
condujeron a la séptima edicién. Es un privilegio trabajar con todos estos
educadores y poder aprender de ellos en las interacciones y discusiones casi
diarias acerca de la ingenieria estructural y mecénica en el contexto de la
investigacién y educacién superior.

Dos de mis asistentes de investigacion, el sefior Kanoknart Leelardcha-
roen y la sefiora Jee-Eun Hur, aportaron una ayuda invaluable al evaluar y
resolver muchos de los problemas nuevos y revisados. Su atencién al detalle
fue una contribucién importante para esta edicion.

Los aspectos de edicién y produccidn del libro siempre estuvieron en
manos habilidosas y experimentadas, gracias al personal talentoso y erudito
de Cengage Learning (antes Thompson Learning). Su objetivo fue el mis-
mo que el mio, producir la séptima edicién mejor posible de este libro, sin
comprometer ningin aspecto de éste.

La gente con la que he tenido contacto personal en Cengage Learning
son Christopher Carson, Director, del Global Engineering Program Cenga-
ge Learning, quien, junto con Jim Gere, ayudaron a involucrarme y luego
me guiaron en el proyecto; Hilda Gowans, Senior Developmental Editor en
el area de Ingenieria de Cengage Learning, quien siempre estuvo disponible
para darme informacién y danimo; Nicola Winstanley quien administré to-
dos los aspectos de la nueva seleccion de fotografias; Andrew Adams, quien
elabord las cubiertas; Peter Papayanakis, que disefi6 el interior del libro
y Lauren Betsos, Global Marketing Services Coordinator, que desarrollé
material promocional de apoyo para el libro. Quiero de manera personal
reconocer el trabajo de Rose Kerman de RPK Editorial Services, que edité
el manuscrito y compuso las paginas. A cada uno de estos individuos les ex-
preso mi mds sincero agradecimiento no s6lo por un trabajo bien realizado,
sino también por la manera amistosa y considerada de hacerlo.

Estoy muy agradecido por la paciencia y el aliento proporcionados por
mi familia, en especial mi esposa, Lana, durante todo este proyecto.

Por dltimo, me siento muy honrado y complacido de estar involucrado
en este proyecto, por la invitacién de mi mentor y amigo desde hace 30
afios, Jim Gere, que amplia este libro hacia la marca de los 40 afios. Yo tam-
bién estoy comprometido con la excelencia continua de este libro y agrade-
ceré todo tipo de comentarios y sugerencias. Por favor siéntase en libertad
de expresarme sus comentarios criticos en bgoodno @ ce.gatech.edu.

BARRY J. GOODNO
Atlanta, Georgia
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A drea
Ap Ay drea de un patin; drea del alma
a, b, c dimensiones, distancias
C centroide, fuerza de comprension, constante de integracién
c distancia del eje neutro a la superficie exterior de una viga
D didmetro
d diametro, dimension, distancia
E mddulo de elasticidad
E.E, modulo de elasticidad reducido; mddulo de elasticidad tangente
e excentricidad, dimension, distancia, cambio de volumen unitario
(dilatacion)
F fuerza
f flujo cortante, factor de forma para flexion plastica, flexibilidad, frecuencia
(Hz)
Ir flexibilidad torsional de una barra
G modulo de elasticidad en cortante
g aceleracion de la gravedad
H altura, distancia, fuerza o reaccion horizontal, caballo de potencia
h altura, dimensiones
1 momento de inercia (o segundo momento) de un drea plana
I, 1,1, momentos de inercia con respecto a los ejes x, yy z
Ly, I, momentos de inercia con respecto a los ejes x, y y, (ejes girados)
L, producto de inercia con respecto a los ejes xy
Ly producto de inercia con respecto a los ejes x,y, (ejes girados)
Ip momento polar de inercia
1, I, momentos principales de inercia
J constante de torsion
K factor de concentracion de esfuerzo, modulo de elasticidad volumétrico,

factor de longitud efectiva para una columna

k constante de resorte, rigidez, simbolo para \V P/E[
Xv
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rigidez a la torsién de una barra

longitud, distancia

longitud efectiva de una columna

logaritmo natural (base e); logaritmo comin (base 10)

momento flexionante, par, masa

momento pldstico para una viga; momento de fluencia para una viga
momento por unidad de longitud, masa por unidad de longitud
fuerza axial

factor de seguridad, entero, revoluciones por minuto (rpm)

origen de coordenadas

centro de curvatura

fuerza, carga concentrada, potencia

carga permisible (o carga de trabajo)

carga critica para una columna

carga pldstica para una estructura

carga de médulo reducido para una columna; carga de médulo tangente
para una columna

carga de fluencia para una estructura

presion (fuerza por unidad de area)

fuerza, carga concentrada, momento estdtico de un drea plana
intensidad de carga distribuida (fuerza por unidad de distancia)
reaccion, radio

radio, radio de giro (r = VI/A)

modulo de seccién de la seccidn transversal de una viga, centro de cortante
distancia, distancia a lo largo de una curva

fuerza de tension, par de torsion, temperatura

par de torsion plastico; par de torsién de fluencia

espesor, tiempo, intensidad de par de torsién (par de torsién por unidad de
distancia)

espesor del patin; espesor del alma

energia de deformacién

densidad de energia de deformacion (energia de deformacién por unidad
de volumen)

modulo de resistencia; modulo de tenacidad

fuerza cortante, volumen, fuerza vertical o reaccion

deflexién de una viga, velocidad

dvldx, d®vidx2, etc.

fuerza, peso, trabajo

carga por unidad de 4rea (fuerza por unidad de area)

ejes rectangulares (origen en el punto O)

ejes rectangulares (origen en el centroide C)
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coordenadas del centroide

modulo pléstico de la seccion transversal de una viga

angulo, coeficiente de dilatacion térmica, razén adimensional

angulo, razén adimensional, constante de resorte, rigidez

rigidez a la rotacién de un resorte

deformacidn unitaria por esfuerzo cortante, densidad de peso (peso por
unidad de volumen)

deformaciones unitarias por esfuerzos cortantes en los planos xy, yz 'y zx
deformacidn unitaria por esfuerzo cortante con respecto a los ejes x,y,
(ejes girados)

deformacidn por esfuerzo cortante para ejes inclinados

deflexion de una viga, desplazamiento, alargamiento de una barra o un
resorte

diferencial de temperatura

desplazamiento plastico, desplazamiento de fluencia

deformacién unitaria normal

deformaciones unitarias normales en las direcciones x, y y z
deformaciones unitarias normales en las direcciones x, y y, (ejes girados)
deformacidn unitaria normal para ejes inclinados

deformaciones unitarias normales principales

deformacidn unitaria lateral en esfuerzo uniaxial

deformacién unitaria térmica

deformacién unitaria de fluencia

angulo, angulo de rotacién del eje de una viga, razén de torsién de una
barra en torsién (dngulo de torsidn por unidad de longitud)

dngulo con respecto a un plano principal o a un eje principal

dngulo con respecto a un plano de esfuerzo cortante maximo
curvatura (k = 1/p)

distancia, acortamiento por curvatura

relacién de Poisson

radio, radio de curvatura (p = 1/k), distancia radial en coordenadas
polares, densidad de masa (masa por unidad de volumen)

esfuerzo normal

esfuerzos normales sobre planos perpendiculares a los ejes x, y y z
esfuerzos normales sobre los planos perpendiculares a los ejes x,y, (ejes
girados)

esfuerzo normal sobre un plano inclinado

esfuerzos normales principales

esfuerzo permisible (o esfuerzo de trabajo)

esfuerzo critico para una columna (o, = P, /A)

esfuerzo en el limite de proporcionalidad

esfuerzo residual

esfuerzo térmico

esfuerzo ultimo; esfuerzo de fluencia
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esfuerzo cortante

esfuerzos cortantes sobre planos perpendiculares a los ejes x, yy z
actuando paralelos a los ejes y, zy x

esfuerzo cortante sobre un plano perpendicular al eje x, y actuando

paralelo al eje y, (ejes girados)

esfuerzo cortante sobre un plano inclinado

esfuerzo permisible (o esfuerzo de trabajo) en cortante

esfuerzo ultimo en cortante; esfuerzo de fluencia en cortante

angulo, dngulo de torsién de una barra en torsién

dngulo, dngulo de rotacién

velocidad angular, frecuencia angular (w = 27f)

*Una estrella junto a un nimero de seccién indica que se trata de un tema especializado o avanzado.
Una o mds estrellas anexas a un nimero de problema indican un nivel creciente de dificultad en su
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Mecanica de
materiales



Esta torre de telecomunicaciones es un conjunto de muchos elementos que trabajan
principalmente en tension y compresion.



Tension, compresion
y cortante

ASPECTOS GENERALES DEL CAPITULO

En este capitulo se presenta una introduccion a la mecdnica de materiales,
que analiza los esfuerzos, las deformaciones unitarias y los desplazamien-
tos en barras de diferentes materiales sometidas a cargas axiales aplicadas
en los centroides de sus secciones transversales. Aprenderemos acerca del
esfuerzo normal (o) y la deformacion unitaria normal (€) en materiales
empleados en aplicaciones estructurales, luego identificaremos las propie-
dades clave de diversos materiales, como el médulo de elasticidad (E), la
fluencia (o) y los esfuerzos de rotura (o), a partir de graficas del esfuer-
70 (o) en funcion de la deformacién unitaria (€). También graficaremos el
esfuerzo cortante (7) en funcién de la deformacién unitaria por esfuerzo
cortante () e identificaremos el coeficiente de elasticidad en cortante (G).
Si estos materiales solo se desempefian en el modo elastico, el esfuerzo y la
deformacion unitaria estan relacionadas por la ley de Hooke para esfuerzo
normal y deformacion unitaria normal (o = E - €) y también para el esfuer-
7o cortante y la deformacién unitaria en cortante (7 = G - y). Veremos que
los cambios en las dimensiones laterales y en el volumen dependen de la
relacion de Poisson (v). De hecho, las propiedades de los materiales E, G y
v, estdn directamente relacionadas entre si y no son propiedades indepen-
dientes del material.

El ensambaje de barras para formar estructuras (como armaduras) nos
lleva a considerar los esfuerzos cortante promedio (7) y de aplastamiento
(0,,) en sus conexiones, asi como los esfuerzos normales que actian sobre
el area neta de la seccion transversal (si estd en tensidn) o sobre toda el
area de la seccion transversal (si estd en compresion). Si restringimos los
esfuerzos maximos en cualquier punto a valores permisibles mediante el
uso de factores de seguridad, podemos identificar los niveles permisibles de
las cargas axiales para sistemas simples, como cables y barras. Los factores
de seguridad relacionan la resistencia real con la requerida de los elementos
estructurales, y consideran una variedad de incertidumbres, como variacio-
nes en las propiedades del material y la probabilidad de una sobrecarga
accidental. Por dltimo, consideraremos el diserio: que es el proceso iterativo
mediante el cual se determina el tamafio apropiado de los elementos es-
tructurales para cumplir con una variedad de requisitos tanto de resistencia
como de rigidez para una estructura particular sometida a una variedad de
cargas diferentes.
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El capitulo 1 estd organizado como sigue:
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SECCION 1.1 Introduccion a la mecanica de materiales

1.1 INTRODUCCION A LA MECANICA DE MATERIALES

La mecanica de materiales es una rama de la mecdnica aplicada que tra-
ta del comportamiento de los cuerpos sélidos sometidos a diversas cargas.
Otros nombres para este campo de estudio son resistencia de materiales y
mecdnica de los cuerpos deformables. Los cuerpos sélidos considerados en
este libro incluyen barras sometidas a cargas axiales, ejes en torsion, vigas
en flexion y columnas en compresion.

E
la razén por la cual la mecanica de materiales es una disciplina bdsica en
muchos campos de la ingenierfa. La estatica y la dindmica también son
esenciales, pero estos temas tratan principalmente con las fuerzas y los mo-
vimientos asociados con particulas y cuerpos rigidos.

4
8
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Para determinar los esfuerzos y las de-
formaciones unitarias, empleamos las propiedades fisicas de los materiales,
asf como numerosas leyes y conceptos tedricos.

Algunos personajes famosos como Leonardo da Vinci
(1452-1519) y Galileo Galilei (1564-1642) realizaron experimentos para
determinar la resistencia de alambres, barras y vigas, si bien no desarrolla-
ron teorias adecuadas (con respecto a las normas actuales) para explicar los
resultados de sus pruebas. En contraste, el famoso matematico Leonhard
Euler (1707-1783) desarroll6 la teoria matematica de las columnas y en
1744 calculé la carga critica de una columna, mucho antes que existiera al-
guna evidencia experimental que demostrara la importancia de sus resulta-
dos. Sin ensayos apropiados para apoyar sus teorias, los resultados de Euler
permanecieron sin usarse durante mas de cien afios, aunque en la actualidad
constituyen la base del disefio y andlisis de la mayoria de las columnas.”

“La historia de la mecdnica de materiales, iniciando con Leonardo da Vinci y Galileo Galilei,
se encuentra en las referencias 1-1, 1-2'y 1-3.
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Al estudiar la mecédnica de materiales descubrird que el tema estd dividido
de manera natural en dos partes: primero, en comprender el desarrollo de
los conceptos y segundo, aplicar estos conceptos a situaciones practicas. Lo
primero se logra estudiando las deducciones, explicaciones y ejemplos que
aparecen en cada capitulo, y lo segundo se logra resolviendo los problemas
al final de cada capitulo. Algunos de los problemas son de caricter numéri-
co y otros son simbolicos (o algebraicos).

Una ventaja de los problemas numéricos es que las magnitudes de to-
das las cantidades son evidentes en cada etapa de los célculos, lo que per-
mite observar si los valores son razonables o0 no. La ventaja principal de los
problemas simbdolicos es que conducen a férmulas de proposito general.
Una férmula presenta las variables que afectan los resultados finales; por
ejemplo, en la solucién es posible cancelar una cantidad, un hecho que no
seria evidente en una solucién numérica. /Ademads, una solucién algebraica
muestra la manera en que cada variable afecta los resultados, como cuando
una variable aparece en el numerador y otra en el denominador. Ademds, una
solucién simboélica permite comprobar las dimensiones en cada etapa del
trabajo.

Por dltimo, la razén mds importante para resolver problemas de ma-
nera algebraica es obtener una férmula general que se pueda emplear para
muchos problemas diferentes. En contraste, una solucién numérica sélo se
aplica a un conjunto de circunstancias. Como los ingenieros deben ser ex-
pertos en las dos clases de soluciones, usted encontrard una mezcla de pro-
blemas numéricos y simbdlicos en todo el libro.

Los problemas numéricos requieren trabajar con unidades especificas
de medida. De acuerdo con la préctica actual de la ingenieria moderna, en
este libro se utiliza tanto el Sistema Internacional de unidades (SI) como
el sistema inglés (acostumbrado en Estados Unidos). En el apéndice A se
encuentra una descripcion de los dos sistemas, donde también se encuentran
muchas tablas utiles, incluida una de factores de conversion.

Todos los problemas se localizan al final de los capitulos con sus nu-
meros respectivos y los nlimeros subsiguientes identifican las secciones a
que pertenecen. En el caso de los problemas que requieren soluciones nu-
méricas, los problemas impares estdn planteados en unidades inglesas y los
pares en unidades SI.

En el apéndice B se describen con detalle las técnicas para resolver
problemas, ademds de una lista de procedimientos ingenieriles solidos. El
apéndice B incluye secciones sobre homogeneidad dimensional y cifras sig-
nificativas. Estos temas son especialmente importantes, debido a que cada
ecuacion debe ser homogénea dimensionalmente y cada resultado numérico
debe expresarse con el niimero adecuado de digitos significativos. En este
libro los resultados numéricos finales, en general, se presentan con tres di-
gitos significativos, cuando un niimero inicia con los digitos 2 al 9, y con
cuatro digitos significativos cuando un ndmero principia con el digito 1.
Con frecuencia los valores intermedios se registran con digitos adicionales
para evitar perder precision debido al redondeo de nimeros.
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FIGURA 1.1 Elementos estructurales
sometidos a cargas axiales. (La barra de
arrastre estd en tension y el puntal del tren
de aterrizaje estd en compresion.)

iy 1a deformacion unitaria. Estos conceptos se pueden ilustrar en su for-

ma mds elemental considerando una barra prismdtica sometida a fuerzas
axiales. Una barra prismatica es un elemento estructural recto que tiene
la misma seccidn transversal en toda su longitud y una fuerza axial es una
carga dirigida a lo largo del eje del elemento, lo que resulta en esfuerzos de
tensién o de compresién en la barra. En la figura 1.1 se muestran ejemplos
donde la barra de arrastre es un elemento prismatico en tensién y el puntal
del tren de aterrizaje es un elemento en compresion. Otros ejemplos son los
elementos de la armadura de un puente, las bielas en motores de automé-
viles, los rayos de las ruedas de bicicletas, las columnas en edificios y los
puntales de las alas de aeroplanos pequefios.

Para fines explicativos, consideremos la barra de arrastre de la figura
1.1 y aislemos un segmento de ella como un cuerpo libre (figura 1.2a). Al

Observe que la longitud original de la barra se denota con la letra L y el
incremento en longitud debido a las cargas se denota con la letra griega &
(delta).

Las fuerzas internas en la barra quedan expuestas si hacemos un corte
imaginario por la barra en la seccién mn (figura 1.2c). Como esta seccion
se toma perpendicularmente al eje longitudinal de la barra, se denomina
seccion transversal.

Ahora aislamos la parte de la barra a la izquierda de la seccién trans-
versal mn como un cuerpo libre (figura 1.2d). En el extremo derecho de este
cuerpo libre (seccidén mn) mostramos la accién de la parte eliminada de la
barra (es decir, la parte a la derecha de la seccién mn) sobre la parte res-
tante. Esta accion consiste en esfuerzos distribuidos en forma continua que
actdan sobre toda la seccidn transversal y la fuerza axial P que actia en la
seccion transversal es la resultante de estos esfuerzos. (La fuerza resultante
se muestra con una linea discontinua en la figura 1.2d.)

El esfuerzo tiene unidades de fuerza por unidad de drea y se denota por
la letra griega o (sigma). En general, los esfuerzos o que actudn sobre una
superficie plana pueden ser uniformes en toda el drea o bien variar en inten-
sidad de un punto a otro. Supongamos que los esfuerzos que actian sobre

Puntal del tren de aterrizaje

Barra de arrastre
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Barra prismadtica en tension:
(a) diagrama de cuerpo libre de un
segmento de la barra, (b) segmento de la
barra antes de la aplicacién de las cargas,
(c) segmento de la barra después de la
aplicacion de las cargas y (d) esfuerzos
normales en la barra.
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la seccion transversal mn (figura 1.2d) estdn distribuidos uniformemente
sobre el drea. Entonces la resultante de estos esfuerzos debe ser igual a la
magnitud del esfuerzo por el drea de la seccidn transversal A de la barra, es
decir, P = gA. Por tanto, obtenemos la expresion siguiente para la magni-
tud de los esfuerzos:

o’=§ (1.1)

Esta ecuacion expresa la intensidad de un esfuerzo uniforme en una barra
prismadtica con seccidn transversal arbitraria cargada axialmente.

Cuando la barra es estirada por las fuerzas P, los esfuerzos son es-
fuerzos de tension; si se invierte la direccion de las fuerzas, la barra se
comprime y tenemos esfuerzos de compresion. Puesto que los esfuerzos
actiian en una direccion perpendicular a la superficie cortada, se denominan
esfuerzos normales. Y, por tanto, los esfuerzos normales pueden ser de
tensién o de compresion. Mds adelante, en la seccién 1.6, analizaremos
otro tipo de esfuerzo, denominado esfuerzo cortante, que actia paralelo a
la superficie.

Cuando se requiere una convencion de signos para los esfuerzos nor-
males, se acostumbra definir a los esfuerzos de tensién como positivos y a
los esfuerzos de compresién como negativos.

Puesto que el esfuerzo normal o se obtiene dividiendo la fuerza axial
entre el drea de la seccién transversal, tiene unidades de fuerza por unidad
de 4rea. Cuando se emplean unidades inglesas, el esfuerzo suele expresarse
en libras por pulgada cuadrada (psi) o kips por pulgada cuadrada (ksi)." Por
ejemplo, suponga que la barra de la figura 1.2 tiene un didmetro d de 2.0 in

“Un kip, o kilolibra, es igual a 1000 Ib.
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Barra de ojo hecha de acero
sometida a cargas de tension P.
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y que la carga P tiene una magnitud de 6 kips. Entonces el esfuerzo en la
barra es

P P 6k
A wd¥4 7.0in)%4

o= = 1.91 ksi (0 1910 psi)
En este ejemplo el esfuerzo es de tensién o positivo.

Cuando se utilizan unidades SI, la fuerza se expresa en newtons (N) y
el 4rea en metros cuadrados (m?). En consecuencia, el esfuerzo tiene uni-
dades de newtons por metro cuadrado (N/m?), es decir, pascales (Pa). Sin
embargo, el pascal es una unidad de esfuerzo tan pequefia que es necesario
trabajar con multiplos grandes, usualmente con el megapascal (MPa).

Para demostrar que un pascal es en efecto pequefio, sélo tenemos que
observar que se requieren casi 7000 pascales para igualar un psi.” Como
un ejemplo, el esfuerzo en la barra descrita en el ejemplo anterior (1.91
ksi) se convierte en 13.2 MPa, que es igual a 13.2 X 10° pascales. Aunque
no se recomienda emplearlo en el SI, algunas veces el esfuerzo se expresa
en newtons por milimetro cuadrado (N/mm?), que es una unidad igual al
megapascal (MPa).

La ecuacién o = P/A s6lo es valida si el esfuerzo estd uniformemente distri-
buido sobre la seccién transversal de la barra. Esta condicién se cumple si la
fuerza axial P actua en el centroide del area de la seccion transversal, como
se demuestra mas adelante en esta seccién. Cuando la carga P no actia en
el centroide, se tendrd una flexién de la barra y se requiere de un analisis
mds complicado (consulte las secciones 5.12 y 11.5). Sin embargo, en este
libro (asi como en la prictica comtin) se entiende que las fuerzas axiales
se aplican en los centroides de las secciones transversales a menos que se
indique otra cosa.

La condicién de esfuerzo uniforme representada en la figura 1.2d se tie-
ne en toda la longitud de la barra, excepto cerca de los extremos. La distri-
bucién del esfuerzo en el extremo de la barra depende de como se transmite
la carga P a la barra. Si sucede que la carga estd uniformemente distribuida
sobre el extremo, entonces el patron de esfuerzos serd el mismo en otras
partes. Sin embargo, es mas probable que la carga se transmita mediante un
pasador o un perno, produciendo esfuerzos muy localizados denominados
concentraciones de esfuerzos.

Una posibilidad se ilustra mediante la barra de ojo de la figura 1.3. En
este caso las cargas P se transmiten a la barra mediante pasadores que pasan
por los agujeros (u ojos) en los extremos de la barra. Por tanto, las fuerzas
mostradas en la figura en realidad son las resultantes de las presiones de
apoyo entre los pasadores y la barra de ojo, y la distribucién de esfuerzo alre-
dedor de los agujeros es muy compleja. No obstante, conforme nos alejamos
de los extremos hacia el centro de la barra, la distribucién del esfuerzo gra-
dualmente tiende a la distribucién uniforme representada en la figura 1.2d.

Como regla praictica, se puede emplear la férmula o = P/A, con buena
precision en cualquier punto dentro de una barra prismatica que esté alejado

“Los factores de conversion entre las unidades inglesas y las unidades SI, se encuentran en la
tabla A.5 del apéndice A.
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de la concentracion de esfuerzos al menos una distancia igual a la dimen-
sion lateral mayor de la barra. En otras palabras, la distribucién del esfuerzo
en la barra de ojo de la figura 1.3 es uniforme a distancias b o mayores desde
los extremos agrandados, donde b es el ancho de la barra, y la distribucién
del esfuerzo en la barra prismatica de la figura 1.2 es uniforme a distancias d
o mayores desde los extremos, donde d es el didmetro de la barra (figura
1.2d). En la seccién 2.10 se analizan con mas detalle las concentraciones de
esfuerzos producidas por cargas axiales.

Por supuesto, aun cuando el esfuerzo no esté distribuido uniformemen-
te, la ecuacién o = P/A es de utilidad debido a que proporciona el esfuerzo
normal promedio sobre la seccion transversal.

Como ya vimos, una barra recta cambiara su longitud al cargarla axialmen-
te, haciéndose mads larga en tensién y mds corta en compresion. Por ejem-
plo, considere de nuevo la barra prismatica de la figura 1.2. El alargamiento
0 de esta barra (figura 1.2c) es el resultado acumulativo del alargamiento de
todos los elementos del material en todo el volumen de la barra. Suponga-
mos que el material es el mismo en toda la barra. Entonces, si consideramos
la mitad de la barra (longitud L/2), tendrd un alargamiento igual a /2 y si
consideramos un cuarto de la barra, tendra un alargamiento igual a 6/4.

En general, el alargamiento de un segmento es igual a su longitud di-
vidida entre la longitud total L y multiplicada por el alargamiento 6. Por
tanto, una longitud unitaria de la barra tendrd un alargamiento igual a 1/L
por 6. Esta cantidad se denomina alargamiento por unidad de longitud, o
deformacién unitaria y se denota con la letra griega € (épsilon). Podemos
observar que la deformacién unitaria esta dada por la ecuacién

€=7 (1.2)
Si la barra esta en tension, la deformacion unitaria se denomina deforma-
cién unitaria por tension, que representa un alargamiento o estiramiento
del material. Si la barra estd en compresion, la deformacién unitaria es una
deformacién unitaria por compresion y la barra se acorta. En general,
la deformacién unitaria por tensién se considera positiva y la deformacion
unitaria por compresion como negativa. La deformacién unitaria € se de-
nomina deformacién unitaria normal debido a que estd asociada con los
esfuerzos normales.

Como la deformacién unitaria normal es la razén de dos longitudes, es
una cantidad adimensional, es decir, no tiene unidades. Por tanto, la de-
formacion unitaria se expresa simplemente como un nimero, independiente
de cualquier sistema de unidades. Los valores numéricos de la deformacion
unitaria suelen ser muy pequefios, debido a que las barras hechas de mate-
rial estructural s6lo experimentan cambios pequefios de longitud cuando se
someten a cargas.

Como ejemplo, considere una barra de acero con longitud L igual a 2.0 m.
Al ser sometida a una carga de tensién muy pesada, podria alargarse 1.4
mm, lo que significa que la deformacién unitaria es

é _ L4 mm
L 2.0m

= 0.0007 = 700 X 10~°
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En la practica, las unidades originales de 6 y L algunas veces se dan en la de-
formacién unitaria misma y entonces ésta se registra en formas como mm/m,
um/m e in/in. Por ejemplo, la deformacién unitaria € en el ejemplo anterior
podria expresarse como 700 um/m o 700 X 107 in/in. Ademds, en ocasiones
la deformacién unitaria se expresa como un porcentaje, en especial cuando
es grande. (En el ejemplo anterior, la deformacién es 0.07 por ciento).

Las definiciones de esfuerzo normal y deformacién unitaria normal se basan
en consideraciones puramente estaticas y geométricas, lo que significa que las
ecuaciones (1.1) y (1.2) se pueden emplear para cargas de cualquier magnitud
y para cualquier material. El requisito principal es que la deformacién de la
barra sea uniforme en todo su volumen, lo que a su vez requiere que la barra
sea prismatica, que las cargas pasen por los centroides de las secciones trans-
versales y que el material sea homogéneo (es decir, que sea el mismo en todas
las partes de la barra). El estado de esfuerzo y de deformacién unitaria resul-
tantes se denomina esfuerzo uniaxial y deformacion unitaria uniaxial.
Mas adelante en la seccién 2.6 se dardn explicaciones adicionales del es-
fuerzo uniaxial, incluyendo esfuerzos en otras direcciones ademas de la direc-
cién longitudinal de la barra. En el capitulo 7 también analizaremos estados
de esfuerzos mas complicados, como el esfuerzo biaxial y el esfuerzo plano.

En todo el andlisis anterior del esfuerzo y de la deformacién unitaria en
una barra prismatica supusimos que el esfuerzo normal o estaba distribuido
uniformemente sobre su seccién transversal. Ahora demostraremos que esta
condicién se cumple si la linea de accién de las fuerzas axiales pasa por el
centroide del drea de la seccién transversal.

Considere una barra prismatica con seccion transversal arbitraria so-
metida a fuerzas axiales P que producen esfuerzos o distribuidos unifor-
memente (figura 1.4a). Sea p, el punto en la seccion transversal donde la
linea de accién de las fuerzas interseca la seccion transversal (figura 1.4b).
Si trazamos un conjunto de ejes xy en el plano de la seccién transversal y
denotamos las coordenadas del punto p, con xy y. Para determinar esas
coordenadas, observamos que los momentos M, y M, de la fuerza P con
respecto a los ejes x y y, respectivamente, deben ser igﬁales a los momentos
correspondientes de los esfuerzos distribuidos uniformemente.

Los momentos de la fuerza P son

M, = Py M,= —Px (a,b)

en donde un momento se considera positivo cuando su vector (empleando
la regla de la mano derecha) actda en la direccién positiva del eje corres-
pondiente.”

“Para visualizar la regla de la mano derecha, imagine que toma un eje de coordenadas con la
mano derecha, de tal manera que los dedos estén alrededor del eje y el dedo pulgar apunta en
la direccion positiva del eje. Entonces un momento es positivo si actia con respecto al eje
en la misma direccién de los dedos.
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Distribucion uniforme
de esfuerzos en una barra prismatica:
(a) fuerzas axiales Py (b) seccién
transversal de la barra.

<

(@)

(b)

Los momentos de los esfuerzos distribuidos se obtienen integrando sobre
el area de la seccion transversal A. La fuerza diferencial que acttia sobre un
elemento del drea dA (figura 1-4b) es igual a 0dA. Los momentos de esta
fuerza elemental con respecto a los ejes x y y son oydA y —oxdA, respec-
tivamente, en donde x y y denotan las coordenadas del elemento dA. Los
momentos totales se obtienen integrando sobre el area de la seccion trans-
versal:

M, =faydA M, = —fo-di (c,d)

Estas expresiones dan los momentos producidos por los esfuerzos o.

Luego, igualamos los momentos M, y M, obtenidos para la fuerza P
(ecuaciones a y b) con los momentos obtenidos a partir de los esfuerzos
distribuidos (ecuaciones c y d):

Py = faydA Px = IO'di

Como los esfuerzos o estan distribuidos uniformemente, sabemos que son
constantes sobre el area A de la seccién transversal y se pueden poner fuera
de los signos de integracion. Ademads, sabemos que o es igual a P/A. Por
tanto, obtenemos las férmulas siguientes para las coordenadas del pun-

to py:
fydA fdi

VS TAT T

(1.3a,b)

Estas ecuaciones son iguales a las que definen las coordenadas del centroide
de un drea (consulte las ecuaciones 12.3a y b en el capitulo 12). Por tanto,
ahora hemos llegado a una conclusién importante: a fin de tener una ten-
sion o compresion uniforme en una barra prismdtica, la fuerza axial debe
actuar en el centroide del drea de la seccion transversal. Como explicamos
antes, siempre suponemos que estas condiciones se cumplen a menos que
se especifique de otra manera.

Los ejemplos siguientes ilustran el calculo de esfuerzos y deformacio-
nes unitarias en barras prismaticas. En el primer ejemplo ignoramos el peso
de la barra y en el segundo lo incluimos. (Cuando se resuelven problemas
del libro de texto es usual omitir el peso de la estructura a menos que se
pida incluirlo).



SECCION 1.2  Esfuerzo normal y deformacion unitaria normal

Ejemplo 1.1

Un poste corto, construido con un tubo circular hueco de aluminio, soporta una
carga de compresion de 26 kips (figura 1.5). Los didmetros interior y exterior del
tubo son d; = 4.0iny d, = 4.5 in, respectivamente, y su longitud es 16 in. El acor-
tamiento del poste debido a la carga es de 0.012 in.

Determine el esfuerzo de compresion y la deformacion unitaria en el poste. (No
tenga en cuenta el peso del poste y suponga que €ste no se pandea con la carga.)

26k

Ejemplo 1.1. Poste hueco de
aluminio en compresion.

Suponiendo que la carga de compresion actia en el centro del tubo hueco, po-
demos emplear la ecuaciéon o = P/A (ecuacion 1.1) para calcular el esfuerzo normal.
La fuerza P es igual a 26 k (0 26,000 Ib) y el drea A de la seccion transversal es

A= % (d2 —d?) = % (4.5 in)? — (4.0 in)?| = 3.338 in?
Por tanto, el esfuerzo de compresion en el poste es

P 26,000 1b
o=—=

A 333m2  00psi =

La deformacion unitaria de compresion (de la ecuacion 1.2) es

5 0012i
e=2=""21 _ 750 % 1076 <=
L 16 in

De esta manera hemos calculado el esfuerzo y la deformacion unitaria en el poste.

Nota: como se explicé antes, la deformacidn unitaria es una cantidad adimen-
sional y, por tanto, no se requiere indicar unidades para ella. Sin embargo, por cla-
ridad, a menudo se le dan unidades. En este ejemplo, € se podria escribir como 750
X 107 in/in 0 750 uin/in.
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Ejemplo 1.2

Ejemplo 1.2. Barra de acero
soportando un peso W.

Una barra circular de acero con longitud L y didmetro d cuelga en el tiro de una mina
y en su extremo inferior sostiene un balde con mineral con peso W (figura 1.6).

(a) Obtenga una formula para el esfuerzo maximo o ;, en la barra, tomando
en cuenta el peso de ésta.

(b) Calcule el esfuerzo maximo si L =40 m,d = 8 mmy W = 1.5 kN.

T

méx

(a) La fuerza axial mdxima F,, en la barra se tiene en el extremo superior y es
igual al peso W del balde con mineral mds el peso W, propio de la barra. Este dltimo
es igual al peso especifico y del acero por el volumen V de la barra; o sea

Wo = yV = yAL (1.4)

en donde A es el drea de la seccion transversal de la barra. Por tanto, la formula para
el esfuerzo maximo (de la ecuacién 1.1) es

sz'\x_ W"F’yAL_K

i = A A

+ yL (15) <m

(b) Para calcular el esfuerzo maximo, sustituimos los valores numéricos en la
ecuacion anterior. El drea de la seccién anterior A es igual a 7d*/4, donde d = 8 mm
y el peso especifico 7y del acero es 77.0 kN/m? (de la tabla H-1 del apéndice H). Por
tanto,

1.5kN o
= —————— + (77.0 KN/m’)(40
0, s )2/4 ( m~)(40 m)
= 29.8 MPa + 3.1 MPa = 32.9 MPa <=

En este ejemplo, el peso de la barra contribuye de manera considerable al esfuerzo
maximo y no debe ignorarse.
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FIGURA 1.7 Mdquina para ensayos

de tension con sistema automdtico de
procesamiento de datos. (Cortesia de MTS
Systems Corporation.)

[boratorio! El procedimiento usual es colocar muestras pequefias del material
en maquinas de ensayo, aplicar las cargas y luego medir las deformaciones
resultantes (como cambios de longitud y didmetro). La mayor parte de los
laboratorios de pruebas de materiales estdn equipados con maquinas capa-
ces de cargar las muestras de diversas maneras, incluyendo cargas estdticas
y dindmicas en tensién y compresion.

En la figura 1.7 se muestra una maquina para ensayos de tension
comun. La muestra de ensayo se coloca entre las dos mordazas grandes de
la maquina y luego se carga a tension. Dispositivos de medicién registran
las deformaciones unitarias y los sistemas de control automatico y de pro-
cesamiento de datos (a la izquierda en la fotograffa) tabulan y grafican los
resultados.

En la figura 1.8 se muestra una vista mds detallada de una muestra
para ensayo de tension. Los extremos de la muestra circular se amplian en
la region donde se colocan en las mordazas para que no ocurra la falla cerca
de éstas. Una falla en los extremos no producird la informacién deseada
acerca del material, debido a que la distribucién del esfuerzo cerca de las
mordazas no es uniforme, como se explic6 en la seccién 1.2. En una muestra
apropiadamente disefiada, la falla sucedera en su parte prismatica donde la
distribucion del esfuerzo es uniforme y la barra estd sometida s6lo a tensién
pura. Esta situacién se muestra en la figura 1.8, donde la muestra de acero
se fracturd ante la carga. El dispositivo a la derecha, que est4 conectado me-
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FIGURA 1.8 Muestra comin para ensayo
de tension con extensometro conectado; la
muestra se fractur6 en tension. (Cortesia de
MTS Systems Corporation.)

diante dos brazos a la muestra, es un extensometro que mide el alargamiento
durante la aplicacién de la carga.

A fin de que se puedan comparar los resultados de los ensayos, se de-
ben estandarizar las dimensiones de las muestras para ensayo y los métodos
de aplicacion de las cargas. Una de las principales organizaciones norma-
tivas en Estados Unidos es la American Society for Testing and Materials
(ASTM), una sociedad técnica que publica especificaciones y normas para
materiales y pruebas. Otras organizaciones normativas son la American
Standards and Association (ASA) y el National Institute of Standards and
Technology (NIST). En otros paises existen organizaciones similares.

La muestra para tension estdndar de la ASTM tiene un didmetro de
0.505 in y una longitud calibrada de 2.0 in entre las marcas de calibracién,
que son los puntos donde los brazos del extensémetro estdn conectados a la
muestra (consulte la figura 1.8). Conforme se jala la muestra, se mide y se
registra la carga axial, ya sea de forma automatica o bien tomando una lec-
tura de una caratula. El alargamiento sobre la longitud calibrada se mide de
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manera simultdnea, mediante dispositivos mecdanicos del tipo que se mues-
tra en la figura 1.8 o con deformimetros por resistencia eléctrica.

En un ensayo estatico, la carga se aplica lentamente y la velocidad
exacta de carga no es de interés debido a que no afecta el comportamiento de
la muestra. Sin embargo, en un ensayo dindmico la carga se aplica rdpidamen-
te y en algunas ocasiones de una manera ciclica. Como la naturaleza de una
carga dindmica afecta las propiedades de los materiales, también se debe
medir la velocidad de carga.

Los ensayos de compresion de metales suelen realizarse en muestras
pequeiias con forma de cubos o cilindros circulares. Por ejemplo, los cubos
pueden tener 2.0 in por lado y los cilindros didmetros de 1 in, y longitudes
de 1 a 12 in y se pueden medir la carga aplicada por la maquina y el acor-
tamiento de la muestra. El acortamiento se debe medir sobre una longitud
calibrada que sea menor que la longitud total de la muestra a fin de eliminar
efectos de borde.

El concreto se ensaya a la compresiéon en proyectos importantes de
construccién para asegurar que se haya obtenido la resistencia requerida.
Un tipo de muestra para ensayo de concreto tiene 6 in de didmetro, 12 in de
longitud y una edad de 28 dias (la edad del concreto es importante debido a
que adquiere mds resistencia a medida que se cura). Muestras similares pero
un tanto menores se emplean cuando se realizan ensayos de compresion en
roca (figura 1-9).

Los resultados de los ensayos, en general, dependen de las dimensiones de la
muestra que se ensaya. Como es poco probable que disefiemos una estruc-
tura que tenga partes con el mismo tamafio que las muestras para ensayo,
necesitamos expresar los resultados en una forma que se pueda aplicar a
elementos de cualquier tamafio. Una forma simple de lograr este objetivo
es convertir los resultados de los ensayos en esfuerzos y deformaciones
unitarias.

El esfuerzo axial o en una muestra para ensayo se calcula dividiendo
la carga axial P entre el drea de la seccidn transversal A (ecuacién 1.1).
Cuando se utiliza el area inicial de la muestra en los célculos, el esfuerzo
se denomina esfuerzo nominal (otros nombres son esfuerzo convencional
y esfuerzo ingenieril). Un valor mas exacto del esfuerzo axial, denominado
esfuerzo real, se puede calcular empleando el area real de la barra en la
seccién transversal donde ocurre la falla. Como el area real en un ensayo
de tensién siempre es menor que el drea inicial (como se ilustra en la figura
1.8), el esfuerzo real es mayor que el esfuerzo nominal.

La deformacidn unitaria axial promedio € en la muestra para ensayo se
determina dividiendo el alargamiento medido 6 en medio de las marcas de
calibracién, entre la longitud calibrada L (consulte la figura 1.8 y la ecua-
cion 1.2). Si la longitud calibrada inicial se emplea en el cdlculo (por ejem-
plo, 2.0 in), entonces se obtiene la deformacién unitaria normal. Como
la distancia entre las marcas de calibracién aumenta conforme se aplica la
carga de tension, podemos calcular la deformacion unitaria verdadera (o
deformacion unitaria natural) para cualquier valor de la carga empleando
la distancia real entre las marcas de calibracion. En tension, la deformacion
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FIGURA 1.8 Muestra de roca ensayada
en compresion para obtener la resistencia
a la compresion, el médulo eldstico y la
relacion de Poisson. (Cortesia de MTS
Systems Corporation).

unitaria real siempre es menor que la deformacién unitaria nominal. Sin
embargo, para la mayor parte de los fines ingenieriles, el esfuerzo nominal
y la deformacién unitaria nominal son adecuadas, como se explica mds ade-
lante en esta seccion.

Después de realizar un ensayo de tension o compresion y de determinar
el esfuerzo y la deformacién unitaria para varias magnitudes de la carga,
podemos trazar un diagrama del esfuerzo en funcién de la deformacién uni-
taria. Ese diagrama esfuerzo-deformacion unitaria es una caracteristica
del material particular que se ensaya y contiene informacién importante
sobre sus propiedades mecdnicas y el tipo de comportamiento.”

“Los diagramas de esfuerzo-deformacién unitaria fueron creados por Jacob Bernoulli (1654-
1705) y J. V. Poncelet (1788-1867); consulte la referencia 1.4.



Diagrama esfuerzo-
deformacidn unitaria para un acero
estructural comun en tension (no a escala).

SECCION 1.3 Propiedades mecénicas de los materiales

El primer material que analizaremos es el acero estructural conocido
también como acero dulce o acero al bajo carbono. Es uno de los metales
que se emplean y se encuentra en edificios, puentes, grias, barcos, torres,
vehiculos y en muchos otros tipos de construcciones. Un diagrama de es-
fuerzo-deformacién unitaria para un acero estructural comun en tension se
muestra en la figura 1.10. Las deformaciones unitarias estin trazadas en el
eje horizontal y los esfuerzos en eje vertical. (A fin de mostrar todas las ca-
racteristicas importantes de este material, el eje de la deformacién unitaria
en la figura 1.10 no esté dibujado a escala.)

El diagrama inicia con una linea recta desde el origen O hasta el pun-
to A, que indica que la relacion entre el esfuerzo y la deformacién unitaria
en esta region inicial no sélo es lineal sino también proporcional.” Més
alla del punto A, ya no existe la proporcionalidad entre el esfuerzo y la
deformacion unitaria; de aqui que al esfuerzo en A se le nombre limite de
proporcionalidad. Para aceros al bajo carbono, este limite estd en el inter-
valo de 30 a 50 ksi (210 a 350 MPa), pero los aceros de alta resistencia (con
contenido mayor de carbono mds otras aleaciones) pueden tener limites de
proporcionalidad mayores que 80 ksi (550 MPa). La pendiente de la linea
recta de O a A se denomina médulo de elasticidad. Debido a que la pen-
diente tiene unidades de esfuerzo dividido entre la deformacion unitaria,
el médulo de elasticidad tiene las mismas unidades que el esfuerzo. (Los
modulos de elasticidad se analizan en la seccién 1.5).

Con un incremento en el esfuerzo mas alla del limite de proporciona-
lidad, la deformacién unitaria comienza a aumentar mas rdpidamente con
cada incremento del esfuerzo. En consecuencia, la curva esfuerzo-defor-
macidn unitaria tiene una pendiente cada vez menor, hasta que en el punto
B la curva se vuelve horizontal (consulte la figura 1.10). A partir de este
punto ocurre un alargamiento considerable de la muestra para ensayo sin un
aumento notable en la fuerza de tensién (del punto B al C). Este fendmeno
se conoce como fluencia del material y el punto B se denomina punto de

T £
)
Esfuerzo— | ’_,_/"——
Gltimo F
. E
Esfuerzo de fluencia . B C Fractura
Limite - A
de proporcionalidad
0 » <
Plasticidad ' Endurecimiento  Estriccién
Regi6n o fluencia por deformacién
lineal perfecta

*Se dice que dos variables son proporcionales si su relacién permanece constante. Por tanto,
una relacion proporcional se puede representar mediante una recta que pasa por el origen.
Sin embargo, una relacién proporcional no es lo mismo que una relacién /ineal. Si bien una
relacion proporcional es lineal, la proposicion inversa no es necesariamente cierta, debido a
que una relacion representada por una recta que no pasa por el origen es lineal pero no pro-
porcional. La expresion empleada con frecuencia “directamente proporcional” es sinénimo de
“proporcional” (referencia 1.5).
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Regién
de
Region estriccion
de

fractura

Carga

Estriccion de una barra de
acero dulce en tension.

fluencia. El esfuerzo correspondiente se conoce como esfuerzo de fluencia
del acero.

Enlaregion de B a C (figura 1-10) el material se vuelve perfectamente
plastico, lo cual significa que se deforma sin un aumento en la carga aplica-
da. El alargamiento de una muestra de acero dulce en la region perfectamen-
te plastica usualmente es de 10 a 15 veces el alargamiento que ocurre en la
regi6n lineal (entre el inicio de la carga y el limite de proporcionalidad). La
presencia de deformaciones unitarias muy grandes en la region plastica (y
mds alld de ésta) es la razén para no trazar este diagrama a escala.

Después de experimentar las grandes deformaciones unitarias que ocu-
rren durante la fluencia en la regién BC, el acero comienza a endurecerse
por deformacién. Durante el endurecimiento por deformacion el material
experimenta cambios en su estructura cristalina, resultando en una resisten-
cia mayor del material ante una deformacién adicional. La elongacién de la
muestra de ensayo en esta region requiere un aumento en la carga de tension
y, por tanto, el diagrama esfuerzo-deformacion unitaria tiene una pendiente
positiva de C a D. Al final, la carga llega a su valor maximo y el esfuerzo
correspondiente (en el punto D) se denomina esfuerzo altimo. Un alarga-
miento adicional de la barra en realidad se acompafia de una reduccién en la
carga y la fractura finalmente ocurre en un punto como el E de la figura 1.10.

El esfuerzo de fluencia y el esfuerzo dltimo de un material también se
denominan resistencia de fluencia y resistencia dltima, respectivamen-
te. Resistencia es un término general que se refiere a la capacidad de una
estructura para resistir cargas. Por ejemplo, la resistencia de fluencia de
una viga es la magnitud de la carga requerida para ocasionar fluencia en la
viga y la resistencia ultima de una armadura es la carga maxima que puede
soportar, es decir, la carga de falla. Sin embargo, al realizar un ensayo
de tension de un material particular, definimos la capacidad de soporte de
carga por los esfuerzos en la muestra en vez de las cargas totales que actdan
en la muestra. Como resultado, la resistencia de un material usualmente se
estipula como un esfuerzo.

Cuando se estira una muestra de ensayo, sufre una contraccion lateral,
como ya se menciond. La disminucién resultante en el drea de la seccion
transversal es demasiado pequefia para tener un efecto notable sobre los va-
lores calculados de los esfuerzos aproximadamente en el punto C en la figu-
ra 1.10, pero més alld de ese punto la reduccion del drea comienza a alterar
la forma de la curva. En la proximidad del esfuerzo ultimo, la reduccién del
area de la barra es aparente y se presenta una estriccion pronunciada de la
barra (consulte las figuras 1.8 y 1.11).

Si se emplea el drea real de la seccidn transversal en la parte angosta
de la estriccidn para calcular el esfuerzo, se obtiene la curva verdadera es-
fuerzo-deformacion unitaria (la linea discontinua CE’ en la figura 1.10).
La carga total que la barra puede soportar disminuye en efecto después que
se alcanza el esfuerzo dltimo (como lo muestra la curva DE), pero esta re-
duccién se debe a la disminucién del drea de la barra y no a una pérdida de
resistencia del propio material. En realidad, el material soporta un aumento
en el esfuerzo verdadero hasta la falla (punto E’). Como se espera que la
mayoria de las estructuras trabajen a esfuerzos menores que el limite de
proporcionalidad, la curva convencional esfuerzo-deformaciéon unitaria
OABCDE, que se basa en el drea original de la seccion transversal de la
muestra y es facil de determinar, proporciona informacién adecuada para
emplearla en el disefio de ingenieria.
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SECCION 1.3 Propiedades mecénicas de los materiales

El diagrama de la figura 1.10 muestra las caracteristicas generales de
la curva esfuerzo-deformacién unitaria para el acero dulce, pero sus propor-
ciones no son realistas debido a, como ya se menciond, que la deformacién
unitaria que ocurre de B a C puede ser mas de diez veces mayor que la defor-
macioén unitaria que ocurre de O a A. Ademads, las deformaciones unitarias de
C a E son muchas veces mayores que las de B a C. Las relaciones correctas se
representan en la figura 1.12, donde se muestra un diagrama esfuerzo-deforma-
cidn unitaria para acero dulce dibujado a escala. En esta figura, las defor-
maciones unitarias desde el punto cero hasta el punto A son tan pequefias
comparadas con las deformaciones unitarias del punto A al punto E que no se
pueden ver y parece que la parte inicial del diagrama es una linea vertical.

La presencia de un punto de fluencia bien definido, seguido por deforma-
ciones unitarias pldsticas grandes, es una caracteristica importante del acero
estructural que algunas veces se emplea en el disefio practico (consulte, por
ejemplo, los andlisis del comportamiento elastopldstico en las secciones 2.12
y 6.10). Los metales como el acero estructural que sufren deformaciones uni-
tarias permanentes antes de la falla se clasifican como dictiles. Por ejemplo,
la ductilidad es la propiedad que permite que una barra de acero se doble para
formar un arco circular o se trefile para formar un alambre sin romperse. Una
caracteristica importante de los materiales ductiles es que presentan una dis-
torsion visible si las cargas son demasiado grandes, proporcionando asi una
oportunidad para tomar una accién correctiva antes de que ocurra la fractura.
También, los materiales que presentan comportamiento ductil son capaces de
absorber grandes cantidades de energia de deformacién antes de la fractura.

El acero estructural es una aleacién de hierro que contiene aproximada-
mente 0.2 por ciento de carbono y, por tanto, se clasifica como acero al bajo
carbono. Al aumentar el contenido de carbono, el acero se vuelve menos
ductil pero mds resistente (mayor esfuerzo de fluencia y mayor esfuerzo
ultimo). Las propiedades fisicas del acero también se ven afectadas por un
tratamiento térmico, por la presencia de otros metales y por los procesos de
manufactura como el laminado. Otros materiales que se comportan de una
manera ductil (en ciertas condiciones) son aluminio, cobre, magnesio, plo-
mo, molibdeno, niquel, latén, bronce, metal monel, nailon y teflén.

Las aleaciones de aluminio si bien pueden tener una ductilidad con-
siderable, no tienen un punto de fluencia bien definido, como se muestra
en el diagrama esfuerzo-deformacién unitaria de la figura 1.13, pero tienen
una region lineal inicial con un limite de proporcionalidad reconocible. Las
aleaciones producidas para fines estructurales tienen limites de proporcio-
nalidad en el rango de 10 a 60 ksi (70 a 410 MPa) y esfuerzos tltimos en el
rango de 20 a 80 ksi (140 a 550 MPa).

Cuando un material, como el aluminio, no tiene un punto de fluencia
bien determinado y, sin embargo, sufre grandes deformaciones unitarias
después de rebasar el limite de proporcionalidad, se puede determinar un
esfuerzo de fluencia arbitrario mediante el método de desplazamiento. Se
traza una linea recta en el diagrama esfuerzo-deformacién unitaria paralela
a la parte inicial lineal de la curva (figura 1.14), pero desplazada en cierta
deformacién unitaria estandar, como 0.002 (o 0.2 por ciento). La intersec-
cion de la linea desplazada y la curva esfuerzo-deformacién unitaria (punto
A en la figura) define el esfuerzo de fluencia. Como este esfuerzo se deter-
mina mediante una regla arbitraria y no es una propiedad fisica inherente
del material, se debe distinguir de un esfuerzo verdadero de fluencia y re-
ferirse a €l como esfuerzo de fluencia desplazado. Para un material como
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el aluminio, el esfuerzo de fluencia desplazado estd ligeramente arriba del
limite de proporcionalidad. En el caso del acero estructural, con su abrupta
transicion de la regién lineal a la regién de alargamiento plastico, el esfuer-
zo desplazado es en esencia el mismo tanto en el esfuerzo de fluencia como
en el limite de proporcionalidad.

El caucho mantiene una relacién lineal entre el esfuerzo y la deforma-
cion unitaria hasta llegar a deformaciones unitarias relativamente grandes
(en comparacion con los metales). La deformacion unitaria en el limite de
proporcionalidad puede ser tan alta como 0.1 o 0.2 (10 o 20 por ciento).
Mas alla del limite de proporcionalidad, el comportamiento depende del
tipo de caucho (figura 1.15). Algunas clases de caucho suave se estirardn
enormemente sin fallar, alcanzando longitudes de varias veces sus longitu-
des originales. El material termina presentando cada vez mayor resistencia
a la carga y la curva esfuerzo-deformacion unitaria se curva marcadamente
hacia arriba. Este comportamiento caracteristico se puede percibir estirando
una banda de caucho con las manos. (Observe que aunque el caucho pre-
senta deformaciones unitarias muy grandes, no es un material ductil debido
a que las deformaciones no son permanentes. Es, por supuesto, un material
elastico; consulte la seccion 1.4.)

La ductilidad de un material en tensién se puede caracterizar por su
alargamiento y por la reduccién de su drea en la seccion transversal donde
ocurre la fractura. El porcentaje de alargamiento se define como sigue:

Porcentaje de alargamiento = % (100) (1.6)
0
en donde L, es la longitud calibrada original y L, es la distancia entre las
marcas de calibracién en la fractura. Ya que el alargamiento no es uniforme
en toda la longitud de la muestra, sino que se concentra en la regién de es-
triccion, el porcentaje de alargamiento depende de la longitud calibrada. Por
tanto, al dar el porcentaje de alargamiento, siempre se debe proporcionar la
longitud calibrada. Para una longitud calibrada de 2 in, el acero puede tener
un alargamiento en el rango de 3 a 40%, dependiendo de su composicion;
en el caso del acero estructural, son comunes valores de 20 o 30 por ciento.
El alargamiento de las aleaciones de aluminio varia de 1 a 45 por ciento,
dependiendo de su composicién y su tratamiento.
El porcentaje de reduccion de area mide la cantidad de estriccién que
ocurre y se define como sigue:

A —
Porcentaje de reduccién de drea = % (100) (L.7)
0

en donde A, es el drea transversal original y A, es el drea final en la seccién
de fractura. Para aceros ductiles, la reduccién es casi de 50 por ciento.

Los materiales que fallan en tensién a valores relativamente bajos de
deformacion unitaria se clasifican como fragiles. Algunos ejemplos son
concreto, piedra, hierro colado, vidrio, cerdmica y una variedad de aleacio-
nes metdlicas. Los materiales fragiles fallan con poco alargamiento después
que se sobrepasa el limite de proporcionalidad (el esfuerzo en el punto A en
la figura 1.16). Ademas, la reduccion del area es insignificante y por tanto el
esfuerzo nominal de fractura (punto B) es el mismo que el esfuerzo dltimo
verdadero. Los aceros al alto carbono tienen esfuerzos de fluencia muy ele-
vados —mas de 100 ksi (700 MPa) en algunos casos— pero se comportan
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de una manera fragil y la fractura ocurre con un alargamiento de tan s6lo
un porcentaje bajo.

El vidrio ordinario es un material fragil casi ideal, debido a que casi no
presenta ductilidad. La curva esfuerzo-deformacién unitaria del vidrio en
tensién es en esencia una linea recta y la falla sucede antes de que tenga lu-
gar alguna fluencia. El esfuerzo tdltimo es de casi 10 000 psi (70 MPa) para
ciertas clases de vidrio en placa, pero hay grandes variaciones, dependiendo
del tipo de vidrio, del tamafio de la muestra y de la presencia de defectos mi-
croscopicos. Las fibras de vidrio pueden desarrollar resistencias enormes y
se han alcanzado esfuerzos ultimos mayores que 1 000 000 psi (7 GPa).

Muchos tipos de plasticos se utilizan para fines estructurales debido a
su peso ligero, a su resistencia a la corrosion y a sus buenas propiedades de
aislamiento eléctrico. Sus propiedades mecédnicas varian enormemente, tal
que algunos plasticos son fragiles y otros dictiles. Al disefiar con plésticos
es importante tomar en cuenta que sus propiedades se afectan en gran medi-
da por los cambios de temperatura y por el tiempo. Por ejemplo, el esfuerzo
ultimo de tensién de algunos plasticos disminuye a la mitad solamente ele-
vando la temperatura de 10 a 40°C. Ademas, un plastico cargado se puede
estirar gradualmente al paso del tiempo hasta que pierde su capacidad de
servicio. Por ejemplo, una barra de cloruro de polivinilo sometida a una car-
ga de tension que inicialmente produce una deformacién unitaria de 0.005
puede tener el doble de esa deformacién después de una semana, aunque la
carga permanezca constante. (Este fendmeno, conocido como fermofluen-
cia, se explica en la siguiente seccién.)

Los esfuerzos ultimos de tension para plasticos usualmente se encuen-
tran en el rango de 2 a 50 ksi (14 a 350 MPa) y sus pesos especificos varian
entre 50 a 90 1b/ft? (8 a 14 kN/m?). Un tipo de nailon tiene un esfuerzo dl-
timo de 12 ksi (80 MPa) y un peso especifico de s6lo 70 1b/ft> (11 kN/m?),
que es s6lo 12 por ciento mds pesado que el agua. Debido a su peso ligero,
la razo6n entre resistencia y peso para el nailon es casi la misma que para el
acero estructural (consulte el problema 1.3-4).

Un material reforzado con filamentos, consiste en una base (o matriz)
en la que estan embebidos filamentos, fibras o microfibras de alta resistencia.
El material compuesto resultante tiene una resistencia mucho mayor que el
material base. Como ejemplo, el uso de fibras de vidrio puede aumentar a
mads del doble la resistencia de una matriz plastica. Los compuestos se em-
plean ampliamente en aviones, botes, cohetes y vehiculos espaciales donde
se requiere alta resistencia y peso ligero.

Las curvas esfuerzo-deformacién unitaria para materiales en compresion
difieren de las curvas de tension. Los metales ductiles como el acero, el
aluminio y el cobre tienen limites de proporcionalidad en compresién muy
cercanos a los de tension y las regiones iniciales de sus diagramas esfuerzo-
deformacién unitaria en compresion y tensién son casi iguales. Sin embar-
go, después que inicia la fluencia, el comportamiento es muy diferente. En
un ensayo de tension, la muestra se estira, puede ocurrir estriccién y final-
mente sucede la fractura. Cuando el material se comprime, se abulta hacia
fuera en los lados y adopta una forma como de barril, debido a que la friccién
entre la muestra y las placas extremas evita la expansion lateral. Al aumentar
la carga, la muestra se aplana y presenta una resistencia mucho mayor a un
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acortamiento adicional (lo que significa que la curva esfuerzo-deformacién
unitaria se vuelve muy empinada). Esas caracteristicas se ilustran en la fi-
gura 1.17, donde se muestra un diagrama esfuerzo-deformacion unitaria en
compresion para el cobre. Como el drea de la seccién transversal real de una
muestra ensayada en compresién es mayor que el drea inicial, el esfuerzo
verdadero es un ensayo de compresion es menor que el esfuerzo nominal.

Los materiales fragiles cargados en compresién usualmente tienen una
region lineal inicial seguida de una regién en la que el acortamiento aumen-
ta a una velocidad ligeramente mayor que la carga. Las curvas esfuerzo-de-
formacion unitaria para compresion y tensioén con frecuencia tienen formas
similares, pero los esfuerzos tltimos en compresién son mucho mayores
que los de tensién. Ademads, a diferencia de los materiales ductiles, que se
aplanan cuando se comprimen, los materiales fragiles en realidad se fractu-
ran con la carga maxima.

Las propiedades de los materiales se listan en las tablas del apéndice H al
final del libro. Los datos de materiales en las tablas son los tipicos y ade-
cuados para resolver problemas en este libro. Sin embargo, las propiedades
de los materiales y las curvas esfuerzo-deformacién unitaria varian en gran
medida, incluso para el mismo material, debido a los diferentes procesos de
manufactura, a la composicién quimica, a defectos internos, a la temperatu-
ra y a muchos otros factores.

Por estas razones, los datos obtenidos del apéndice H (o de otras tablas
de naturaleza similar) no se deben emplear para fines especificos de inge-
nierfa o disefio. En cambio, se debe consultar los fabricantes o proveedores
de materiales para obtener informacién sobre un producto particular.

1.4 ELASTICIDAD, PLASTICIDAD Y TERMOFLUENCIA

Los diagramas de esfuerzo-deformacion unitaria presentan el comportamien-
to de los materiales ingenieriles cuando estdn cargados en tensidon o com-
presién, como se describi en la seccién anterior. Para ir un paso mds alld,
consideremos que sucede cuando la carga se quita y el material se descarga.

Suponga por ejemplo, que aplicamos una carga de tensién a una mues-
tra tal que el esfuerzo y la deformacién unitaria vayan del origen O al punto
A en la curva de esfuerzo-deformacion unitaria de la figura 1.18a. Suponga
ademads que cuando la carga se remueve, el material sigue exactamente la
misma curva de regreso al origen O. Esta propiedad de un material, me-
diante la cual regresa a sus dimensiones originales durante la descarga, se
denomina elasticidad y se dice que el propio material es eldstico. Observe
que la curva esfuerzo-deformacidn unitaria de O a A no tiene que ser lineal
a fin de que el material sea eldstico.

Ahora suponga que cargamos este mismo material hasta un nivel mayor,
tal que se alcanza el punto B en la curva esfuerzo-deformacion unitaria (figura
1.18b). Cuando la descarga sucede a partir del punto B, el material sigue la
linea BC en el diagrama. Esta linea de descarga es paralela a la parte inicial
de la curva de carga; es decir, la linea BC es paralela a una tangente a la curva
esfuerzo-deformacién unitaria en el origen. Cuando se alcanza el punto C, la
carga se ha removido por completo, pero en el material permanece una defor-
macion unitaria residual o deformacion unitaria permanente, representada
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por la linea OC. Como consecuencia, la barra ensayada es mds larga ahora
que antes de la aplicacién de la carga. Este alargamiento residual de la barra
se denomina deformacion permanente. De la deformacién total OD desarro-
llada durante la carga de O a B, la deformacién unitaria CD se ha recuperado
elasticamente y la deformacién unitaria OC permanece como una deformacion
unitaria permanente. Asf, durante la descarga la barra regresa parcialmente a su
forma original y, por tanto, se dice que el material es parcialmente elastico.

Entre los puntos A y B en la curva esfuerzo-deformacién unitaria (fi-
gura 1.18b), debe haber un punto antes del cual el material es eldstico y
después del cual el material es parcialmente eldstico. Para encontrar este
punto, cargamos el material hasta un valor seleccionado de esfuerzo y luego
removemos la carga. Si no hay una deformacién unitaria permanente (es
decir, si el alargamiento de la barra regresa a cero), entonces el material es
completamente eldstico hasta el valor seleccionado del esfuerzo.

El proceso de carga y descarga se puede repetir para valores sucesiva-
mente mayores del esfuerzo. Al final se alcanzard un esfuerzo tal que no
toda la deformacion unitaria se recupera durante la descarga. Mediante este
procedimiento es posible determinar el esfuerzo en el limite superior de la
region eldstica, por ejemplo, el esfuerzo en el punto E en las figuras 1.18a 'y
b. El esfuerzo en este punto se conoce como limite elastico del material.

Muchos materiales, incluyendo la mayor parte de los metales, tienen
regiones lineales al inicio de sus curvas esfuerzo-deformacién unitaria (por
ejemplo, consulte las figuras 1.10 y 1.13). El esfuerzo en el limite superior de
esta region lineal es el limite de proporcionalidad, como se explicé en la sec-
cién anterior. El limite eldstico usualmente es igual o ligeramente mayor que
el limite de proporcionalidad. De aqui que, para muchos materiales, a los dos
limites se les asigne el mismo valor numérico. En el caso del acero dulce, el es-
fuerzo de fluencia también estd muy cercano al limite de proporcionalidad, tal
que para fines practicos el esfuerzo de fluencia, el limite eldstico y el limite de
proporcionalidad se suponen iguales. Por supuesto, esta situacién no es valida
para todos los materiales. El caucho es un notable ejemplo de un material que
es elastico mucho mas all4 de su limite de proporcionalidad.

La caracteristica de un material por la cual experimenta deformaciones
unitarias inelasticas, mas alla de la deformacion unitaria en el limite elastico, se
conoce como plasticidad. Por tanto, en la curva esfuerzo-deformacién unitaria
de la figura 1.18a tenemos una regién elastica seguida de una region pldstica.
Cuando suceden deformaciones unitarias grandes en un material dictil carga-
do en la region plastica, se dice que el material experimenta flujo plastico.

Si el material permanece dentro del rango elastico, se puede cargar, descar-
gar y cargar de nuevo sin cambiar significativamente su comportamiento.
Sin embargo, cuando estd cargado en el rango plastico, la estructura interna
del material se altera y cambian sus propiedades. Por ejemplo, ya hemos ob-
servado que se da una deformacién unitaria permanente en la muestra des-
pués de la descarga desde la region plastica (figura 1.18b). Ahora suponga
que el material se recarga después de esa descarga (figura 1.19). La nueva
carga inicia en el punto C en el diagrama y continda hacia arriba hasta el
punto B, el punto en el cual comenzé la descarga durante el primer ciclo de
carga. Entonces el material sigue la curva original de esfuerzo-deformacion
unitaria hacia el punto F. Asi, para la segunda carga, podemos imaginar que
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tenemos un diagrama nuevo de esfuerzo-deformacién unitaria con su origen
en el punto C.

Durante la segunda carga el material se comporta de una manera lineal-
mente eldstica de C a B, donde la pendiente de la recta CB es igual que la
pendiente de la tangente a la curva original de carga, en el origen O. Ahora el
limite de proporcionalidad esta en el punto B, el cual estd mayor esfuerzo que
el limite eléstico original (punto E). Asf, al estirar un material como el acero o el
aluminio en el rango ineldstico o plastico, cambian las propiedades del ma-
terial —aumenta la regién linealmente eldstica, aumenta el limite de propor-
cionalidad y aumenta también el limite eldstico—. Sin embargo, la ductilidad
se reduce debido a que en el “nuevo material” la cantidad de fluencia mas alla
del limite eldstico (de B a F) es menor que en el material original (de E a F).”

Los diagramas de esfuerzo-deformacidn unitaria descritos antes se obtuvie-
ron a partir de ensayos de tensién en los que se aplicaba carga y descarga
estética a las muestras y el paso del tiempo no entr6 en nuestros analisis. No
obstante, cuando los materiales se cargan durante periodos largos, algunos
de ellos desarrollan deformaciones unitarias adicionales y se dice que pre-
sentan termofluencia.

Este fendmeno se manifiesta de diversas maneras. Por ejemplo, supon-
ga que una barra vertical (figura 1.20a) se carga lentamente mediante una
fuerza P, produciendo un alargamiento igual a §,. Supongamos que la car-
ga y el alargamiento correspondiente tiene lugar durante un intervalo que
dura ¢, (figura 1.20b). Después del tiempo ¢, la carga permanece constante.
Sin embargo, debido a la termofluencia, la barra puede alargarse en forma
gradual, como se muestra en la figura 1.20b, aunque la carga no cambie.
Este comportamiento sucede en muchos materiales, aunque algunas veces
el cambio es demasiado pequefio para considerarlo.

Como otra manifestaciéon de termofluencia, considere un alambre que
se estira entre dos soportes inméviles, de manera tal que tiene un esfuerzo
de tensidn inicial o (figura 1.21). Una vez mads, denotaremos el tiempo
durante el cual el alambre se alarga inicialmente como #,. Con el paso del
tiempo el esfuerzo en el alambre disminuye de manera gradual y termina
alcanzando un valor constante, aun cuando los soportes en los extremos del
alambre no se muevan. Este proceso se denomina relajacién del material.

En general, la termofluencia es mas importante a temperaturas eleva-
das que a temperaturas ordinarias y, por lo tanto, siempre se debe tomar en
cuenta en el disefio de motores, chimeneas y otras estructuras que operan
a temperaturas elevadas durante grandes periodos. Sin embargo, materiales
como el acero, el concreto y la madera tendran una termofluencia ligera aun
a temperaturas ambiente. Por ejemplo, la termofluencia del concreto en el
trascurso de grandes periodos puede crear ondulaciones en las calzadas de
puentes debido a la flexion entre los apoyos. (Una solucién es construir la
calzada con una contraflecha, que es un desplazamiento inicial arriba de
la horizontal, de modo que cuando ocurra la termofluencia, los tramos del
puente bajen hasta su posicién a nivel.)

“El estudio del comportamiento de materiales expuestos a diversas condiciones ambientales
y sometidos a varias cargas es una rama importante de la mecdnica aplicada. Para obtener
informacidn ingenieril mds detallada sobre materiales, consulte un libro de texto enfocado en
este tema.
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1.5 ELASTICIDAD LINEAL, LEY DE HOOKE Y RELACION DE POISSON

Muchos materiales estructurales, incluyendo la mayor parte de los meta-
les, madera, plasticos y cerdmicos, se comportan tanto de manera eldstica
como lineal cuando se cargan por primera vez. En consecuencia, sus curvas
esfuerzo-deformacién unitaria inician con una linea que pasa por el ori-
gen. Un ejemplo es la curva esfuerzo-deformacién unitaria para el acero
estructural (figura 1.10), donde la regién desde el origen O hasta el limite
de proporcionalidad (punto A) es tanto lineal como eldstica. Otros ejemplos
son las regiones bajo los limites tanto de proporcionalidad como de elastici-
dad en los diagramas para el aluminio (figura 1.13), los materiales fragiles
(figura 1.16) y el cobre (figura 1.17).

Cuando un material se comporta eldsticamente y también presenta una
relacién lineal entre el esfuerzo y la deformacién unitaria se dice que es
linealmente elastico. Este tipo de comportamiento es muy importante en
ingenieria por una razén obvia: al disefiar estructuras y maquinas para que
trabajen en esta region, evitamos deformaciones permanentes debidas a la
fluencia plastica.

La relacidn lineal entre el esfuerzo y la deformacién unitaria para una barra
en tensién o compresion simple se expresa por la ecuacién

o= Fe (1.8)

en donde o es el esfuerzo axial, € es la deformacion unitaria axial y E es una
constante de proporcionalidad conocida como médulo de elasticidad del
material. El médulo de elasticidad es la pendiente del diagrama esfuerzo-
deformacidn unitaria en la region linealmente eldstica, como mencionamos
en la seccion 1.3. Como la deformacién unitaria es adimensional, las unida-
des de E son las mismas que las del esfuerzo. Las unidades tipicas de E son
psi o ksi en unidades inglesas y pascales (o sus multiplos) en unidades SI.

La ecuacién o = Ee se conoce como ley de Hooke, nombrada en ho-
nor del famoso cientifico inglés Robert Hooke (1635-1703), quien fue la
primera persona que investigd cientificamente las propiedades eldsticas de
los materiales y prob6 varios de ellos como metal, madera, piedra, hueso y
tendones. Hooke midi6 el alargamiento de alambres largos que soportaban
pesos y observé que los estiramientos “siempre mantienen las mismas pro-
porciones entre si de acuerdo con los pesos que los causaron” (referencia
1.6). Asi, Hooke estableci6 la relacion lineal entre las cargas aplicadas y los
alargamientos resultantes.

La ecuacidn (1.8) en realidad es una version muy limitada de la ley de
Hooke debido a que sélo se relaciona con los esfuerzos longitudinales y las
deformaciones unitarias desarrolladas en tensién o compresion simple de
la barra (esfuerzo uniaxial). Para tratar con estados mds complicados de es-
fuerzos, como los encontrados en la mayoria de las estructuras y maquinas,
debemos emplear ecuaciones mds completas de la ley de Hooke (consulte
las secciones 7.5y 7.6).

El médulo de elasticidad tiene valores relativamente grandes para ma-
teriales que son muy rigidos, como los metales estructurales. El acero tiene



CAPITULO 1 Tensidn, compresion y cortante

(a)

P " t——— . P
| H o >
‘\‘1' ______________ \‘_j'

(b)

Alargamiento axial y
contraccion lateral de una barra prisméatica
en tension (a) antes de aplicar la carga y
(b) barra después de aplicar la carga. (Las
deformaciones de la barra se muestran
muy exageradas.)

un médulo de elasticidad de aproximadamente 30 000 ksi (210 GPa) y el
aluminio tiene valores tipicos alrededor de 10 600 ksi (73 GPa). Los mate-
riales mas flexibles tienen un médulo menor —los valores para los pldsticos
varian de 100 a 2000 ksi (0.7 a 14 GPa)—. Algunos valores representativos
de E se enlistan en la tabla H.2 del apéndice H. Para la mayor parte de los
materiales el valor de E en compresion es casi el mismo que en tension.

El médulo de elasticidad con frecuencia se llama médulo de Young, en
honor de otro cientifico inglés, Thomas Young (1773-1829), quien introdujo
la idea de un “mddulo de la elasticidad” en conexién con una investigacion
de tensién y compresion de barras prismadticas. Sin embargo, su médulo no
era el mismo que el empleado en la actualidad, debido a que comprendia
propiedades de la barra asi como del material (referencia 1.7).

Cuando una barra prismatica se somete a tension, la elongacién axial va
acompafiada de una contraccion lateral (es decir, contraccién normal a la
direccién de la carga aplicada). Este cambio de forma se representa en la fi-
gura 1.22, donde en la parte (a) se muestra la barra antes de la carga y en la
(b) después de la carga. En la parte (b), las lineas discontinuas representan
la forma de la barra antes de la carga.

La contraccidn lateral se observa con facilidad estirando una banda de
caucho, pero en los metales los cambios en las dimensiones laterales (en
la regién linealmente elastica) usualmente son demasiado pequefios para
observarlos a simple vista. Sin embargo, se pueden detectar mediante dis-
positivos sensitivos de medicidn.

La deformacion unitaria lateral €’ en cualquier punto en una barra es
proporcional a la deformacién unitaria axial € en el mismo punto si el ma-
terial es linealmente eldstico. La relacién de esas deformaciones unitarias
es una propiedad del material conocida como relaciéon de Poisson. Esta
relacién adimensional, que en general se denota por la letra griega v (nu), se
puede expresar mediante la ecuacion

_ _ deformacion unitaria lateral _ € (1.9)
deformacién unitaria axial € '

El signo menos agregado en la ecuacién es para compensar el hecho de
que las deformaciones unitarias lateral y axial por lo general tienen signos
opuestos. Por ejemplo, la deformacidn unitaria axial en una barra en tension
es positiva y la deformacidn unitaria lateral es negativa (debido a que el an-
cho de la barra disminuye). Para compresion tenemos la situacion opuesta
ya que la barra se acorta (deformacidn unitaria axial negativa) y se hace
mds ancha (deformacién unitaria lateral positiva). Por tanto, para materiales
ordinarios la relacién de Poisson tendrd un valor positivo.

Cuando se conoce la relacién de Poisson para un material, podemos
obtener la deformacion unitaria lateral a partir de la deformacién unitaria
axial como sigue:

€ = —ve (1.10)

Al emplear las ecuaciones (1.9) y (1.10) siempre debemos tener en cuenta
que sélo se aplican a una barra sometida a esfuerzo axial, es decir, una barra
para la cual el dnico esfuerzo es el esfuerzo normal o en la direccién axial.
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La relacion de Poisson recibe su nombre en honor del matematico fran-
cés Siméon Denis Poisson (1781-1840), quien intent6 calcular esta relacidn
mediante una teoria molecular de los materiales (referencia 1.8). Para ma-
teriales isotrdpicos, Poisson determiné que v = 1/4. Célculos mds recientes
basados en mejores modelos de estructura atdmica dan como resultado v =
1/3. Esas dos cifras estdn cercanas a los valores reales medidos, que estdn
en el rango de 0.25 a 0.35 para la mayor parte de los metales y para muchos
otros materiales. Entre los materiales con un valor extremadamente bajo de
la relacién de Poisson se incluyen el corcho, para el cual v es practicamente
cero y el concreto, para el cual v es aproximadamente 0.1 o 0.2. Un limite
tedrico superior para la relacién de Poisson es 0.5, como se explica en la
seccién 7.5. El caucho se acerca a este valor limitante.

En el apéndice H se da una tabla de relaciones de Poisson para varios
materiales en el rango linealmente eldstico (consulte la tabla H.2). Para la
mayor parte de los fines se supone que la relacién de Poisson es la misma
tanto en tensién como en compresion.

Cuando las deformaciones unitarias en un material son grandes, la rela-
cién de Poisson cambia. Por ejemplo, en el caso del acero estructural la relacién
llega hasta 0.5 cuando ocurre la fluencia plastica. Asi, la relacién de Poisson
permanece constante s6lo en el rango linealmente eléstico. Cuando el com-
portamiento del material es no lineal, la relacion entre la deformacién unitaria
lateral y la deformacién unitaria axial con frecuencia se denomina relacion de
contraccion. Por supuesto, en el caso especial de comportamiento linealmente
elastico, la relacién de contraccion es igual que la relacion de Poisson.

Para un material particular, la relacién de Poisson permanece constante en
todo el rango linealmente eldstico, como ya se explicé antes. Por tanto,
en cualquier punto dado en la barra prismatica de la figura 1.22, la deforma-
cion unitaria lateral permanece proporcional a la deformacién unitaria axial
conforme la carga aumenta o disminuye. Sin embargo, para un valor dado
de la carga (que significa que la deformacion unitaria axial es constante en
toda la barra), se deben cumplir condiciones adicionales si las deformacio-
nes unitarias laterales deben ser las mismas en toda la barra.

En primer lugar, el material debe ser homogéneo, es decir, debe tener la
misma composicién (y en consecuencia las mismas propiedades eldsticas) en
cada punto. Sin embargo, tener un material homogéneo no significa que las
propiedades eldsticas en un punto particular sean las mismas en todas las direc-
ciones. Por ejemplo, el médulo de elasticidad podria ser diferente en las direc-
ciones axial y lateral, como en el caso de un poste de madera). Por tanto, una
segunda condicién para la uniformidad en las deformaciones unitarias laterales
es que las propiedades eldsticas deben ser las mismas en todas las direcciones

perpendiculares al eje longitudinal. Cuando se cumplen las condiciones ante-

; ) riores, como es el caso frecuente con los metales, las deformaciones unitarias

laterales en una barra prismatica sometida a una tensién uniforme seran las

(a) mismas en cada punto en la barra y también en todas las direcciones laterales.

Los materiales que tienen las mismas propiedades en todas las direc-

ittt A p ciones (ya sea axial, lateral o cualquier otra direccién) se llaman isotro-

- i 9—> picos. Si las propiedades difieren en distintas direcciones, el material es
S ——— 2 anisotropicos (aeolotrépico).

(b) En este libro, todos los ejemplos y problemas se resuelven suponiendo

que el material es linealmente elastico, homogéneo e isétropo, a menos que
(Repetida.) se especifique lo contrario.
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Ejemplo 1.3

Ejemplo 1.3. Tubo de acero
en compresion.

Un tubo de acero con longitud L = 4.0 ft, didmetro exterior d, = 6.0 in y didmetro
interior d; = 4.5 in se comprime mediante una fuerza axial P = 140 k (figura 1.23).
El material tiene un médulo de elasticidad £ = 30,000 ksi y una relacién de Poisson
v = 0.30.

Determine las siguientes cantidades para el tubo: (a) su acortamiento 6, (b) la
deformacion unitaria lateral €’, (c) el aumento Ad, del didmetro exterior y el aumen-
to Ad, del diametro interior y (d) el aumento At en el espesor de la pared.

El drea A de la seccién transversal y el esfuerzo longitudinal o se determinan
como sigue:

A= % (@2 — d%) = f [(6.0in)> — (4.5 in)?| = 12.37 in?
o= — L Lkz = —11.32 ksi (compresion)
A 12.37 in

Como el esfuerzo es mucho menor que el esfuerzo de fluencia (consulte la tabla H.3
del apéndice H), el material se comporta en forma linealmente elastica y la deforma-
cion unitaria axial se puede determinar a partir de la ley de Hooke:

e=Z- A2 _ 59550070
E 30,000 ksi

El signo de menos para la deformacién unitaria indica que el tubo se acorta.
(a) Conociendo la deformacién unitaria axial, ahora podemos determinar el
cambio de longitud del tubo (consulte la ecuacion 1.2)

8= el = (—377.3 X 10 )(4.0 ft)(12 in/ft) = —0.018 in <=

De nuevo el signo negativo indica un acortamiento del tubo.
(b) La deformacion unitaria lateral se obtiene de la relacién de Poisson (con-
sulte la ecuacién 1.10):

€' = —ve= —(0.30)(—3773 X 107%) = 1132 X 107° P

El signo positivo de €’ indica un aumento de las dimensiones laterales, como se
esperaba para un esfuerzo de compresion.
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(c) El aumento del didmetro exterior es igual a la deformacion unitaria lateral
por el didmetro:

Ad, = €'d,=(113.2 X 107°)(6.0 in) = 0.000679 in <=

De manera similar, el aumento del diametro interior es

Ad, = €'d; = (113.2 X 10~ %)(4.5 in) = 0.000509 in <=

(d) El aumento del espesor de la pared se determina de la misma manera que
el aumento de los diametros; por tanto,

At = €t = (113.2X1079)(0.75 in) = 0.000085 in P

Este resultado se puede verificar observando que el aumento del espesor de la pared
es igual a la mitad de la diferencia de los aumentos de los didmetros:

Ad> — Ad
At = % = %(0.000679 in — 0.000509 in) = 0.000085 in

como se esperaba. Observe que en compresion las tres cantidades aumentan (didme-
tro exterior, didmetro interior y espesor).

Nota: los resultados numéricos obtenidos en este ejemplo ilustran que los cam-
bios dimensionales en materiales estructurales ante condiciones normales de carga
son extremadamente pequefios. A pesar de ello, los cambios de las dimensiones
pueden ser importantes en ciertas clases de andlisis (como el andlisis de estructuras
estaticamente indeterminadas) y en la determinacidn experimental de esfuerzos y
deformaciones unitarias.
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|y

Arriostramiento diagonal para un pasillo elevado;
se muestra una horquilla'y un pasador sometidos
a cortante doble

(b)

FIGURA 1.24 Conexi6n con perno en la
que éste esta sometido a cortante doble.

En las secciones anteriores analizamos los efectos de los esfuerzos norma-
les producidos por cargas axiales que actiian en barras rectas. Estos esfuer-
70s se denominan “esfuerzos normales” debido a que actiian en direcciones
perpendiculares ala superficie del material. Ahora consideraremos otro tipo
de esfuerzo, llamado esfuerzo cortante, que actia de manera tangencial a
la superficie del material.

Como un ejemplo de la accién de los esfuerzos cortantes, considere la
conexion con perno que se muestra en la figura 1-24a. Esta conexién consis-
te de una barra plana A, una horquilla C'y un perno B que pasa por agujeros
en la barra y en la horquilla. Por la accion de las cargas de tension P, la barra
y la horquilla presionardn contra el perno en compresién y se desarrollaran
esfuerzos de contacto, llamados esfuerzos de compresion, esfuerzos en
apoyos o esfuerzos de soporte. Ademads, la barra y la horquilla tienden a
cortar el perno, es decir, pasar a través de €l, y esta tendencia es resistida
por los esfuerzos cortantes en el perno. Como un ejemplo, considere el re-
fuerzo para un pasillo peatonal elevado que se muestra en la fotografia.

() (d) (e)

Para mostrar con mas claridad las acciones de los esfuerzos de soporte
y cortante, analicemos este tipo de conexion en una vista lateral esquema-
tica (figura 1.24b). Con este esquema en mente, dibujamos un diagrama de
cuerpo libre del perno (figura 1.24c). Los esfuerzos en los apoyos ejercidos
por la horquilla contra el perno se muestran en el lado izquierdo del diagra-
ma de cuerpo libre y se identifican con 1y 3. Los esfuerzos de la barra apa-
recen en el lado derecho y se identifican con 2. La distribucién real de los
esfuerzos de soporte es dificil de determinar, por lo que se acostumbra su-
poner que estan distribuidos uniformemente. Con base en la suposicién de



Conexién con perno en
la que el perno estd sometido a cortante
simple.
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distribucién uniforme, podemos calcular un esfuerzo de soporte promedio
o, dividiendo la fuerza de soporte total F, entre el drea de soporte A,

o (1.11)

Op

El area de soporte se define como el area proyectada de la superficie curva
de soporte. Por ejemplo, considere los esfuerzos de soporte identificados
con 1. El 4rea proyectada A, sobre la cual actian es un rectingulo que tiene
una altura igual al espesor de la horquilla y un ancho igual al didmetro del
perno. Ademds, la fuerza de soporte F, representada por los esfuerzos iden-
tificados con 1 es igual a P/2. La misma drea y la misma fuerza se aplican a
los esfuerzos identificados con 3.

Ahora considere los esfuerzos de soporte entre la barra plana y el perno
(los esfuerzos identificados con 2). Para estos esfuerzos, el area de soporte
A, es un rectdngulo con una altura igual al espesor de la barra plana y con
un ancho igual al didmetro del perno. La fuerza de soporte correspondiente
F, es igual a la carga P.

El diagrama de cuerpo libre de la figura 1.24c muestra que hay una
tendencia a cortar el perno a lo largo de las secciones transversales mn y pq.
A partir de un diagrama de cuerpo libre de la parte mnpq del perno (consulte
la figura 1.24d), observamos que las fuerzas cortantes V actian sobre las
superficies cortadas del perno. En este ejemplo particular hay dos planos de
corte (mn'y pq) y, por tanto, se dice que el perno estd en cortante doble.
En cortante doble, cada una de las fuerzas de corte es igual a la mitad de la
carga transmitida por el perno, es decir, V = P/2.

(b) © (d)
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(Repetida.)

Las fuerzas cortantes V son las resultantes de los esfuerzos cortantes
distribuidos sobre el drea de la seccion transversal del perno. Por ejemplo,
los esfuerzos cortantes que actian en la seccidn transversal mn se muestran
en la figura 1.24e. Estos esfuerzos actdan paralelos a la superficie de corte.
La distribucién exacta de los esfuerzos no se conoce, pero son maximos
cerca del centro y se vuelven cero en ciertas ubicaciones en los bordes.
Como se indica en la figura 1.24e, los esfuerzos cortantes se representan
con la letra griega 7 (tau).

Una conexién con perno en cortante simple se muestra en la figura
1.25a, donde la fuerza axial P en la barra metalica se transmite al patin de
la columna de acero mediante un perno. Una vista de la seccidn transversal
de la columna (figura 1.25b) muestra la conexién con mds detalle. Ademas,
un bosquejo del perno (figura 1.25¢) muestra la distribucién supuesta de los
esfuerzos de soporte que actian en el perno. Como ya se menciond, la dis-
tribucidn real de estos esfuerzos de soporte es mucho mas compleja que la
mostrada en la figura. Ademas, también se desarrollan esfuerzos de soporte
contra las superficies internas de la cabeza del perno y de la tuerca. Asi, la
figura 1.25c¢ no es un diagrama de cuerpo libre, ya que sélo se muestran los
esfuerzos de soporte idealizados actuando en el vastago del perno.

Al cortar el perno en la seccién mn obtenemos el diagrama que se
muestra en la figura 1.25d. Este diagrama incluye la fuerza cortante V (igual
a la carga P) que actiia sobre la seccién transversal del perno. Como ya se
seflald, esta fuerza cortante es la resultante de los esfuerzos cortantes que
actdan en el drea de la seccién transversal del perno.

i —
W
| ﬂm@ nmj nm_,



FIGURA 1.26 Falla de un perno en
cortante simple.
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Carga

Carga

La deformacién de un perno, cargado casi hasta su fractura en cortante
simple se muestra en la figura 1.26 (compare con la figura 1.25c).

En las explicaciones anteriores de conexiones con perno ignoramos la
friccion (producida al apretar los pernos) entre los elementos de conexion.
La presencia de friccidn significa que parte de la carga es soportada por las
fuerzas de friccion, y por ende reducen las cargas en los pernos. Como
las fuerzas de friccion son poco confiables y dificiles de estimar, es practica
comtin pecar de conservador y omitirlas en los calculos.

El esfuerzo cortante promedio sobre la seccion transversal de un per-
no se obtiene dividiendo la fuerza cortante total V entre el drea A de la sec-
cidn transversal sobre la que actda, como sigue:
|4
A

Torom—

(1.12)

En el ejemplo de la figura 1.25, que muestra un perno en cortante simple,
la fuerza cortante V es igual a la carga P y el area A es el area de la seccion
transversal del perno. Sin embargo, en el ejemplo de la figura 1.24, donde el
perno esta en cortante doble, la fuerza cortante V es igual a P/2.

De la ecuacion (1.12) observamos que los esfuerzos cortantes, al igual
que los esfuerzos normales, representan una intensidad de la fuerza o fuerza
por unidad de area. Asi, las unidades del esfuerzo cortante son las mismas
que para el esfuerzo normal, que son, psi o ksi en unidades inglesas y pas-
cales o sus multiplos en unidades SI.

Las configuraciones de carga que se muestran en las figuras 1.24 y
1.25 son ejemplos de cortante directo (o cortante simple) en los cuales los
esfuerzos cortantes se originan por la accién directa de las fuerzas al tratar
de cortar a través del material. El cortante directo se origina en el disefio de
pernos, pasadores, remaches, cufias, soldaduras y juntas pegadas.

También se producen esfuerzos cortantes de una manera indirecta cuan-
do los elementos se someten a tension, torsion y flexién, como se analiza
mads adelante en las secciones 2.6, 3.3 y 5.8, respectivamente.

Igualdad de los esfuerzos cortantes en planos perpendiculares

Para obtener una representacién mds completa de la accion de los esfuerzos
cortantes, consideremos un elemento pequefio de material en la forma de un
paralelepipedo rectangular con longitudes de sus lados a, b y c en las direc-
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y ciones x, y y z, respectivamente (figura 1.27)." Las caras anterior y posterior
de este elemento estan libres de esfuerzo.
<—a*>‘ Ahora suponga que un esfuerzo cortante 7, estd distribuido uniforme-
E — mente sobre la cara derecha, que tiene un area bc. A fin de que el elemento
I esté en equilibrio en la direccién y, la fuerza cortante total 7,bc que actia
b sobre la cara derecha se debe equilibrar por una fuerza cortante igual pero
Tl en direccién opuesta en la cara izquierda. Como las areas de estas dos caras
X

<Aoo

son iguales, se deduce que los esfuerzos cortantes sobre las dos caras deben
ST T e ser iguales.
e Las fuerzas 7,bc que actian sobre las caras laterales izquierda y dere-
/ cha (figura 1.27) forman un par que tiene un momento con respecto al eje
¢ z, de magnitud 7,abc, que actia en sentido contrario al de las manecillas
del reloj, en la figura.™ Para el equilibrio de los elementos se requiere que
este momento esté equilibrado por un momento igual y opuesto resultante
de los esfuerzos cortantes actuando sobre las caras superior e inferior del
elemento. Si representamos los esfuerzos sobre las caras superior e inferior
como T,, observamos que las fuerzas cortantes horizontales son iguales a
T,ac. Estas fuerzas forman un par en el sentido de las manecillas del reloj
de momento 7,abc. Del equilibrio de momentos del elemento con respecto
al eje z, observamos que 7,abc es igual a T,abc, o

Elemento pequefio de
material sometido a esfuerzos cortantes.

TI= T (1.13)

Por tanto, las magnitudes de los cuatro esfuerzos cortantes que actian sobre
Y el elemento son iguales, como se muestra en la figura 1.28a.
En resumen, hemos llegado a las siguientes observaciones generales

. a— .
c acerca de los esfuerzos cortantes que actian sobre un elemento rectan-
/ .
i T I gular:
.
P q ) 1. Los esfuerzos cortantes sobre caras opuestas (y paralelas) de un ele-
i i - mento son iguales en magnitud y opuestas en direccion.
v o J 2. Los esfuerzos cortantes sobre caras adyacentes (y perpendiculares) de
I . . . . .
P e SaeE x un elemento son de igual magnitud y tienen direcciones tales que ambos
7 = esfuerzos apuntan alejandose de la linea de interseccién de las caras.
s r . . . .
z / Estas observaciones se obtuvieron para un elemento sujeto s6lo a esfuerzos
(a) cortantes (no esfuerzos normales), como se representa en las figuras 1.27

y 1.28. Este estado de esfuerzo se denomina cortante puro y se describird
mas adelante con mas detalle (seccion 3.5).

Para la mayor parte de los fines, las conclusiones anteriores son validas
aun cuando los esfuerzos normales actiien sobre las caras del elemento. La
razén es que los esfuerzos sobre caras opuestas de un elemento pequefio
usualmente son iguales en magnitud y opuestos en direccién; y de aqui
que no modifiquen las ecuaciones de equilibrio empleadas para llegar a las
conclusiones anteriores.

(b) “Un paralelepipedo es un prisma cuyas bases son paralelogramos; asf, un paralelepipedo tiene
seis caras, cada una de ellas es un paralelogramo. Caras opuestas son paralelas y paralelogra-
mos idénticos. Un paralelepipedo rectangular tiene todas sus caras en la forma de rectan-

Elemento de material gulos.
sometido a esfuerzos y deformaciones “"Un par consiste en dos fuerzas paralelas que son iguales en magnitud y opuestas en direc-
unitarias en cortante. cion.
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Los esfuerzos cortantes que actian sobre un elemento de material (figura
1.28a) van acompaiados de deformaciones unitarias cortantes. Como una
ayuda para visualizar esas deformaciones, observamos que los esfuerzos
cortantes no tienen una tendencia a alargar o acortar el elemento en las
direcciones x, y y z —en otras palabras, las longitudes de los lados del ele-
mento no cambian—. Mas bien, los esfuerzos cortantes producen un cam-
bio en la forma del elemento (figura 1.28b). El elemento original, que es un
paralelepipedo rectangular, se deforma en un paralelepipedo oblicuo y las
caras anterior y posterior se transforman en romboides.”

Debido a esta deformacién, cambian los dngulos entre las caras late-
rales. Por ejemplo, los dngulos en los puntos g y s, que eran /2 antes de la
deformacién, se reducen en un angulo pequefio y a /2 — vy (figura 1.28b).
Al mismo tiempo, los dngulos en los puntos p y » aumentan a 7/2 + vy. El
angulo 7y es una medida de la distorsién o cambio en la forma del elemento
y se denomina deformacion unitaria cortante. Como la deformacién uni-
taria cortante es un dngulo, por lo general se mide en grados o radianes.

Como ayuda para establecer convenciones de signo para los esfuerzos cor-
tantes y las deformaciones unitarias cortantes, necesitamos un esquema en
el que se indiquen las diferentes caras de un elemento de esfuerzo (figura
1.28a). De ahora en adelante nos referiremos a las caras orientadas hacia
las direcciones positivas de los ejes como las caras positivas del elemento.
En otras palabras, una cara positiva tiene su normal exterior dirigida en
la direccién positiva de un eje coordenado. Las caras opuestas son caras
negativas. Por tanto, en la figura 1.28a, las caras derecha, superior y frontal
son las caras x, y y z, respectivamente, y las caras opuestas son las caras
negativas x, y y z.

Empleando la terminologia descrita en el parrafo anterior, podemos
estipular la convencién de signos para los esfuerzos cortantes de la siguiente
manera:

Un esfuerzo cortante que actiia sobre una cara positiva de un elemento es posi-
tivo si actiia en la direccion positiva de uno de los ejes coordenados y negativo
si actiia en la direccion negativa de un eje. Un esfuerzo cortante que actiia
sobre una cara negativa de un elemento es positivo si actiia en la direccion
negativa de un eje y negativo si actiia en una direccion positiva.

Asi, todos los esfuerzos cortantes que se muestran en la figura 1.28a son
positivos.
La convencién de signos para las deformaciones unitarias en cortante
es como sigue:
La deformacion unitaria cortante en un elemento es positiva cuando se reduce
el dngulo entre dos caras positivas (o dos caras negativas). La deformacion
unitaria es negativa cuando aumenta el dngulo entre dos caras positivas (0
entre dos negativas).

“Un dngulo oblicuo puede ser agudo o bien obtuso, pero no es un dngulo recto. Un romboide
es un paralelogramo con angulos oblicuos y lados adyacentes no iguales. (Un rombo es un pa-
ralelogramo con dngulos oblicuos y todos sus cuatro lados iguales, algunas veces denominado
figura con forma de diamante).
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Por tanto, las deformaciones unitarias que se muestran en la figura 1.28b
son positivas y observamos que los esfuerzos cortantes positivos van acom-
pafiados de deformaciones unitarias cortantes positivas.

Las propiedades de un material en cortante se pueden determinar de manera
experimental a partir de ensayos de cortante directo o de ensayos de torsion.
Estos dltimos ensayos se realizan torciendo tubos circulares huecos, lo que
produce un estado de cortante puro, como se explica mds adelante en la sec-
cién 3.5. A partir de los resultados de esos ensayos, podemos trazar diagramas
de esfuerzo-deformacion unitaria cortante (es decir, diagramas de esfuerzo
cortante 7 en funcién de la deformacion unitaria cortante ). Estos diagramas
son similares en forma a los diagramas de ensayos de tension (o en funcién
de €) para los mismos materiales, aunque difieren en las magnitudes.

De los diagramas de esfuerzo-deformacién unitaria cortante podemos
obtener propiedades de los materiales como el limite de proporcionalidad, el
mdbdulo de elasticidad, el esfuerzo de fluencia y el esfuerzo dltimo. Estas pro-
piedades en cortante por lo general son casi de la mitad de magnitud que las
correspondientes en tension. Por ejemplo, el esfuerzo de fluencia para el acero
estructural en cortante es de 0.5 a 0.6 veces el esfuerzo de fluencia en tension.

Para muchos materiales, la parte inicial del diagrama de esfuerzo-de-
formacion unitaria en cortante es una recta que pasa por el origen, al igual
que en tension. Para esta region linealmente eldstica, el esfuerzo cortante y
la deformacién unitaria en cortante son proporcionales y, por lo tanto, tene-
mos la ecuacién siguiente para la ley de Hooke en cortante:

=Gy (1.14)

en donde G es el modulo de elasticidad en cortante (también denominado
modulo de rigidez).

El médulo de corte G tiene las mismas unidades que el médulo de ten-
sién E, que son, psi o ksi en unidades inglesas y pascales (o sus multiplos)
en unidades SI. Para el acero dulce, los valores comunes de G son 11 000 ksi
0 75 GPa; para aleaciones de aluminio, los valores comunes son 4000 ksi o
28 GPa. En la tabla H-2 del apéndice H se enlistan valores adicionales.

Los mddulos de elasticidad en tension y en cortante estdn relacionados
por la ecuacioén siguiente:

E

G 20+ ) (1.15)
en donde v es la relacion de Poisson. Esta relacion, que se deducird des-
pués, en la seccion 3.6, muestra que E, G y v no son propiedades eldsticas
independientes del material. Debido a que la relacion de Poisson para ma-
teriales ordinarios se encuentra entre cero y un medio, de la ecuacién (1.15)
observamos que G debe ser de un tercio a un medio de E.

Los siguientes ejemplos ilustran algunos andlisis tipicos que compren-
den los efectos del esfuerzo cortante. El ejemplo 1.4 tiene que ver con es-
fuerzos cortantes en una placa, el ejemplo 1.5 trata de esfuerzos de soporte
y cortantes en pasadores y pernos, y el ejemplo 1.6 implica determinar los
esfuerzos cortantes y las deformaciones unitarias cortantes en una placa
elastomérica de soporte sometida a una fuerza cortante horizontal.
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Ejemplo 1.4

Ejemplo 1.4. Realizacién
de un agujero con punzén en una placa de
acero.

En la figura 1.29a se muestra un punzén para hacer agujeros en placas de acero. Su-
ponga que se utiliza un punzén con un didmetro d = 20 mm para hacer un agujero
en una placa de 8 mm de espesor, como se muestra en la vista transversal correspon-
diente (figura 1.29b).

Si se requiere de una fuerza P = 110 kN para hacer el agujero, ;cudl es el
esfuerzo cortante promedio en la placa y el esfuerzo de compresiéon promedio en
el punzén?

lP =110 kN
M
— «—d =20 mm
| £=8.0 mm
(@) (b)

El esfuerzo cortante promedio en la placa se obtiene dividiendo la fuerza P en-
tre el drea en cortante de la placa. El 4rea en cortante A, es igual a la circunferencia
del agujero por el espesor de la placa, o

A, = mdt = (20 mm)(8.0 mm) = 502.7 mm>

en donde d es el didmetro del punzoén y ¢ es el espesor de la placa. Por lo tanto, el
esfuerzo cortante promedio en la placa es

P 110kN
£ _ IO oiomp -
Torom™= = 007 mm? 210 MPa

El esfuerzo de compresion promedio en el punzén es

P j2 110 kN
.= = = = 350 MP
7T Apuon | wdYA (20 mm)*/4 a <=

en donde A6, €s el drea de la seccion transversal del punzén.

Nota: este andlisis estd muy idealizado debido a que ignoramos los efectos de
impacto que ocurren cuando se penetra una placa con un punzén. (Para incluirlos se
requiere una metodologia de andlisis que estdn mds alld del alcance de la mecdnica
de materiales.)
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Ejemplo 1.5

Ejemplo 1.5. (a) Conexién
con pasador entre el puntal Sy la placa
base B. (b) Seccion transversal a través del
puntal S.

Un puntal S de acero que sirve como riostra para un malacate marino transmite
una fuerza de compresién P = 12 k a la plataforma de un muelle (figura 1.30a). El
puntal tiene una seccion transversal hueca con espesor de pared ¢ = 0.375 in (figura
1.30b) y el dngulo 6 entre el puntal y la horizontal es 40°. Un pasador que atraviesa
el puntal transmite la fuerza de compresion del puntal a dos placas de unién G que
estan soldadas a la placa base B. Cuatro pernos de anclaje sujetan la placa base a la
plataforma.

El didmetro del pasador es dj,4or = 0.75 in, el espesor de las placas de unién
es t; = 0.625 in, el espesor de la placa base es t; = 0.375 in y el didmetro de los
pernos de anclaje es d,.,, = 0.50 in.

Determine los esfuerzos siguientes: (a) el esfuerzo de soporte entre el puntal y
el pasador, (b) el esfuerzo cortante en el pasador, (c) el esfuerzo de soporte entre el
pasador y las placas de unidn, (d) el esfuerzo de soporte entre los pernos de anclaje y
laplacabasey (e) el esfuerzo cortante en los pernos de anclaje. (No tenga en cuenta la

friccion entre la placa base y la plataforma.)

Pasador

() (b)

(a) Esfuerzo de soporte entre el puntal y el pasador. El valor promedio del
esfuerzo de soporte entre el puntal y el pasador se determina dividiendo la fuerza en
el puntal entre el 4rea total de soporte del puntal contra el pasador. Esta dltima es
igual al doble del espesor del puntal (debido a que el soporte se tiene en dos ubica-
ciones) por el didmetro del pasador (consulte la figura 1.30b). Por tanto, el esfuerzo
de soporte es

-_£ - — = 213 ksi
T Doy, 20375 m)(0.75m) 22K =
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Este esfuerzo de soporte no es excesivo para un puntal de acero estructural.

(b) Esfuerzo cortante en el pasador. Como se observa en la figura 1.30b, el
pasador tiende a cortarse en dos planos, que son los planos entre el puntal y las
placas de unién. Por tanto, el esfuerzo cortante promedio en el pasador (que estd en
cortante doble) es igual a la carga total aplicada al pasador dividida entre dos veces
el area de su seccion transversal.

o p 1k
pasador 27Td12;asador/4 2(0.75 in)2/4

= 13.6 ksi <=

Normalmente el pasador se fabricaria con acero de alta resistencia (esfuerzo de
fluencia en tensién mayor que 50 ksi) y con facilidad podria soportar este esfuerzo
cortante (el esfuerzo de fluencia en cortante usualmente es al menos 50% del esfuer-
zo de fluencia en tension).

(c) Esfuerzo de soporte entre el pasador y las placas de union. El pasador se
apoya contra las placas de unién en dos puntos, por tanto el drea de soporte es el
doble del espesor de las placas de unién por el didmetro del pasador; entonces,

P 12k sk
= 2(0.625 in)(0.75 in) _ 128 ksi <=

Op2 = 5
2tG dpasador

que es menor que el esfuerzo de soporte entre el puntal y el pasador (21.3 ksi).

(d) Esfuerzo de soporte entre los pernos de anclaje y la placa base. La compo-
nente vertical de la fuerza P (consulte la figura 1.30a) se transmite a la plataforma
por soporte directo entre la placa base y la plataforma. Sin embargo, la componente
horizontal se transmite a través de los pernos de anclaje. El esfuerzo de soporte
promedio entre la placa base y los pernos de anclaje es igual a la componente hori-
zontal de la fuerza P dividida entre el drea de soporte de los cuatro pernos. El drea de
soporte para un perno es igual al espesor de la placa base por el didmetro del perno.
En consecuencia, el esfuerzo de soporte es

_ Pcos40° (12 k)(cos 40°) B i
T T s 0375 im)(0.50im) 122K <=

(e) Esfuerzo cortante en los pernos de anclaje. El esfuerzo cortante promedio
en los pernos de anclaje es igual a la componente horizontal de la fuerza P dividida
entre el drea total de la seccién transversal de los cuatro pernos (observe que cada
perno estd sometido a cortante simple). Por lo tanto,

__ Pcosd0° _ (12k)(cos 40°)
perno 477-d[2mm0/4 47(0.50 in)2/4

= 11.7 ksi <=

Cualquier friccién entre la placa base y la plataforma reducirfa la carga sobre los
pernos de anclaje.
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Ejemplo 1.6

Ejemplo 1.6. Placa de
soporte en cortante.

Una placa de soporte del tipo empleado para sostener maquinas y trabes de puentes
consiste en un material linealmente elastico (por lo general un elastomero como
el caucho) cubierto con una placa de acero (figura 1.31a). Suponga que el espesor
del elastomero es &, que las dimensiones de la placa son a X by que la placa estd
sometida a una fuerza cortante horizontal V.

Obtenga férmulas para el esfuerzo cortante promedio 7,
el desplazamiento horizontal d de la placa (figura 1.31b).

en el elastémero y

prom

Suponga que los esfuerzos cortantes en el elastdmero estdn distribuidos uni-
formemente en todo el volumen del mismo. Entonces el esfuerzo cortante sobre
cualquier plano horizontal a través del elastomero es igual a la fuerza cortante V
dividida entre el drea ab de la placa (figura 1.31a):

\%
s (1.16)

La deformacion unitaria cortante correspondiente (de la ley de Hooke para cortante;
ecuacion 1.14) es

Tprom \4

Y="G, ~ @G, Gl <

en donde G, es el mddulo de corte del material elastomérico. Por tltimo, el despla-
zamiento horizontal d es igual a & tan vy (de la figura 1.31b):

_ _ \4
d = htan vy htan(abG) (1.18) <mm

En la mayor parte de las situaciones practicas la deformacion unitaria por cortante y
es un dngulo pequefio y en esos casos tan y se puede sustituir por y y obtenemos

hy
d=hy=—/" (1.19)  qum

Las ecuaciones (1.18) y (1.19) dan resultados aproximados del desplazamiento
horizontal de la placa, debido a que se basan en la suposicién de que el esfuerzo cor-
tante y la deformacion unitaria cortante son constantes en todo el volumen del material
elastomérico. En realidad, el esfuerzo cortante es cero en los bordes del material (por-
que no hay esfuerzos cortantes sobre las caras verticales libres) y, por tanto, la de-
formacion del material es mas compleja que la representada en la figura 1.31b. Sin
embargo, si la longitud a de la placa es grande en comparacion con el espesor £ del
elastémero, los resultados anteriores son satisfactorios para fines de disefio.
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1.7 ESFUERZOS Y CARGAS PERMISIBLES

La ingenieria se ha descrito apropiadamente como la aplicacion de la cien-
cia a los propdsitos comunes de la vida. Al cumplir esta misién, los inge-
nieros disefian una variedad aparentemente sin fin de objetos para satisfacer
las necesidades basicas de la sociedad. Esas necesidades incluyen vivienda,
agricultura, transporte, comunicacién y muchos otros aspectos de la vida
moderna. Los factores que se deben considerar en el disefio incluyen fun-
cionalidad, resistencia, apariencia, economia y efectos ambientales. Sin
embargo, al estudiar la mecdnica de materiales, nuestro interés principal
de disefio es la resistencia, es decir, la capacidad del objeto para soportar
o trasmitir cargas. Entre los objetos que deben soportar cargas se incluyen
edificios, maquinas, recipientes, camiones, aeronaves, barcos y similares.
Por simplicidad, nos referiremos a estos objetos como estructuras; por
tanto, una estructura es cualquier objeto que debe soportar o transmitir
cargas.

Como se debe evitar la falla estructural, las cargas que una estructura debe
soportar deben ser mayores que las cargas a que se someterd cuando esté en
servicio. Como la resistencia es la habilidad de una estructura para resistir
cargas, el criterio anterior se puede volver a plantear como sigue: la resis-
tencia real de una estructura debe ser mayor que la resistencia requerida.
La razoén entre la resistencia real y la resistencia requerida se denomina
factor de seguridad n:

. Resistencia real
Factor de seguridad n = - - - (1.20)
Resistencia requerida

Por supuesto, para evitar la falla el factor de seguridad debe ser mayor que
1.0. Dependiendo de las circunstancias, se utilizan factores de seguridad un
poco mayores que 1.0 y hasta de 10.

La incorporacién de factores de seguridad en el disefio no es un asunto
simple, porque tanto la resistencia como la falla pueden tener significados
distintos. La resistencia se puede medir mediante la capacidad de soporte de
carga de una estructura o por el esfuerzo en el material. Falla puede signifi-
car la fractura y el derrumbe completo de una estructura, o puede significar
que las deformaciones son tan grandes que la estructura ya no puede rea-
lizar sus funciones propuestas. Este tltimo tipo de falla puede presentarse
con cargas mucho menores que las que ocasionan el desplome real.

En la determinacién de un factor de seguridad también deben tomarse
en cuenta aspectos como los siguientes: probabilidad de sobrecarga acci-
dental de la estructura, por cargas que sobrepasan las cargas de disefio; ti-
pos de cargas (estdticas o dindmicas); si las cargas se aplican una vez o se
repiten; qué tan exactamente se conocen las cargas; posibilidades de falla
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por fatiga; imprecisiones de construccién; variabilidad en la calidad de la
mano de obra; variaciones en las propiedades de los materiales; deterioro
debido a corrosién u otros efectos ambientales; precision de los métodos de
analisis; si la falla es gradual (con advertencia suficiente) o repentina (sin
advertencia); consecuencias de la falla (dafio menor o catistrofe mayor) y
otras consideraciones de este tipo. Si el factor de seguridad es muy bajo,
la probabilidad de falla serd alta y la estructura serd inaceptable; si es muy
grande, la estructura serd un desperdicio de materiales y tal vez inadecuada
para su funcién (por ejemplo, podria ser muy pesada).

Debido a estas complejidades e incertidumbres, los factores de segu-
ridad deben determinarse con una base probabilistica. En general son esta-
blecidos por grupos de ingenieros experimentados que escriben los c6digos
y las especificaciones empleadas por otros disefiadores y en algunas ocasio-
nes se promulgan como leyes. Las previsiones de c6digos y especificaciones
tienen el propdsito de proporcionar niveles de seguridad razonables sin costos
exorbitantes.

En el disefio de aeronaves se acostumbra hablar del margen de segu-
ridad en lugar del factor de seguridad. El margen de seguridad se define
como el factor de seguridad menos uno:

Margen de seguridad = n— 1 (1.21)

El margen de seguridad con frecuencia se expresa como un porcentaje, caso
en el cual el valor dado antes se multiplica por 100. Por tanto, una estructura
que tiene un resistencia real que es 1.75 veces la requerida tiene un factor
de seguridad de 1.75 y un margen de seguridad de 0.75 (o 75 por ciento).
Cuando el margen de seguridad se reduce a cero o menos, la estructura
(probablemente) fallara.

Los factores de seguridad se definen e implantan de diversas maneras. Para
muchas estructuras, es importante que el material permanezca dentro del
rango elastico a fin de evitar deformaciones permanentes cuando se remue-
van las cargas. En estas condiciones el factor de seguridad se establece con
respecto a la fluencia de la estructura. La fluencia inicia cuando el esfuerzo
de fluencia se alcanza en cualquier punto dentro de la estructura. Por tanto,
al aplicar un factor de seguridad con respecto al esfuerzo de fluencia (o
resistencia a la fluencia), obtenemos un esfuerzo permisible (o esfuerzo de
trabajo) que no se debe rebasar en la estructura. Por tanto,

Resi a2 la fl .
Esfuerzo permisible = csistencia a a Penma (1.22)
Factor de seguridad
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O bien, para tension y cortante, respectivamente,

.
Operm = n_l Y Tperm = n_2 (1.23a,b)

donde o, y 7, son los esfuerzos de fluencia y n, y n, son los factores de se-
guridad correspondientes. En el disefio de edificios, un factor de seguridad
comtn con respecto a la fluencia en tensién es 1.67; por lo que un acero
dulce que tenga una resistencia a la fluencia de 36 ksi tiene un esfuerzo
permisible de 21.6 ksi.

En ocasiones el factor de seguridad se aplica al esfuerzo ltimo en vez
de al esfuerzo de fluencia. Este método es adecuado para materiales fragi-
les, como el concreto y algunos plésticos, y para materiales sin un esfuerzo
de fluencia bien definido, como la madera y los aceros de alta resistencia.
En estos casos los esfuerzos permisibles en tensién y cortante son

Tperm = :—i’ Y Toerm = ;—i’ (1.24a,b)

donde o,y 7, son los esfuerzos ultimos (o resistencias tltimas). Los fac-
tores de seguridad con respecto a la resistencia ultima de un material, en
general, son mayores que los basados en la resistencia a la fluencia. En
el caso de acero dulce, un factor de seguridad de 1.67 con respecto a la
fluencia corresponde a un factor de aproximadamente 2.8 con respecto a
la resistencia ultima.

Después que se han establecido los esfuerzos permisibles para un material
0 una estructura particular, se puede determinar la carga permisible sobre
esa estructura. La relacion entre la carga permisible y el esfuerzo permisible
depende del tipo de estructura. En este capitulo nos interesan sélo las clases
mads elementales de estructuras, que son las barras en tension o compresion
y los pasadores (o pernos) en cortante directo y en soporte.

En estos tipos de estructuras los esfuerzos estan distribuidos uniforme-
mente (o al menos se supone que lo estdn) sobre un drea. Por ejemplo, en
el caso de una barra en tension, el esfuerzo esta distribuido uniformemente
sobre el drea de la seccion transversal, siempre que la fuerza axial resultante
actte en el centroide de la seccion transversal. Lo mismo es védlido para una
barra en compresion con la condicidn que no se le someta a una carga ex-
céntrica que provoque pandeo. En el caso de un pasador sometido a cortan-
te, s6lo consideramos el esfuerzo cortante promedio sobre la seccion trans-
versal, que es equivalente a suponer que el esfuerzo cortante esta distribuido
uniformemente. De manera similar, s6lo consideramos un valor promedio
del esfuerzo de soporte que actia sobre el drea proyectada del pasador.
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Por tanto, en los cuatro casos anteriores la carga permisible (también
llamada carga segura) es igual al esfuerzo permisible por el area sobre la
que actuda:

Carga permisible = (Esfuerzo permisible)(Area) (1.25)

Para barras en tension y compresion directa (sin pandeo), esta ecuacion
se convierte en

Pperm = Operm A (126)

donde 0, es el esfuerzo normal permisible y A es el drea de la seccion
transversal de la barra. Si la barra tiene un agujero, cuando se somete a
tension es usual que se emplee el drea neta. El area neta es el drea total de
la seccidn transversal menos el drea del agujero. Para compresidn, se puede
emplear el drea total si por el agujero pasa un perno o un pasador que pueda
transmitir los esfuerzos de compresion.

Para pasadores en cortante directo, la ecuacion (1.25) se transforma en

Pperm = TpermA (127)

en donde 7, es el esfuerzo cortante permisible y A es el drea sobre la que
actda el esfuerzo cortante. Si el pasador estd en cortante simple, el drea es
el de la seccion transversal del pasador; en cortante doble, es el doble del
area de la seccion transversal.

Por dltimo, la carga permisible basada en soporte es

P = 04, (1.28)

en donde o, es el esfuerzo normal permisible y A, es el drea proyectada del
pasador u otra superficie sobre la que actdan los esfuerzos de soporte.

El siguiente ejemplo ilustra cémo se determinan las cargas permisibles
cuando se conocen los esfuerzos permisibles del material.
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Ejemplo 1.7

Ejemplo 1.7. Barra de
suspension vertical sometida a una
carga de tension P: (a) vista frontal de la
conexion con perno y (b) vista lateral de la
conexion.

Una barra de acero que trabaja como barra de suspension para maquinaria pesada
en una fabrica, estd acoplada a un soporte mediante la conexién con perno que se
muestra en la figura 1.32. La parte principal del colgante tiene una seccién trans-
versal rectangular con un ancho b, = 1.5 in y un espesor ¢ = 0.5 in. En la conexién
con perno la barra de suspension se alarga hasta un ancho b, = 3.0 in. El perno,
que transfiere la carga de la barra a las dos placas de unidn, tiene un didmetro d =
1.0 in.

Determine el valor permisible de la carga de tensién P en la barra de suspensién
con base en las siguientes consideraciones:

(a) El esfuerzo de tensién permisible en la parte principal de la barra de sus-
pension es 16,000 psi.

(b) El esfuerzo de tension permisible en la barra de suspension en su seccién
transversal que pasa por el agujero del perno es 11,000 psi. (El esfuerzo permisible
en esta seccién es menor debido a las concentraciones de esfuerzos alrededor del
agujero).

(c) El esfuerzo de soporte permisible entre la barra de suspensién y el perno
es 26,000 psi.

(d) El esfuerzo cortante permisible en el perno es 6500 psi.

. Td =10in
Tornillo

suspension

——> |«—1=0.51in

b1=l.5in

! !

(2) (b)

(a) La carga permisible P, con base en el esfuerzo en la parte principal de la ba-
rra de suspension es igual al esfuerzo permisible en tension por el drea de la seccion
transversal de la barra de suspension (ecuacion 1.26):

Py = Operm A = Operm b1t = (16,000 psi)(1.5in X 0.5 in) = 12,000 Ib

continiia
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Una carga mayor que este valor provocard una tension excesiva en la parte principal
de la barra de suspension, es decir, el esfuerzo real excederd el esfuerzo permisible
y, en consecuencia, se reduciria el factor de seguridad.

(b) En la seccidn transversal de la barra de suspension a través del perno debe-
mos hacer un célculo similar, pero con un esfuerzo permisible y un drea diferentes.
El 4rea neta de la seccién transversal es igual al ancho neto por el espesor. El ancho
neto es igual al ancho total b, menos el didmetro d del agujero. Por tanto, la ecuacién
para la carga permisible P, en esta seccion es

Py = Operm A = Operm (b2 — d)t = (11,000 psi)(3.0 in — 1.0 in)(0.5 in)
11,000 Ib

(c) La carga permisible basada en el soporte entre la barra de suspension y el
perno es igual al esfuerzo de soporte permisible por el area se soporte. El drea de
soporte es la proyeccion del area real de contacto, que a su vez es igual al didmetro
del perno por el espesor de la barra de suspensién. Por tanto, la carga permisible
(ecuacion 1.28) es

P; = 0,A = g,dt = (26,000 psi)(1.0 in)(0.5 in) = 13,000 1b

(d) Por dltimo, la carga permisible P, con base en el cortante en el perno es
igual al esfuerzo cortante permisible por el drea de corte (ecuacién 1.27). El drea
de corte es dos veces el drea del perno debido a que el perno esta en cortante doble;
por tanto:

Py = Toerm A = Toerm (2)(71d?/4) = (6500 psi)(2)(m)(1.0 in)*/4 = 10,200 1b

Ahora hemos determinado las cargas de tension permisibles en la barra de suspen-
sion con base en las cuatro condiciones dadas.

Al comparar los cuatro resultados anteriores, observamos que el valor menor
de la carga es

Pperm = 10,200 Ib <=

Esta carga, que se basa en el cortante en el perno, es la carga de tension permisible
en la barra de suspension.
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1.8 DISENO POR CARGAS AXIALES Y CORTANTE DIRECTO

En la seccién anterior analizamos la determinacién de las cargas permi-
sibles para estructuras simples y en secciones anteriores vimos cémo de-
terminar esfuerzos, deformaciones unitarias y deformaciones en barras. La
determinacion de esas cantidades se conoce como analisis. En el contexto de
la mecanica de materiales, el andlisis consiste en determinar la respuesta
de una estructura a cargas, cambios de temperatura y otras acciones fisicas.
Por respuesta de una estructura queremos decir los esfuerzos, las deforma-
ciones unitarias y las deformaciones producidas por las cargas.

Respuesta también se refiere a la capacidad de soporte de carga de una
estructura; por ejemplo, la carga permisible sobre una estructura es una for-
ma de respuesta.

Se dice que una estructura es conocida (0 dada) cuando tenemos una
descripcidn fisica completa de ella, es decir cuando conocemos todas sus
propiedades. Las propiedades de una estructura incluyen los tipos de ele-
mentos y cémo estan dispuestos, las dimensiones de todos los elementos,
los tipos de soportes y donde se ubican, los materiales empleados y sus
propiedades. Asi, cuando se analiza una estructura, se dan las propiedades
y se determinard su respuesta.

El proceso inverso se denomina disefio. Al disefiar una estructura, de-
bemos determinar las propiedades de la estructura a fin de que soporte las
cargas y cumpla sus funciones previstas. Por ejemplo, un problema de di-
seflo comun en ingenieria es determinar el tamafio de un elemento para so-
portar ciertas cargas dadas. En general, disefiar una estructura es un proceso
mds largo y mads dificil que analizarla; de hecho, analizar una estructura, a
menudo mas de una vez, es parte caracteristica del proceso de disefio.

En esta seccidn trataremos el disefio en su forma mas elemental calcu-
lando los tamaifios requeridos de elementos en tensién y compresion simple
asi como de pasadores y pernos cargados en cortante. En estos casos el
proceso de disefio es muy directo. Si se conocen las cargas que se van a
transmitir y los esfuerzos permisibles en los materiales, podemos calcular
las dreas necesarias de los elementos a partir de la relacion general siguiente
(compdrela con la ecuacién 1.25):

Carga por transmitir
Esfuerzo permisible

Area requerida= (1.29)

Esta ecuacion se puede aplicar a cualquier estructura en la que los esfuerzos
estén distribuidos uniformemente sobre el drea. (Su uso en la determinacion
del tamafio de una barra en tension y el tamafio de un pasador en cortante se
ilustra en el ejemplo 1.8 que sigue).

Ademas de consideraciones de resistencia, como se ejemplifica por la
ecuacion (1.29), es probable que el disefio de una estructura comprenda
la rigidez y la estabilidad. Rigidez se refiere a la capacidad de la estructu-
ra para resistir cambios de forma (por ejemplo, para resistir alargamiento,
flexion o torsidén) y estabilidad se refiere a la habilidad de la estructura para
resistir pandeo ante esfuerzos de compresién. En ocasiones son necesarias
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Tension, compresion y cortante

limitaciones en la rigidez para evitar deformaciones excesivas, como de-
flexiones grandes de una viga que podrian interferir con su desempefio. El
pandeo es la consideracién principal en el disefio de columnas, que son
elementos esbeltos en compresién (capitulo 11).

Otra parte del proceso de disefio es el perfeccionamiento, que es la
tarea de diseflar la mejor estructura para cumplir con una meta particular,
como peso minimo. Por ejemplo, puede haber muchas estructuras que so-
portardn una carga dada, pero en algunas circunstancias la mejor estructura
serd la mas ligera. Por supuesto, una meta como peso minimo generalmente
se debe equilibrar con consideraciones mds generales, incluyendo los as-
pectos estético, econémico, ambiental, politico y técnico del proyecto de
disefio particular.

Al analizar o disefiar una estructura, nos referimos a las fuerzas que
actdan sobre ella ya sea como cargas o reacciones. Las cargas son fuerzas
activas que se aplican a la estructura debido a alguna causa externa, como la
gravedad, presion del agua, viento y movimiento del suelo por un terremo-
to. Las reacciones son fuerzas pasivas que se inducen en los soportes de la
estructura, cuyas magnitudes y direcciones se determinan por la naturaleza
de la propia estructura. Por tanto, las reacciones se deben calcular como
parte del andlisis, en tanto que las cargas se conocen de antemano.

El ejemplo 1.8, en las siguientes pdginas, comienza con un repaso de
los diagramas de cuerpo libre y de la estatica elemental y concluye con el
disefio de una barra en tensién y un pasador en cortante directo.

Al trazar diagramas de cuerpo libre es util hacer la diferencia entre re-
acciones debidas a cargas y reacciones debidas a otras fuerzas aplicadas. Un
esquema comun es colocar una linea o linea inclinada, a través de la flecha
cuando representa una fuerza reactiva, como se ilustra en la figura 1.34 del
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.8

Ejemplo 1.8. Armadura de
dos barras ABC que soportan un anuncio
con peso W.

La armadura de dos barras ABC que se muestra en la figura 1.33 tiene soportes ar-
ticulados en los puntos A y C, que estdn separados 2.0 m. Los elementos AB 'y BC
son barras de acero, interconectadas por un pasador en el nodo B. La longitud de la
barra BC es de 3.0 m. Un anuncio que pesa 5.4 kN estd suspendido de la barra BC
en los puntos D y E, que estdn ubicados a 0.8 m y 0.4 m, respectivamente, de los
extremos de la barra.

Determine el drea de la seccién transversal necesaria de la barra AB y el dia-
metro necesario del pasador en el soporte C si los esfuerzos permisibles en tension
y cortante son 125 MPa y 45 MPa, respectivamente. (Nota: los pasadores en los
soportes estdn en cortante doble. Ademads, no tome en cuenta los pesos de los ele-
mentos AB 'y BC.)

i
* fa , s
LT 4"4*0.9 m4+*0.9 mﬂﬁ

0.8 m 0.4 m
W=54kN

v

¥

Los objetivos de este ejemplo son determinar los tamafios necesarios de la barra
AB'y del pasador en el soporte C. Como primer punto, debemos determinar la fuerza
de tension en la barra y la fuerza cortante que atda sobre el pasador. Estas cantidades
se encuentran a partir de diagramas de cuerpo libre y ecuaciones de equilibrio.

Reacciones: iniciamos con un diagrama de cuerpo libre de la armadura com-
pleta (figura 1.34a). En este diagrama mostramos todas las fuerzas que actian sobre
la armadura, que son, las cargas del peso del anuncio y las fuerzas reactivas ejercidas
por los soportes de los pasadores en A y C. Cada reaccion se muestra mediante sus
componentes horizontal y vertical, mostrando la reaccién resultante mediante una
linea discontinua. (Observe el uso de lineas a través de las flechas para distinguir las
reacciones de las cargas).

La componente horizontal R,,, de la reaccién en el soporte A se obtiene su-
mando momentos con respecto al punto C, como sigue (los momentos en sentido
contrario al de las manecillas del reloj son positivos):

>Mc=0 R4z(2.0m) — (2.7kN)(0.8 m) — (2.7 kN)(2.6 m) = 0

continiia
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Diagramas de cuerpo libre
para el ejemplo 1.8.

Resolviendo esta ecuacion, obtenemos

RAH = 4.590 kN

Enseguida sumamos las fuerzas en la direccién horizontal y tenemos

SFhoiz=0  Rew = Rag = 4.590 kN

Para obtener la componente vertical de la reaccién en el soporte C podemos
emplear un diagrama de cuerpo libre del elemento BC, como se muestra en la figura
1.34b. La suma de momentos con respecto al nodo B da la componente deseada de
la reaccion:

SMp=0  —Rey(3.0m) + (2.7 kN)(2.2 m) + (2.7 kN)(0.4 m) = 0
RCV = 2.340 kN

Ahora regresamos al diagrama de cuerpo libre de la armadura completa (figura
1.34a) y sumamos fuerzas en la direccion vertical para obtener la componente ver-
tical R, de la reaccion en A:

2Fenn=0 Roay+ Rcy —27kN —27kN =0
R,y = 3.060 kN
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Como una verificacion parcial de estos resultados, observamos que la razén R, /R,
de las fuerzas que actdan en el punto A es igual a la razén de las componentes verti-
cal y horizontal de la linea AB que es: 2.0 m/3.0 m o 2/3.

Conociendo las componentes horizontal y vertical de la reaccién en A, pode-
mos calcular la reaccion misma (figura 1.34a):

Ry=V(Ran) + (Ray)” = 5516 kN

De manera similar, la reaccién en el punto C se obtiene a partir de sus componentes
Rey y Rey, como sigue:

Re=VRcn) + Rey)® = 5.152 kN

Fuerza de tension en la barra AB. Como no tomamos en cuenta el peso de la
barra AB, la fuerza de tension F,j en la barra es igual a la reaccién en A (consulte
la figura 1.34):

FAB: RA = 5516 kN

Fuerza cortante que actiia sobre el pasador en C. Esta fuerza cortante es igual
a la reaccién R, (consulte la figura 1.34); por tanto,

De esta manera, ahora hemos determinado la fuerza de tensién F),; en la barra AB y
la fuerza cortante V. que actia sobre el pasador en C.

Area necesaria de la barra. El drea de la seccién transversal necesaria de la
barra AB se calcula dividiendo la fuerza de tension entre el esfuerzo permisible, ya
que el esfuerzo estd distribuido uniformemente sobre la seccion transversal (consul-
te la ecuacién 1.29):

Fas _ 5516KN
Coerm 125 MPa

AAB = = 44.1 mmz -

La barra AB se debe disefiar con un drea de seccién transversal igual o mayor que
44.1 mm? a fin de que soporte el peso del anuncio, que es la dnica carga que conside-
ramos. Si se incluyen otras cargas en los cdlculos, el drea necesaria serd mayor.

Didmetro necesario del pasador. El area de la seccion transversal necesaria del
pasador en C, el cual estd en cortante doble, es

Ve  5152kN

A asador — - = 57.2 ’
pasador = o 2(45 MPa) i

de donde podemos calcular el didmetro requerido:

dpasador =V 4Apasador /7 = 8.54 mm -

continiia
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Se necesita un pasador con al menos este didmetro para soportar el peso del anuncio
sin sobrepasar el esfuerzo cortante permisible.

Notas: en este ejemplo, omitimos intencionalmente en los calculos el peso de
la armadura. Sin embargo, una vez que se conozcan los tamafios de los elementos,
se pueden calcular sus pesos e incluirlos en los diagramas de cuerpo libre de la
figura 1.34.

Cuando se incluyen los pesos de las barras, el disefio del elemento AB se com-
plica, debido a que ya no es una barra en tension simple. En cambio, es una viga so-
metida tanto a flexién como a tensién. Existe una situacion andloga para el elemento
BC. No s6lo debido a su propio peso, sino también al peso del anuncio, el elemento BC
estd sometido tanto a flexién como a compresion. El disefio de esos elementos debe
esperar hasta que estudiemos los esfuerzos en vigas (capitulo 5).

En la prictica se tienen que considerar otras cargas ademds de los pesos de la
armadura y del anuncio antes de tomar una decision final sobre los tamafios de las
barras y de los pasadores. Las cargas que podrian ser importantes incluyen cargas
por viento, cargas por sismo y los pesos de los objetos que tendrian que soportar de
manera temporal la armadura y el anuncio.

P
i," ']LO.Sm 1.8 m
TR  /

(2)

(Repetida.)

Fap
R D E B
“r~c ®
I ’
} e’ %—0.8 m 1.8m ‘
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27KN §4m ¢ TV 27kN 27KN g 4m
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CAPIiTULO 2 Elementos cargados axialmente

2.6 ESFUERZOS SOBRE SECCIONES INCLINADAS

Barra prismadtica en tensién
mostrando los esfuerzos que actiian sobre
la seccién transversal mn: (a) barra con
fuerzas axiales P, (b) vista tridimensional
mostrando los esfuerzos normales y (c)
vista bidimensional.

En nuestro andlisis anterior de tensién y compresion en elementos cargados
axialmente, los Unicos esfuerzos que consideramos fueron los normales que
actdan sobre las secciones transversales. Estos se representan en la figura
2.30, donde consideramos una barra AB sometida a cargas axiales P.

Cuando la barra se corta en una seccién transversal intermedia por un
plano mn (perpendicular al eje x), obtenemos el diagrama de cuerpo libre
que se muestra en la figura 2.30b. Los esfuerzos normales que actian sobre
la seccidn cortada se deben calcular con la férmula o, = P /A siempre que la
distribucién del esfuerzo sea uniforme sobre el drea de la seccion trans-
versal A. Como ya se explicé en el capitulo 1, esta condicién existe si la
barra es prismatica, el material es homogéneo y la fuerza axial P actia en
el centroide del drea de la seccién transversal, y la seccidén transversal estd
alejada de de cualquier concentracién localizada de esfuerzos. Por supues-
to, no hay esfuerzos cortantes actuando sobre la seccién cortada, debido a
que ésta es perpendicular al eje longitudinal de la barra.

Por conveniencia se suelen mostrar los esfuerzos en una vista bidimen-
sional de la barra (figura 2.30c) en vez de la vista tridimensional mds com-
pleja (figura 2.30b). Sin embargo, al trabajar con figuras bidimensionales
no debemos olvidar que la barra tiene un espesor perpendicular al plano de

P ~ - P
—jgmn X o —_—
DTN ITE .
Z LR L= 2
A . B
(@)
y
- e =
P T o=P
<_//"*1 ****** X X A
R —
z - 5
A
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©



Elemento de esfuerzo en el
punto C de la barra cargada axialmente
mostrada en la figura 2.30c: (a) vista
tridimensional del elemento y (b) vista
bidimensional del elemento.

SECCION 2.6 Esfuerzos sobre secciones inclinadas

la figura. Esta tercera dimensién debe considerarse en las deducciones y en
los célculos.

La forma mas qitil de representar los esfuerzos en la barra de la figura 2.30
es aislar un elemento pequefio de material, como el que se identifica con
C en la figura 2.30c y luego mostrar los esfuerzos que actiian sobre todas
sus caras. Un elemento de este tipo se denomina elemento de esfuerzo. El
elemento de esfuerzo en el punto C es un bloque rectangular pequefio (no
importa si es un cubo o un paralelepipedo rectangular) con su cara derecha
coincidiendo con la seccién mn.

Las dimensiones de un elemento de esfuerzo se suponen infinitesimal-
mente pequefias, pero por claridad lo dibujamos a una escala grande, como
en la figura 2.31a. En este caso, los bordes del elemento son paralelos a los
ejes x, y y z, y las tnicos esfuerzos son los normales o, que actian sobre
las caras x (recuerde que las caras x tienen sus normales paralelas al eje x).
Como es mds conveniente, con frecuencia dibujaremos una vista bidimen-
sional del elemento (figura 2.31b) en lugar de una vista tridimensional.

El elemento de esfuerzo de la figura 2.31 s6lo muestra una vista limitada
de los esfuerzos en una barra cargada axialmente. Para obtener una repre-
sentacion mas completa, necesitamos investigar los esfuerzos que acttian
sobre secciones inclinadas, como la seccién cortada por el plano inclinado
pq en la figura 2.32a. Puesto que los esfuerzos son los mismos en toda la
barra, los que actian sobre la seccién inclinada deben estar distribuidos
uniformemente, como se representa en los diagramas de cuerpo libre de la
figura 2.32b (vista tridimensional) y en la figura 2.32c (vista bidimensio-
nal). A partir del equilibrio del cuerpo libre sabemos que la resultante de los
esfuerzos debe ser una fuerza horizontal P. (La resultante se traza con una
linea discontinua en las figuras 2.32b y 2.32c.)
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Barra prismadtica en
tension mostrando los esfuerzos que
actdan sobre una seccion inclinada
pq: (a) barra con fuerzas axiales P,
(b) vista tridimensional de la barra
cortada mostrando los esfuerzos y
(c) vista bidimensional.
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Como punto preliminar, necesitamos un esquema para especificar la
orientacion de la seccion inclinada pg. Un método estandar es especificar
el angulo 0 entre el eje x y la normal 7 a la seccion (consulte la figura 2.33a).
De esta manera, el angulo 6 para la seccién inclinada mostrada en la figura
es aproximadamente 30°. En contraste, la seccién transversal mn (figu-
ra 2.30a) tiene un angulo 0 igual a cero (debido a que la normal a la seccién es
el eje x). Como ejemplos adicionales, considere, el elemento de esfuerzo de
la figura 2.31. El 4ngulo 6 para la cara derecha es 0, para la cara superior es
90° (una seccién longitudinal de la barra), para la cara izquierda es 180° y
para la cara inferior es 270° (o —90°).

Ahora regresemos a la tarea de determinar los esfuerzos que actian
sobre la seccién pqg (figura 2.33b). Como ya se menciond, la resultante de
estos esfuerzos es una fuerza P en la direccion x. Esta resultante se puede
separar en dos componentes, una fuerza normal N que es perpendicular al
plano inclinado pg y una fuerza cortante V que es tangencial a ella. Estas
componentes de la fuerza son

N = Pcos 0 V=Psen 0 (2.26a,b)

Asociados con las fuerzas N y V se tienen esfuerzos normales y cortantes
que estan distribuidos uniformemente sobre la seccién inclinada (figuras



Barra prismadtica en tensién
mostrando los esfuerzos que actdan sobre
una seccién inclinada pgq.

SECCION 2.6 Esfuerzos sobre secciones inclinadas

(a)

(b)
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2.33 c y d). El esfuerzo normal es igual al fuerza normal N dividida entre
el area de la seccion y el esfuerzo cortante es igual a la fuerza cortante V
dividida entre el area de la seccion. Por tanto, los esfuerzos son

N Vv
=— =— 2.27a,b
o Al T A ( )

en donde A, es el drea de la seccion inclinada:
A=A (2.28)

cos 6
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Convencion de signos para
esfuerzos que actiian sobre una seccién
inclinada. (Los esfuerzos normales son
positivos en tension y los esfuerzos
cortantes son positivos cuando tienden a
producir rotacién en sentido contrario al de
las manecillas del reloj).

Como es usual, A representa el drea de la seccién transversal de la barra.
Los esfuerzos o y 7 actdan en las direcciones que se muestran en la figura
2.33c y d, es decir, en las mismas direcciones que la fuerza normal Ny que
la fuerza cortante V, respectivamente.

En este punto necesitamos establecer una notacién y convencion de
signos estandarizadas para los esfuerzos que actdan sobre las secciones
inclinadas. Utilizaremos un subindice 0 para indicar que el esfuerzo ac-
tda sobre una seccion inclinada un dngulo 6 (figura 2.34), de igual forma
empleamos un subindice x para indicar que los esfuerzos actian sobre una
seccién perpendicular al eje x (consulte la figura 2.30). Los esfuerzos nor-
males o, son positivos en tension y los esfuerzos cortantes 7, son positivos
cuando tienden a producir una rotacién del material en sentido contrario al
de las manecillas del reloj, como se muestra en la figura 2.34.

Para una barra en tension, la fuerza normal N produce esfuerzos nor-
males positivos o, (consulte la figura 2.33c) y la fuerza cortante produce
esfuerzos cortantes negativos 7, (consulte la figura 2.33d). Estos esfuerzos
estdn dados por las siguientes ecuaciones (consulte las ecuaciones 2.26,
227y 228):

Vv

_A_l = — £senﬁcos (7

0'9:_:—00520 Ty =
Introduciendo la notacién o, = P/A, en donde o, es el esfuerzo normal

sobre una seccion trasversal y también empleando las relaciones trigono-
métricas

cos?f = %(1 + cos 26) senfcos 0 = %(sen 26)

obtenemos las expresiones siguientes para los esfuerzos normal y cor-
tante:

0y = 0,cos°0 = % (1 + cos 26) (2.292)
Tg = —0,senf cosh = —%(sen 20) (2.29b)

Estas ecuaciones dan los esfuerzos que acttian sobre una seccién inclinada
orientada en un dngulo 6 con respecto al eje x (figura 2.34).

Es importante reconocer que las ecuaciones (2.29a) y (2.29b) sélo fue-
ron deducidas a partir de la estdtica y, por tanto, son independientes del
material. Entonces, estas ecuaciones son vdlidas para cualquier material, ya
sea que se comporte lineal o no linealmente, eldstica o ineldsticamente.



Grifica del esfuerzo normal
o,y del esfuerzo cortante 7, en funcién del
angulo 0 de la seccién inclinada (consulte
la figura 2.34 y las ecuaciones 2.29a y b).

SECCION 2.6 Esfuerzos sobre secciones inclinadas

0y O Ty

Oy

~90° -

Esfuerzos normales y cortantes maximos

La forma en que varian los esfuerzos conforme la seccion inclinada se corta
en varios angulos se muestra en la figura 2.35. El eje horizontal da el angulo 6
conforme varia de —90° a +90°, el eje vertical indica los esfuerzos o, y
T,. Observe que un dngulo positivo 6 se mide en sentido contrario al de las
manecillas del reloj desde el eje x (figura 2.34) y uno negativo se mide en
sentido de las manecillas del reloj.

Como se muestra en la grafica, el esfuerzo normal o, es igual a o,
cuando 6 = 0. Entonces, a medida que # aumenta o disminuye, el esfuerzo
normal disminuye hasta que en § = =90° se hace cero, debido a que no hay
esfuerzos normales sobre las secciones cortadas paralelas al eje longitudi-
nal. El esfuerzo normal maximo se presentaen § = 0y es

Omax = Oy (2.30)

Ademais, observamos que cuando 6 = *+45°, el esfuerzo normal es la mitad
del valor maximo.

El esfuerzo cortante 7, es cero sobre las secciones transversales de la
barra (6 = 0) asi como sobre las secciones longitudinales (6§ = =90°). Entre
estos extremos, el esfuerzo varia como se muestra en la grafica, alcanzan-
do el valor positivo mdximo cuando § = —45° y el valor negativo maximo
cuando 6 = +45°. Estos esfuerzos cortantes maximos tiecnen la misma
magnitud:

Tonie = 2 231
2
pero tienden a girar al elemento en direcciones opuestas.

Los esfuerzos médximos en una barra en tension se muestran en la
figura 2.36. Hemos seleccionado dos elementos de esfuerzo, el elemento A
estd orientado en # = 0° y el elemento B estd orientado en § = 45°. El ele-
mento A tiene los esfuerzos normales maximos (ecuacion 2.30) y el elemen-
to B tiene los esfuerzos cortantes maximos (ecuacion 2.31). En el caso del
elemento A (figura 2.36b), los Unicos esfuerzos son los normales maximos
(no existen esfuerzos cortantes sobre ninguna de las caras).
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A

Ox

Esfuerzos normales y
cortantes que actiian sobre elementos
de esfuerzo orientados en § = 0° y
0 = 45° para una barra en tension.
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En el caso del elemento B (figura 2.36¢), actian esfuerzos normales y
cortantes sobre todas las caras (excepto, por supuesto, en las caras anterior
y posterior del elemento). Considere, por ejemplo, la cara a 45° (la superior
derecha). Sobre ella, los esfuerzos normales y cortantes (de las ecuaciones
2.29ay b) son o, /2 y -0, /2, respectivamente. De aqui, el esfuerzo normal
estd en tension (positivo) y el esfuerzo cortante actda en el sentido de las
manecillas del reloj (negativo) contra el elemento. Los esfuerzos sobre las ca-
ras restantes se obtienen de una manera similar sustituyendo 6 = 135°, -45°
y —135° en las ecuaciones (2.29a y b).

Entonces, en este caso especial de un elemento orientado en 6 = 45°,
los esfuerzos normales sobre las cuatro caras son los mismos (iguales a
0,/2) y los cuatro esfuerzos cortantes tienen la misma magnitud (igual a o, /2).
Asimismo, observe que los esfuerzos cortantes que actdan sobre planos per-
pendiculares son iguales en magnitud y tienen direcciones ya sea hacia arriba
o bien alejadas de la linea de interseccion de los planos, como se analizé
con detalle en la seccién 1.6.

Si una barra se carga en compresion en lugar de en tension, el esfuerzo
o, serd de compresion y tendrd un valor negativo. En consecuencia, todos
los esfuerzos que actdan sobre elementos de esfuerzo tendran direcciones
opuestas a las de una barra en tension. Por supuesto, las ecuaciones (2.29a 'y
b) atin se pueden usar para los cdlculos simplemente sustituyendo o, como
una cantidad negativa.

No obstante que el esfuerzo cortante maximo en una barra cargada
axialmente sélo es la mitad del esfuerzo normal méaximo, el esfuerzo cor-
tante puede ocasionar la falla si el material es mucho mds débil en cortante
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FIGURA 2.37 Falla por cortante a lo largo
de un plano a 45° de un bloque de madera
sometido a compresion.

FIGURA 2.38 Bandas de deslizamiento (o
bandas de Liiders) en una probeta de acero
pulido sometida a tension.
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que en tensién. Un ejemplo de una falla por cortante se representa en la
figura 2.37, donde se muestra un bloque de madera que se sometié a com-
presion y fallé por cortante a lo largo de un plano a 45°.

Un comportamiento similar se tiene en el acero dulce sometido a ten-
sién. Durante un ensayo a tensién de una barra plana de acero al bajo car-
bono con superficies pulidas, aparecen bandas de deslizamiento visibles en
los lados de la barra a aproximadamente 45° respecto de su eje (figura 2.38).
Estas bandas indican que el material estd fallando en cortante a lo largo de
planos sobre los cuales el esfuerzo cortante es maximo. Las bandas fueron
observadas por primera vez por G. Piobert en 1842 y W. Liiders en 1860
(consulte las referencias 2.5 y 2.6) y en la actualidad se llaman bandas de
Liiders o bandas de Piobert. Comienzan a aparecer cuando el esfuerzo de
fluencia se alcanza en la barra (punto B en la figura 1.10 de la seccién 1.3).

Esfuerzo uniaxial

El estado de esfuerzo que se describe en toda esta seccidn se llama esfuerzo
uniaxial, por la obvia razén de que la barra se somete a tensién o compre-
sién simple s6lo en una direccién. Las orientaciones mas importantes de los
elementos de esfuerzo para esfuerzo uniaxial son # = 0y 6 = 45° (figuras
2.36b y c); la primera tiene un esfuerzo normal maximo y la segunda tiene
un esfuerzo cortante méaximo. Si las secciones se cortan a través de la barra
en otros dngulos, los esfuerzos que actdan sobre las cargas de los elementos
de esfuerzo correspondientes se pueden determinar a partir de las ecuacio-
nes (2.29a y b), como se ilustra en los ejemplos 2.10 y 2.11 siguientes.

El esfuerzo uniaxial es un caso especial de un estado de esfuerzo mas
general conocido como esfuerzo plano, que se describe con detalle en el
capitulo 7.

Carga

Carga
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Ejemplo 2.10

Una barra prismadtica con drea de su seccion transversal A = 1200 mm? se comprime
mediante una carga axial P = 90 kN (figura 2.39a).

(a) Determine los esfuerzos que actian sobre una seccién inclinada pg cortada
a través de la barra en un dngulo 6§ = 25°.

(b) Determine el estado de esfuerzo completo para # = 25° y muestre los es-
fuerzos sobre un elemento de esfuerzo con la orientacion adecuada.

=25
\ P =90 kN 13.4 MPa\

/

A

28.7 MPa
28.7 MPa

25°
\ 61.6 MPa
(@)
28.7 MPa
28.7 MPa 950 =
>\AA6M/P§ " 287MPa

61.6 MPa \
13.4 MPa

(b) (c)

q

Ejemplo 2.10. Esfuerzos
sobre una seccion inclinada.

(a) Esfuerzos sobre la seccion inclinada. Para determinar los esfuerzos que
actdan sobre una seccion con § = 25°, primero calculamos el esfuerzo normal o,
que acttia sobre una seccion transversal:

90kN

T200mm? ~ > MPa

o _P__
* A
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donde el signo menos indica que el esfuerzo es de compresion. Enseguida, calcu-
lamos los esfuerzos normal y cortante con las ecuaciones (2.29a y b) con § = 25°,
como sigue:

0y = 0, cos? 0 = (=75 MPa)(cos 25°)*> = —61.6 MPa <=

79 = — 0, senf cos 6 = (75 MPa)(sen 25°)(cos 25°) = 28.7 MPa <=

En la figura 2.39b se muestran estos esfuerzos que actian sobre la seccién inclinada.
Observe que el esfuerzo normal o, es negativo (de compresién) y el esfuerzo cortan-
te 7, es positivo (sentido contrario al de las manecillas del reloj).

(b) Estado de esfuerzo completo. Para determinar el estado de esfuerzo comple-
to necesitamos calcular los esfuerzos que actian sobre todas las caras de un elemento
de esfuerzo orientado a 25° (figura 2.39c). La cara ab, para la cual § = 25°, tiene la
misma orientacién que el plano inclinado que se muestra en la figura 2.39b. Por tanto,
los esfuerzos son los mismos que los dados con anterioridad.

Los esfuerzos sobre la cara opuesta cd son los mismos que sobre la cara ab,
lo que se puede verificar sustituyendo 6 = 25° + 180° = 205° en las ecuaciones
(2.29ayb).

Para la cara ad sustituimos § = 25° — 90° = —65° en las ecuaciones (2.29a y
b) y obtenemos

oy = —13.4 MPa T9 = —28.7 MPa

Estos mismos esfuerzos se aplican a la cara opuesta bc, como se puede verificar
sustituyendo 6 = 25° + 90° = 115° en las ecuaciones (2.29a y b). Observe que el
esfuerzo normal es de compresion y que el esfuerzo cortante actda en el sentido de
las manecillas del reloj.

El estado de esfuerzo completo se muestra por el elemento de esfuerzo de la
figura 2.39¢c. Un bosquejo de este tipo es una forma excelente para mostrar las direc-
ciones de los esfuerzos y las orientaciones de los planos sobre los que actian.
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Ejemplo 2.11

Una barra en compresion con seccién transversal cuadrada de ancho b debe soportar
una carga P = 8000 Ib (figura 2.40a). La barra estd hecha con dos piezas de material
que estdn conectadas mediante una junta pegada (conocida como junta biselada) a
lo largo del plano pg, que estd a un dngulo o = 40° con respecto a la vertical. El ma-
terial es un pléstico estructural con esfuerzos permisibles en compresion y cortante
de 1100 y 600 psi, respectivamente. Ademds, los esfuerzos permisibles en la junta
pegada son 750 psi en compresion y 500 psi en cortante.
Determine el ancho minimo b de la barra.

Por conveniencia giremos la barra hasta una posicién horizontal (figura 2.40b)
que iguale a las figuras empleadas al deducir las ecuaciones para los esfuerzos sobre
una seccidn inclinada (consulte las figuras 2.33 y 2.34). Con la barra en esta posi-
cién observamos que la normal 7 respecto al plano de la junta pegada (plano pq)
forma un dngulo BB = 90° — «, 0 50°, con el eje de la barra. Como el dngulo 6 se
define como positivo cuando es en el sentido contrario al de las manecillas del reloj
(figura 2.34), concluimos que # = —50° para la junta pegada.

El 4rea de la seccidn transversal de la barra se relaciona con la carga Py el
esfuerzo o, que actia sobre las secciones transversales mediante la ecuacién

A=— (a)

Por tanto, para encontrar el drea necesaria, debemos determinar el valor de o, que
corresponde a cada uno de los cuatro esfuerzos permisibles. Luego, el valor menor
de o, determinard el drea necesaria. Los valores de o, se obtienen reacomodando las
ecuaciones (2.29a y b) como sigue:

() T
= e o ———— 2.32a,b
g g sen 6 cos 6 ( a,b)

Ahora aplicamos estas ecuaciones a la junta pegada y al pldstico.

(a) Valores de o con base en los esfuerzos permisibles en la junta pegada. Para
compresion en la junta pegada tenemos o, = =750 psi y § = —50°. Sustituyendo
estos valores en la ecuacion (2.32a), obtenemos

—750 psi

Ux:((:OS——S()o)zz —1815 psi (b)

Para el cortante en la junta pegada tenemos un esfuerzo permisible de 500 psi.
Sin embargo, no es inmediatamente evidente si 7, es +500 psi 0 =500 psi. Un enfo-
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Ejemplo 2.11. Esfuerzos
sobre una seccion inclinada.

SECCION 2.6 Esfuerzos sobre secciones inclinadas

que es sustituir los dos valores +500 psi y =500 psi en la ecuacion (2.32b) y después
seleccionar el valor de o, que sea negativo. El otro valor de o, serd positivo (tension)
y no se aplica a esta barra. Otro enfoque es inspeccionar la propia barra (figura
2.40b) y observar a partir de las direcciones de las cargas que el esfuerzo cortante
actda en el sentido de las manecillas del reloj contra el plano pg, lo que significa que
el esfuerzo cortante es negativo. Por lo tanto, sustituimos 7, = =500 psiy 6 = —50°
en la ecuacién (2.32b) y obtenemos

_ —500 pSl _ . (C)
Tx = (sen —50°)(cos —50°) {52

(b) Valores de o, con base en los esfuerzos permisibles en el plastico. El es-
fuerzo de compresién maximo en el plastico se tiene sobre una seccién transversal.
Por tanto, como el esfuerzo permisible en compresién es 1100 psi, de inmediato
sabemos que

o, = —1100 psi d

El esfuerzo cortante maximo ocurre sobre un plano a 45° y numéricamente es igual
ao,/2 (consulte la ecuacién 2.31). Puesto que el esfuerzo permisible en cortante es
600 psi, obtenemos

o, = —1200 psi (e)

El mismo resultado se puede obtener con la ecuacién (2.32b) sustituyendo 7, = 600
psiy 6 = 45°.

(c) Ancho minimo de la barra. Al comparar los cuatro valores de o, (ecuacio-
nes b, ¢, d y e), observamos que el menor es o, = —1015 psi. Por tanto, este valor
gobierna el disefio. Sustituyendo en la ecuacién (a) y empleando sélo valores numé-
ricos obtenemos el drea necesaria:

4 = 80001

= = 7.88 in’
1015 psi m

Como la barra tiene una seccién transversal cuadrada (A = b?), el ancho minimo es

bmin="VA=V17.88in” =281 in -

Cualquier ancho mayor que b,;, garantizard que no se rebasen los esfuerzos permi-
sibles.
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*2.8 CARGA DE IMPACTO

A

Collarin deslizante

con masa M [-j

Brida
()

>

Carga de impacto sobre una
barra prismética AB debida a un objeto en

caida con masa M.

Las cargas se pueden clasificar como estdticas o dindmicas, dependiendo
de si permanecen constantes o varian con el tiempo. Una carga estatica
se aplica lentamente para que no cause efectos vibratorios o dindmicos en
la estructura. La carga aumenta gradualmente de cero a su valor maximo y
después permanece constante.

Una carga dinamica puede adoptar muchas formas, algunas cargas se
aplican y se remueven repentinamente (cargas de impacto), otras persisten
durante periodos largos y varian continuamente de intensidad (cargas fluc-
tuantes). Las cargas de impacto se producen cuando dos objetos colisionan
o cuando un objeto en caida golpea una estructura. Las cargas fluctuantes se
producen por maquinaria rotatoria, transito, rachas de viento, olas de agua,
sismos y procesos de manufactura.

Como un ejemplo de cémo responden las estructuras a las cargas di-
namicas, analizaremos el impacto de un objeto que cae hacia el extremo
inferior de una barra prismadtica (figura 2.53). Un collarin con masa M, ini-
cialmente en reposo, cae desde una altura / hacia un brida en el extremo
de la barra AB. Cuando el collarin golpea la brida, la barra comienza a
alargarse, creando esfuerzos axiales dentro de la barra. En un intervalo de
tiempo muy breve, del orden de algunos milisegundos, la brida se movera
hacia abajo y alcanzard su posicién de desplazamiento maximo. Después, la
barra se acorta, luego se alarga, se acorta de nuevo conforme la barra vibra
longitudinalmente y el extremo de la barra se mueve hacia arriba y abajo.
Las vibraciones son andlogas a las que suceden cuando un resorte se estira y
luego se libera, o cuando una persona salta con una cuerda eldstica sujetada
a su tobillo. Las vibraciones de la barra se extinguen pronto debido a varios
efectos de amortiguamiento y luego la barra llega al reposo con la masa M
soportada por la brida.

Es obvio que la respuesta de la barra al collarin descendente es muy
complicada y un andlisis completo y exacto requiere el uso de técnicas ma-
tematicas avanzadas. Sin embargo, podemos hacer un andlisis aproximado
empleando el concepto de energia de deformacion (seccién 2.7) y formu-
lando varias suposiciones simplificadas

Iniciemos considerando la energia del sistema justo antes de que se li-
bere el collarin (figura 2.53a). La energia potencial del collarin con respecto
a la elevacion de la brida es Mgh, donde g es la aceleracién de la gravedad.”
Esta energia potencial se convierte en energia cinética conforme cae el co-
llarin. En el instante que el collarin golpea la brida, su energia potencial con
respecto a la elevacion de la brida es cero y su energia cinética es Mv? /2,
donde » = V2gh es su velocidad.™

“En unidades SI, la aceleracién de la gravedad g = 9.81 m/s?, en unidades inglesas, g =
32.2 ft/s%. Para valores mds precisos de g, o para un andlisis de masa y peso, consulte el
apéndice A.

“En trabajos de ingenieria es usual que la velocidad se tome como una cantidad vectorial.
Sin embargo, como la energia cinética es un escalar, emplearemos la palabra “velocidad” para
denominar la magnitud de la velocidad o su rapidez.
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Durante el impacto resultante, la energia cinética del collarin se con-
vierte en otras formas de energia. Parte de la energia cinética se transforma
en la energia de deformacién de la barra estirada. Algo de la energia se
disipa produciendo calor y causando deformaciones plasticas localizadas
del collarin y de la brida. Una pequefia parte permanece como la energia
cinética del collarin, que o se mueve hacia abajo ain mas (mientras estd en
contacto con la brida) o bien rebota hacia arriba.

Para hacer un andlisis simplificado de esta situacién tan compleja,
idealizaremos el comportamiento haciendo las siguientes suposiciones. (1)
Supondremos que el collarin y la brida estan construidos de tal manera que
el collarin “se pega” a la brida y se mueve hacia abajo con ella (es decir, el
collarin no rebota). Este comportamiento es mds probable que se dé cuando
la masa del collarin es grande comparada con la masa de la barra. (2) No
tendremos en cuenta todas las pérdidas de energia y supondremos que la
energia cinética de la masa en caida se transforma completamente en ener-
gia de deformacién de la barra. Esta suposicion predice esfuerzos mayores
en la barra que los que se anticiparian si se tomaran en cuenta pérdidas
de energia. (3) No tomaremos en cuenta cualquier cambio en la energia
potencial de la barra (debido al movimiento vertical de sus elementos) ni
tomaremos en cuenta la existencia de energia de deformacién en la barra
debida a su propio peso. Estos dos efectos son extremadamente pequefios.
(4) Supondremos que los esfuerzos en la barra permanecen dentro del inter-
valo linealmente elastico. (5) Supondremos que la distribucién de esfuerzos
en toda la barra es la misma que cuando esta cargada estaticamente por una
fuerza en su extremo inferior, es decir, supondremos que los esfuerzos son
uniformes en todo el volumen de la barra. (En realidad las ondas del esfuer-
zo longitudinal viajaran por la barra y debido a esto causaria variaciones en
la distribucion del esfuerzo).

Con base en las suposiciones anteriores, podremos calcular el alarga-
miento maximo de la barra y los esfuerzos de tensién maximos producidos
por la carga de impacto. (Recuerde que no tomamos en cuenta el peso de la
barra y sélo hemos determinado los esfuerzos debidos al collarin que cae).

El alargamiento maximo de la barra 6, (figura 2.53b) se puede obtener a
partir del principio de conservacion de la energia igualando la energia po-
tencial perdida por la masa en caida con la energia de deformacién maxima
adquirida por la barra. La energia potencial pérdida es W(h + §,,4,), donde
W = Mg es el peso del collariny &2 + 8,4, es la distancia que se desplaza. La
energia de deformacién de la barra es EA 82, /2L, donde EA es la rigidez
axial y L es la longitud de la barra (consulte la figura 2.37b). Con estos datos
obtenemos la siguiente ecuacion:

EA8 7 4x

W(h + Sméx) = 2L

(2.49)

Esta ecuacién es cuadrdtica en 8, y se puede despejar la raiz positiva; el
resultado es

2 1/2
Bt = AL [(—WL ) + 2h<—WL )] (2.50)
EA EA EA
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Observe que el alargamiento maximo de la barra aumenta si el peso del
collarin o bien la altura de la caida aumentan. El alargamiento disminuye si
larigidez EA /L aumenta.

La ecuacién anterior se puede escribir en una forma mas simple intro-
duciendo la notacién

WL _ MsL

65st = -
EA EA

(2.51)
en donde 6, es el alargamiento de la barra debida al peso del collarin en con-
diciones de carga estatica. Entonces, la ecuacién (2-50) se transforma en

Smix = Oest T (8%t + 2h8e)'”? (2.52)

o bien

1/2
Smix = 5est[1 + (1 + %> ] (2.53)
t

€S

En esta ecuacion observamos que el alargamiento de la barra ante la carga
de impacto es mucho mayor que si aplicara la misma carga de manera esta-
tica. Suponga, por ejemplo, que el peso % es 40 multiplicado por el despla-
zamiento estdtico J.; entonces el alargamiento maximo seria 10 multipli-
cado por el alargamiento estatico.

Cuando la altura & es grande comparada con el alargamiento estatico,
podemos ignorar los “unos” en el lado derecho de la ecuacion (2.53) y ob-
tenemos

2
Omix = V2h8es = ML (2.54)
EA
endonde M = W/gyv = V2gh eslavelocidad de la masa en caida cuando
golpea la brida. Esta ecuacion también se puede obtener directamente de la
ecuacion (2.49) omitiendo 8, en el lado izquierdo de la ecuacién y luego
despejando J,,4. Debido a los términos que se omitieron, los valores de
Omix Calculados con la ecuacion (2.54) siempre son menores que los que se
obtienen con la ecuacion (2.53).

El esfuerzo méaximo se puede calcular facilmente a partir del alargamiento
maximo debido a que suponemos que la distribucidon de esfuerzos es uni-
forme en toda la longitud de la barra. De la ecuacién general 6 = PL/EA =
oL/E, sabemos que

E 6méx

— EOmax 2.55
Omax L ( )

Sustituyendo de la ecuacién (2.50), obtenemos la siguiente ecuacion para el
esfuerzo de tensién maximo:

2 12
Omax = W + (K) + 2WhE (2.56)
A A AL
Introduciendo la notacion
Oest = W_ Mg _ Ed (2.57)
A A L
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en donde o es el esfuerzo cuando la carga actiia estaticamente, podemos
escribir la ecuacién (2.56) en la siguiente forma:

172
Omax — Oest + (0-(2351+ % Uest) (258)
o bien
1/2
Omix — O-est|:1 + (1 + 2hE ) :| (259)
Lo

Esta ecuacién es andloga a la ecuacién (2.53) y de nuevo muestra que una
carga de impacto produce efectos mucho mayores que cuando la misma
carga se aplica estaticamente.

Considerando otra vez el caso en el que la altura & es grande en com-
paracién con el alargamiento de la barra (compare con la ecuacion 2.54),

obtenemos
2hEgest _ | MVE
max = 260
Imx =N TN AL (2.60)

De este resultado observamos que un aumento en la energfa cinética Mv? /2
de la masa que cae aumenta el esfuerzo, en tanto que un aumento en el vo-
lumen AL de la barra reducira el esfuerzo. Esta situacién es muy diferente
a la de tension estatica de la barra, donde el esfuerzo es independiente de la
longitud Ly del médulo de elasticidad E.

Las ecuaciones anteriores para el alargamiento maximo y el esfuerzo
maximo se aplican sélo en el instante en que la brida de la barra estd en su
posiciéon mds baja. Después que se alcanza el alargamiento maximo en la
barra, ésta vibrard axialmente hasta llegar al reposo en el alargamiento esta-
tico. De alli en adelante el alargamiento y el esfuerzo tienen valores dados
por las ecuaciones (2.51) y (2.57).

Si bien las ecuaciones anteriores se dedujeron para el caso de una barra
prismadtica, se pueden usar para cualquier estructura linealmente eldstica
sometida a una carga en caida, siempre que conozcamos la rigidez apropia-
da de la estructura. En particular, las ecuaciones se pueden utilizar para un
resorte sustituyendo la rigidez k del resorte (consulte la seccién 2.2) por la
rigidez EA /L de la barra prismatica.

La razén entre la respuesta dindmica de una estructura y la respuesta estati-
ca (para la misma carga) se conoce como factor de impacto. Por ejemplo,
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el factor de impacto de la barra de la figura 2.53 es la razén entre alarga-
miento mdximo y el alargamiento estético.

O .
Factor de impacto = Smdx

(2.61)

est

Este factor representa la cantidad en la cual se amplifica el alargamiento
estdtico debida a los efectos dindmicos del impacto.

Se pueden escribir ecuaciones andlogas a la (2.61) para otros factores
de impacto, como el factor de impacto para el esfuerzo en la barra (la razén
.4 entre o). Cuando el collarin cae desde una altura considerable, el
factor de impacto puede ser muy grande, de 100 o mayor.

Un caso especial de impacto ocurre cuando la carga se aplica repentina-
mente sin velocidad inicial. Para explicar este tipo de carga considere otra
vez la barra prismdtica que se muestra en la figura 2.53 y suponga que el
collarin deslizante se baja despacio hasta que apenas toca la brida. Luego
el collarin se libera repentinamente. Aunque en este caso no existe energia
cinética al inicio de la extension de la barra, el comportamiento es muy di-
ferente del de la carga estdtica de la barra. En condiciones de carga estética,
la carga se libera de forma gradual y siempre existe equilibrio entre la carga
aplicada y la fuerza resistente de la barra.

Sin embargo, considere qué sucede cuando el collarin se libera repen-
tinamente desde su punto de contacto con la brida. Inicialmente el alarga-
miento de la barra y el esfuerzo en la barra son cero, pero el collarin se mue-
ve hacia abajo ante la accion de su propio peso. Durante este movimiento la
barra se alarga y su fuerza resistente aumenta gradualmente. E1 movimiento
continda hasta que en algtin instante la fuerza resistente es apenas igual a W,
el peso del collarin. En este instante particular el alargamiento de la barra es
0.« Sin embargo, ahora el collarin tiene cierta energia cinética que adquiere
durante el desplazamiento hacia abajo 8. Por tanto, el collarin contintia
moviéndose hacia abajo hasta que su velocidad se hace cero por la fuerza
resistente en la barra. El alargamiento maximo para esta condicion se obtie-
ne con la ecuacidn (2.53) igualando / a cero; de donde obtenemos

8mzix = 286st (262)

A partir de esta ecuacion observamos que una carga aplicada repentinamen-
te produce un alargamiento que es el doble del causado por la misma carga
aplicada estaticamente. Por tanto, el factor de impacto es 2.
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Después que se ha alcanzado el alargamiento méaximo 29, el extremo
de la barra se movera hacia arriba y comienza una serie de vibraciones ha-
cia arriba y hacia abajo que finalmente llegan al reposo en el alargamiento
estético producido por el peso del collarin.”

Los andlisis anteriores se basaron en la suposicién de que no ocurren pérdi-
das de energia durante el impacto. En la realidad siempre se tienen pérdidas
de energia y la mayor parte de ellas se disipan en forma de calor y de de-
formacion localizada de los materiales. Debido a estas pérdidas la energia
cinética de un sistema inmediatamente después de un impacto es menor que
antes del impacto. En consecuencia, se convierte menos energia en energia
de deformacién de la barra que la que se supuso con anterioridad. Como
resultado, el desplazamiento real del extremo de la barra de la figura 2.53 es
menor que el anticipado mediante nuestro anélisis simplificado.

También supusimos que los esfuerzos en la barra permanecen dentro
del limite de proporcionalidad. Si el esfuerzo maximo excede este limite, el
analisis se hace mas complicado debido a que el alargamiento de la barra ya
no es proporcional a la fuerza axial. Otros factores que se deben considerar
son los efectos de las ondas de esfuerzo, amortiguamiento e imperfecciones
en las superficies de contacto. Por tanto, debemos recordar que todas las
férmulas en esta seccién se basan en condiciones muy idealizadas y propor-
cionan sélo una aproximacioén burda de las condiciones verdaderas (por lo
general al sobrestimar el alargamiento).

Los materiales que presentan ductilidad considerable mas alld del li-
mite de proporcionalidad ofrecen una resistencia mucho mayor a las cargas
de impacto que los materiales fragiles. También se debe considerar que las
barras con ranuras, agujeros y otras formas de concentraciones de esfuerzos
(consulte las secciones 2.9 y 2.10) son muy débiles contra el impacto; una
sacudida ligera puede producir la fractura, incluso cuando el material es
ductil ante cargas estaticas.

“La ecuacién (2.62) fue obtenida por primera vez por el matemdtico y cientifico francés J. V.
Poncelet (1788-1867); consulte la referencia 2.8.



SECCION 2.8 Carga de impacto

Ejemplo 2.16
Una barra prismatica redonda de acero (E = 210 GPa), longitud L = 2.0 m y dia-
N | P metro d = 15 mm cuelga verticalmente de un soporte en su extremo superior (figura
d=15mm 2.54). Un collarin deslizante con masa M = 20 kg cae desde una altura 7 = 150 mm
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M=20kg

h =150 mm
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Ejemplo 2.16. Carga de
impacto sobre una barra vertical.

sobre una brida en el extremo inferior de la barra sin rebotar.

(a) Calcule el alargamiento mdximo de la barra debida al impacto y determine
el factor de impacto correspondiente.

(b) Calcule el esfuerzo de tensién maximo en la barra y determine el factor de
impacto correspondiente.

Como la configuracién de la barra y el collarin en este ejemplo es igual a la
configuracién que se muestra en la figura 2.53, podemos emplear las ecuaciones
derivadas con anterioridad (ecuaciones 2.49 a 2.60).

(a) Alargamiento mdximo. El alargamiento de la barra producido por el collarin
en caida se puede determinar con la ecuacién (2.53). El primer paso es determinar
el alargamiento estdtico de la barra debido al peso del collarin. Como el peso del
collarin es Mg, el cdlculo del alargamiento es como sigue:

5 _ ML _ (200k)9.81 m/s*)(2.0 m)
" EA (210 GPa)(#/4)(15 mm)?

= 0.0106 mm

De este resultado observamos que

b _10mm 50
Oest  0.0106 mm

Ahora se pueden sustituir los valores numéricos en la ecuacion (2.53) para obtener
el alargamiento médximo:

1/2
5méx=5est|:l+(l+§—h) ]

= (0.0106 mm)[1 + V1 + 2(14,150)]
= 1.79 mm <=

continiia
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Como la altura de caida es muy grande comparada con el alargamiento estatico,
obtenemos casi el mismo resultado calculando el alargamiento maximo con la ecua-
cion (2.54):

Smix = V2h6.o = [2(150 mm)(0.0106 mm)]"’* = 1.78 mm

El factor de impacto es igual a la razén entre alargamiento maximo y el alargamiento
estatico:

Omix _ _1.79 mm_
Ot 0.0106 mm

=169 <=

Factor de impacto =

Este resultado demuestra que los efectos de una carga dindmicamente aplicada pue-
den ser muy grandes comparados con los efectos de la misma carga cuando actiia
estaticamente.

(b) Esfuerzo de tension mdximo. El esfuerzo maximo producido por el collarin
en caida se obtiene de la ecuacién (2.55) como sigue:

e — Ebnax _ (210 GPa)(1.79 mm) — 188 MPa .
L 2.0m

Este esfuerzo se puede comparar con el esfuerzo estitico (consulte la ecuacion
2.57), que es

2
_ QKOS _ |y

A (415 mm)?

W _ M,
Oest = X ==£

La razén entre o, ¥ 0. s 188/1.11 = 169, es igual al factor de impacto para los
alargamientos. Este resultado era de esperarse, debido a que los esfuerzos son di-
rectamente proporcionales a los alargamientos correspondientes (consulte las ecua-
ciones 2.55y 2.57).
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Ejemplo 2.17

Ml

s o
g
A

| L——

Ejemplo 2.17. Carga de
impacto sobre una barra horizontal

Una barra horizontal AB con longitud L recibe un impacto en su extremo libre por un
bloque pesado con masa M que se mueve horizontalmente con velocidad v (consulte
figura 2.55).
(a) Determine el acortamiento maximo 0,
determine el factor de impacto correspondiente.
(b) Determine el esfuerzo de compresion maximo o, de la barra y el factor de
impacto correspondiente. (Sea EA la rigidez axial de la barra).

de la barra debido al impacto y

La carga sobre la barra en este ejemplo es muy diferente de las cargas sobre las
barras representadas en las figuras 2.53 y 2.54. Por tanto, debemos hacer un anélisis
con base en la conservacion de la energia.

(a) Acortamiento mdximo de la barra. Para este andlisis adoptamos las mismas
suposiciones anteriores. Asf, no tomaremos en cuenta todas las pérdidas de energia
y supondremos que la energia cinética del bloque en movimiento se transforma por
completo en energia de deformacién de la barra.

La energfa cinética del bloque en el instante del impacto es Mv? /2. La energia
de deformacion de la barra cuando el bloque llega al reposo en el instante de acorta-
miento mdximo es EA &2, /2L, segtin lo establece la ecuacién (2.37b). Por tanto,
podemos escribir la siguiente ecuacion de conservacion de la energia:

My? _ EAS7x

(2.63)
2 2L
Despejando 6,,;,, obtenemos
Mv’L
amzix = 2.64
“EA (2.64) <mm

Esta ecuacioén es agual a la ecuacién (2.54), lo que podriamos haber anticipado.

Para determinar el factor de impacto necesitamos conocer el desplazamiento
estdtico del extremo de la barra. En este caso el desplazamiento estdtico es el acor-
tamiento de la barra debido al peso del bloque aplicado como una carga de compre-
sion sobre ella (consulte la ecuacion 2.51):

WL _ MgL
6est = T T
EA EA
Por tanto, el factor de impacto es
Factor de impacto = 2nsx — | EAY (2.65) <=
ctor de impacto = = .
p 5&5[ MgzL

El valor determinado con esta ecuacion debe ser mucho mayor que 1.
(b) Esfuerzo de compresion mdximo en la barra. El esfuerzo maximo en la
barra se determina a partir del acortamiento mdximo mediante la ecuacién (2.55):

Eéméx 2 2
Omex = £ /ML _ | MvE (2.66) <=
L LV EA AL

Esta ecuacion es agual a la ecuacion (2.60).

El esfuerzo estdtico o en la barra es igual a W/A o Mg /A que (en combina-
cién con la ecuacion 2.66) conduce al mismo factor de impacto que antes (ecuacion
2.65).




CAPIiTULO 2 Elementos cargados axialmente

*2.9 CARGA REPETIDA Y FATIGA

Carga

Carga

Tiempo

Carga

(©)

Tiempo

Tipos de cargas repetidas:
(a) carga que actta s6lo en una direccion,
(b) carga alternante o invertida y (c) carga
fluctuante que varia con respecto a un

valor promedio.

El comportamiento de una estructura no s6lo depende de la naturaleza del
material con que esté hecha, sino también del caracter de las cargas. En al-
gunas situaciones las cargas son estaticas —se aplican en forma gradual, ac-
tdan durante largos periodos y cambian lentamente—. Otras cargas son de
caracter dindmico, como ejemplos estan las cargas de impacto que actian
repentinamente (seccién 2.8) y las cargas repetidas recurrentes en grandes
ndmeros de ciclos.

Algunos patrones comunes de las cargas repetidas se presentan en
la figura 2.56. La primera grafica (a) muestra una carga que se aplica, se
remueve y se aplica de nuevo, siempre actia en la misma direccién. La
segunda grafica (b) muestra una carga alternante que invierte su direccién
durante cada ciclo de carga y la tercera grafica (c) ilustra una carga fluc-
tuante que varfa con respecto a un valor promedio. Las cargas repetidas se
asocian generalmente con maquinaria, motores, turbinas, generadores, ejes,
impulsores, partes de aeronaves, partes de automoviles y similares. Algunas
de estas estructuras se someten a millones (e incluso a miles de millones) de
ciclos de carga durante su vida util.

Es probable que una estructura sometida a cargas dindmicas falle a un
esfuerzo menor que cuando las mismas cargas se aplican de manera estatica,
en especial cuando se repiten durante un nimero grande de ciclos. En esos
casos es usual que la falla sea por fatiga o por fractura progresiva. Un
ejemplo conocido de una falla por fatiga se tiene al someter a esfuerzo un
sujetapapeles metalico hasta el punto de rompimiento al flexionarlo repe-
tidamente hacia delante y hacia atras. Si el sujetapapeles se dobla sélo una
vez, no se rompe. Pero si la carga se invierte al flexionarlo en la direccion
opuesta, y si todo el ciclo de carga se repite varias veces, el sujetapapeles
finalmente se rompera. La fatiga se define como el deterioro de un material
por accioén de ciclos repetidos de esfuerzo y deformacidn, lo que resulta en
un agrietamiento progresivo que finalmente produce la fractura.

En una falla por fatiga tipica, se forma una grieta microscopica en un
punto de esfuerzo elevado (por lo general en una concentracion de esfuer-
zos, que se describird en la siguiente seccidn) y se alarga gradualmente
conforme se aplican las cargas repetidamente. Cuando la grieta se vuelve
tan grande que el material restante no puede resistir las cargas, ocurre una
fractura repentina del material (figura 2.57). Dependiendo de la naturaleza
del material, puede tomar desde algunos ciclos de carga hasta cientos de
millones de ellos para producir una falla por fatiga.

Como ya se destacd, la magnitud de la carga que ocasiona una falla
por fatiga es menor que la carga que se puede soportar en forma estatica.
Para determinar la carga de falla se deben realizar ensayos del material. En
el caso de carga repetida, el material se prueba a varios niveles de esfuerzo
y se registra el nimero de ciclos antes de la falla. Por ejemplo, una probeta
de material se coloca en una maquina de ensayos a la tensién y se carga
repetidamente hasta un cierto esfuerzo, por ejemplo o ,. Los ciclos de carga se
contindan hasta que ocurra la falla y se registra el nimero n de ciclos de
carga. Luego el ensayo se repite para un esfuerzo diferente, por ejemplo o,.
Si o, es mayor que o, el nimero de ciclos antes de la falla serd menor. Si
0, es menor que o, el niimero serd mayor. Al final, se acumulan datos sufi-
cientes para trazar una curva de resistencia a la fatiga o diagrama S-N, en



FIGURA 2.57 Falla por fatiga de una
barra cargada repetidamente en tension; la
grieta se propagé en forma gradual sobre
la seccidn transversal hasta que la fractura
ocurri6 repentinamente. (Cortesia de MTS
Systems Corporation)

Esfuerzo
de falla
T

Limite de fatiia
0

Numero 7 de ciclos a la falla

FIGURA 2.58 Curva de resistencia a la
fatiga, o diagrama S-N, mostrando el limite
de fatiga.

FIGURA 2.59 Curvas de resistencia
comunes para acero y aluminio en carga
alternante (invertida).
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el que se traza el esfuerzo de falla (S) contra el nimero (V) de ciclos antes
de la falla (figura 2.58). Es usual que el eje vertical sea una escala lineal y
el eje horizontal una escala logaritmica.

La curva de resistencia a la fatiga de la figura 2.58 muestra que entre
menor sea el esfuerzo, mayor serd el niimero de ciclos para producir la fa-
Ila. Para algunos materiales la curva tiene una asintota horizontal conocida
como limite de fatiga o limite de resistencia a la fatiga. Cuando existe,
este limite es el esfuerzo debajo del cual no ocurrird una falla por fatiga sin
importar cudntas veces se repita la carga. La forma precisa de una curva
de resistencia a la fatiga depende de muchos factores, incluidas las pro-
piedades del material, la geometria de la probeta de ensayo, la velocidad
del ensayo, el patrén de carga y la condicion de la superficie de la probeta.
En publicaciones técnicas se reportan para su consulta los resultados de
muchos ensayos a la fatiga hechos en una gran variedad de materiales y
componentes estructurales.

Los diagramas S-N tipicos para el acero y el aluminio se muestran en la
figura 2.59. La ordenada es el esfuerzo de falla, expresado como porcentaje
del esfuerzo tltimo para el material y la abscisa es el nimero de ciclos en
que ocurre la falla. Observe que el nimero de ciclos estd trazado en una
escala logaritmica. La curva para el acero se vuelve horizontal en aproxima-

100
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Esfuerzo de falla

(porcentaje del
esfuerzo dltimo
de tension)

Acero

Aluminio
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Numero 7 de ciclos antes de la falla
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damente 107 ciclos y el limite de fatiga es casi 50% del esfuerzo de tensién
ultimo para carga estdtica ordinaria. El limite de fatiga para el aluminio
no estd tan definido como el del acero, pero un valor comun del limite de
fatiga es el esfuerzo a 5 X 108 ciclos o aproximadamente 25% del esfuerzo
ultimo.

Ya que en general las fallas por fatiga inician con una grieta microscoé-
pica en un punto de esfuerzo muy localizado (es decir, en una concentracién
de esfuerzos), la condicién de la superficie del material es extremadamente
importante. Las probetas muy pulidas tienen limites de resistencia a la fa-
tiga mayores. Las superficies rugosas, en especial las que se encuentran en
concentraciones de esfuerzos alrededor de agujeros o ranuras, disminuyen
en gran medida el limite de resistencia a la fatiga. La corrosién, que causa
diminutas irregularidades en la superficie, tiene un efecto similar. Para el
acero, la corrosion ordinaria puede reducir el limite de fatiga en mas de 50
por ciento.

“2.10 CONCENTRACIONES DE ESFUERZOS

Distribuciones de esfuerzos
cerca del extremo de una barra con seccién
transversal rectangular (ancho b, espesor )
sometida a una carga concentrada P que
actda sobre un drea pequefia.

Cuando se determinan los esfuerzos en barras cargadas axialmente, es usual
emplear la férmula bdsica ¢ = P /A, en la cual P es la fuerza axial en la
barra y A es el drea de su seccion transversal. Esta férmula se basa en la supo-
sicién de que la distribucién del esfuerzo es uniforme en toda la seccién. En
realidad, las barras con frecuencia tienen agujeros, ranuras, muescas, filetes,
roscas u otros cambios abruptos en su geometria que producen perturbaciones
en el patrén uniforme de esfuerzos. Estas discontinuidades en la geometria
causan esfuerzos elevados en regiones muy pequefias de la barra y se conocen
como concentraciones de esfuerzos. Las discontinuidades se llaman ele-
vadores de esfuerzos.

Las concentraciones de esfuerzos también aparecen en cargas puntuales.
Por ejemplo, una carga puede actuar sobre un drea muy pequefia y producir
esfuerzos elevados en la region alrededor de su punto de aplicacion. Un ejem-
plo es una carga aplicada a través de una conexién con pasador, caso en el
cual la carga se aplica sobre el drea de soporte del pasador.

Los esfuerzos que existen en concentraciones de esfuerzos se pueden
determinar mediante métodos experimentales o bien por métodos avanza-
dos de analisis, incluyendo el método del elemento finito. Los resultados de
la investigacion para muchos casos de interés practico estan disponibles en
publicaciones técnicas (por ejemplo, en la referencia 2.9). Algunos datos de
concentracion de esfuerzos comunes se dan mas adelante en esta seccioén y
también en los capitulos 3 y 5.

Para ilustrar la naturaleza de las concentraciones de esfuerzos, considere los
esfuerzos en una barra con seccién transversal rectangular (ancho b, espesor f)
sometida a una carga concentrada P en el extremo (figura 2.60). El es-
fuerzo pico directamente debajo de la carga puede ser varias veces el valor
del esfuerzo promedio P/bt, dependiendo del drea sobre la cual se aplica.
Sin embargo, el esfuerzo maximo disminuye rapidamente conforme nos
alejamos del punto de la aplicacién de la carga, como se muestra mediante



[lustracién del principio
de Saint-Venant: (a) sistema de cargas
concentradas que actdan sobre una regién
pequefia de una barra y (b) sistema
estaticamente equivalente.

SECCION 2.10 Concentraciones de esfuerzos

los diagramas de esfuerzos en la figura. A una distancia desde el extremo
de la barra igual al ancho b de la misma, la distribucién de esfuerzos es casi
uniforme y el esfuerzo maximo es s6lo un pequefio porcentaje mayor que
el esfuerzo promedio. Esta observacién es cierta para la mayor parte de las
concentraciones de esfuerzos, como agujeros y ranuras.

Por lo anterior, podemos establecer un enunciado general de que la
ecuacién o = P /A define los esfuerzos axiales sobre una seccion transver-
sal de la barra s6lo cuando la seccidn estd alejada al menos una distancia b
de cualquier carga concentrada o discontinuidad en su forma, donde b es la
dimensién lateral mds grande de la barra (como el ancho o el didmetro).

El enunciado anterior sobre los esfuerzos en una barra prismadtica es
parte de una observacion general conocida como principio de Saint-Ve-
nant. Con raras excepciones, este principio se aplica a cuerpos linealmente
elasticos de todo tipo. Para comprender el principio de Saint-Venant ima-
gine que tenemos un cuerpo con un sistema de cargas que actian sobre una
parte pequefia de su superficie. Por ejemplo, suponga que tenemos una barra
prismadtica con ancho b sometida a un sistema de varias cargas concentradas
que actdan en el extremo (figura 2.61a). Por simplicidad, suponga que las
cargas son simétricas y que sélo tienen una resultante vertical.

A continuacidn, considere un sistema de carga diferente pero estati-
camente equivalente que actda sobre la misma regidn pequeiia de la barra.
(“Estéaticamente equivalente” significa que los dos sistemas de carga tienen
la misma fuerza resultante y el mismo momento resultante). Por ejemplo, la
carga distribuida uniformemente que se muestra en la figura 2.61b es estati-
camente equivalente al sistema de cargas concentradas que se muestra en la
figura 2.61a. El principio de Saint-Venant establece que los esfuerzos en
el cuerpo causados por cualquiera de los sistemas de carga son los mismos,
siempre que nos alejemos de la regién cargada una distancia al menos igual
a la dimensién mayor de la region cargada (distancia b en nuestro ejemplo).

(@ (b)
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i

(Repetida.)

Distribucién del esfuerzo en
una barra plana con un agujero circular.

Por tanto, las distribuciones del esfuerzo que se muestran en la figura 2.60
son una ilustracién del principio de Saint-Venant. Por supuesto, este “prin-
cipio” no es una ley rigurosa de la mecénica sino que es una observacién de
sentido comun basada en la experiencia tedrica y practica.

El principio de Saint-Venant tiene una gran importancia practica en el
disefio y andlisis de barras, vigas, ejes y otras estructuras que se encuentran
en la mecdnica de materiales. Ya que los efectos de las concentraciones del
esfuerzo son localizados, podemos emplear todas las férmulas estdndares
de los esfuerzos (como o = P/A) en secciones transversales a una distan-
cia suficientemente alejada de la fuente de la concentracién. Cerca de ese
lugar los esfuerzos dependen de los detalles de la carga y de la forma del
elemento. Ademads, las férmulas aplicables a elementos completos, como
las férmulas para alargamientos, desplazamientos y energia de deforma-
cion, dan resultados satisfactorios aun cuando se presenten concentraciones
de esfuerzos. La explicacién yace en el hecho que las concentraciones de
esfuerzos estan localizadas y tienen poco efecto sobre el comportamiento
general de un elemento.”

Ahora consideremos algunos casos particulares de concentraciones de es-
fuerzos causadas por discontinuidades en la forma de la barra. Comenza-
mos con una barra con seccién transversal rectangular que tiene un agujero
circular y que estd sometida a una fuerza de tensién P (figura 2.62a). La
barra es relativamente esbelta y su ancho b es mucho mayor que su espesor z.
El agujero tiene un didmetro d.

c/2
P <— b Q*id —> P
__0/2
(@
j— C
=
(b)

“El principio de Saint-Venant se denomina asi en honor del famoso matematico y experto en
elasticidad francés Barré de Saint-Venant (1789-1886) (referencia 2.10). El principio se aplica
por lo general a barras y vigas sélidas, pero no a secciones abiertas con pared delgada. Para ver
un andlisis de las limitaciones del principio de Saint-Venant, consulte la referencia 2.11.



Factor de concentracién
de esfuerzos K para barras planas con
agujeros circulares.
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SECCION 2.10 Concentraciones de esfuerzos

El esfuerzo normal que actta sobre la seccién transversal a través del
centro del agujero tiene la distribucién que se muestra en la figura 2.62b. El
esfuerzo maximo o4, ocurre en los bordes del agujero y puede ser bastante
mayor que el esfuerzo nominal o = P /ct en la misma seccién transversal.
(Observe que ct es el area neta en la seccion transversal que pasa por el
agujero). La intensidad de una concentracién de esfuerzos usualmente se
expresa por la razon entre el esfuerzo maximo y el esfuerzo nominal, y se llama
factor de concentracion de esfuerzos K:

K= (2.67)

Para una barra en tension, el esfuerzo nominal es el esfuerzo promedio ba-
sado en el drea neta de la seccion transversal. En otros casos se puede em-
plear una variedad de esfuerzos. Ahora bien, siempre que se utilice un fac-
tor de concentracién de esfuerzos es importante observar cuidadosamente
coémo se define el esfuerzo nominal.

En la figura 2.63 se ve una gréfica del factor de concentracién de esfuer-
zos K para una barra con un agujero. Si el agujero es pequefio, el factor K es
igual a 3, lo que significa que el esfuerzo maximo es tres veces el esfuerzo
nominal. Conforme el agujero es mds grande en proporcién al ancho de la
barra, K se hace menor y el efecto de la concentracién no es tan severo.

De acuerdo con el principio de Saint-Venant sabemos que, a distancias
iguales al ancho b de la barra alejadas del agujero en cualquier direccion
axial, la distribucién del esfuerzo es practicamente uniforme e igual a P
dividida entre el drea transversal total (o = P /bt).
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Los factores de concentracioén de esfuerzos para otros dos casos de in-
terés practico se dan en las figuras 2.64 y 2.65. Estas graficas son para ba-
rras planas y barras circulares, respectivamente, que disminuyen su tamafio
debido a un escalén formando un reborde. Para reducir los efectos de la
concentraciéon de esfuerzo se utilizan filetes para redondear las esquinas
entrantes.” Sin los filetes, los factores de concentracién de efectos serian ex-
tremadamente grandes, como se indica en el lado izquierdo de cada gréfica
donde K tiende al infinito conforme el radio del filete R tiende a cero. En
los dos casos el esfuerzo maximo ocurre en la parte menor de la barra en la
region del filete.™

3.0 \
2.5 \
K 1.1 nom = ot
20 \ t = espesor
b-c m'-\___
R — \

FIGURA 2.64 Factor de concentracién de L5 2 \>
esfuerzos K para barras planas con filetes 0 0.05 . . . 0.25 0.30

en los rebordes. La linea discontinua es
para un filete de un cuarto de circulo.

FIGURA 2.65 Factor de concentracién

de esfuerzos K para barras redondas con ~0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
filetes en los rebordes. La linea discontinua R
es para un filete de un cuarto de circulo. D,

“Un filete es una superficie curva y céncava formada donde dos superficies se unen. Su prop6-
sito es redondear lo que de otra manera seria una arista aguda entrante.

“Los factores de concentracion de esfuerzos dados en las gréficas son tedricos, para barras
de material linealmente eldstico. Las graficas estdn trazadas a partir de férmulas dadas en la
referencia 2.9.
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Debido a la posibilidad de fallas por fatiga, las concentraciones de esfuer-
zos son especialmente importantes cuando el elemento se somete a carga
repetida. Como se explicé en la seccién anterior, las grietas comienzan en el
punto de mdximo esfuerzo y luego se difunden de manera gradual por todo
el material conforme se repite la carga. En un disefio prictico, el limite de
fatiga (figura 2.58) se considera como el esfuerzo ultimo para el material
cuando el nimero de ciclos es extremadamente grande. El esfuerzo permisi-
ble se obtiene aplicando un factor de seguridad con respecto a este esfuerzo
dltimo. Luego el esfuerzo pico en la concentracion de esfuerzo se compara
con el esfuerzo permisible.

En muchas situaciones es demasiado estricto el uso del valor total te6-
rico del factor de concentracion de esfuerzos. Los ensayos de fatiga por
lo general producen la falla a niveles mayores del esfuerzo nominal que
los obtenidos dividiendo el limite de fatiga entre K. En otras palabras, un
elemento estructural sometido a carga repetida no es tan sensitivo a una
concentracién de esfuerzos como indica el valor de Ky, por tanto, con fre-
cuencia se emplea un factor reducido de concentracion de esfuerzos.

Otros tipos de cargas dindmicas, como las cargas de impacto, también
requieren que se tomen en cuenta los efectos de concentracion de esfuerzos.
A menos que se disponga de mejor informacion, se debe utilizar el factor de
concentracion de esfuerzos completo. Los elementos sometidos a tempera-
turas bajas también son muy susceptibles a fallas en las concentraciones de
esfuerzos y por lo tanto se debe tener cuidado especial en esos casos.

La importancia de las concentraciones de esfuerzos cuando un elemen-
to se somete a carga estdtica depende del tipo de material. En los materiales
dictiles, como el acero estructural, a menudo se puede ignorar una con-
centracion de esfuerzo. La razén es que el material en el punto de esfuerzo
méaximo (por ejemplo alrededor de un agujero) tiene fluencia y ocurrird
flujo pléstico, reduciendo de esta manera la intensidad de la concentracién
de esfuerzo y haciendo casi uniforme la distribucién de esfuerzo. Por otro
lado, en materiales fragiles (como el vidrio), una concentracion de esfuer-
zo permanecerd hasta el punto de fractura. Por tanto, podemos hacer una
observacidn general que con cargas estdticas y un material ductil no es pro-
bable que el efecto de concentracién de esfuerzo sea importante, pero con
cargas estdticas y un material fragil se debe considerar el factor total de
concentracién de esfuerzos.

La intensidad de las concentraciones de esfuerzos se puede reducir si
las partes tienen una proporcién adecuada. Los filetes de buen tamaiio re-
ducen las concentraciones de esfuerzos en las aristas reentrantes. Las su-
perficies lisas en puntos de esfuerzo elevado, como en el interior de un
agujero, inhiben la formacién de grietas. Un refuerzo alrededor de agujeros
también puede ser benéfico. Hay muchas otras técnicas para uniformar las
distribuciones de los esfuerzos en un elemento estructural y debido a esto
se puede reducir el factor de concentracion de esfuerzos. Esas técnicas, que se
estudian en cursos de disefio en ingenieria, son de gran importancia en el
disefio de aviones, barcos y maquinas. Muchas fallas estructurales innece-
sarias han ocurrido debido a que los disefiadores erraron en reconocer los
efectos de las concentraciones de esfuerzos y de la fatiga.



Los gjes circulares son componentes esenciales de maquinas y dispositivos para generacion y transmision de energia.



Torsion

ASPECTOS GENERALES DEL CAPITULO

Este capitulo trata del torcimiento de barras circulares y ejes huecos some-
tidos a momentos torsionales. Primero consideramos la torsion uniforme
que se refiere al caso en el cual el par de torsién es constante en toda la
longitud de un eje prismdtico, en tanto que la torsién no uniforme describe
casos en los que el momento torsional y /o la rigidez torsional de la seccion
varia en toda la longitud. Como en el caso de deformaciones axiales, debe-
mos relacionar el esfuerzo y la deformacion unitaria y también la carga apli-
cada y la deformacion unitaria. Para torsion, recuerde que la ley de Hooke
para cortante establece que los esfuerzos cortantes, 7, son proporcionales
a las deformaciones unitarias por cortante, y, con G como la constante de
proporcionalidad, que es el mddulo de elasticidad en cortante. Los esfuer-
zos cortantes y las deformaciones unitarias por cortante varfan linealmente
con la distancia radial en la seccion transversal, como se describe con la
formula de la torsion. El dngulo de torsion, ¢, es proporcional al momento
torsional interno y a la flexibilidad torsional de la barra circular. La mayor
parte del andlisis en este capitulo se dedica al comportamiento lineal elas-
tico y a rotaciones pequefias de elementos estdticamente determinados. Sin
embargo, si la barra es estaticamente indeterminada, debemos aumen-
tar las ecuaciones del equilibrio estitico con ecuaciones de compatibilidad
(que se basan en relaciones par de torsion-desplazamiento) para resolver
cualesquiera incognitas de interés, como momentos de soporte 0 momentos
torsionales internos en elementos. Los esfuerzos sobre secciones inclinadas
también se estudian como primer paso hacia una consideracién mas com-
plicada de estados de esfuerzo plano en capitulos posteriores. Por tdltimo,
al final del capitulo se introduce una variedad de temas especializados y
avanzados (como energia de deformacion, flujo cortante en tubos de pared
delgada y concentraciones de esfuerzos en torsion).

El capitulo 3 estd organizado como sigue:

2.1 Introducciéon 222
3.2 Deformaciones torsionantes de una barra circular 223
2.2 Barras circulares de materiales linealmente elasticos 226
3.4  Torsién no uniforme 238
3.5 Esfuerzos y deformaciones unitarias en cortante puro 245
3.6 Relacion entre los médulos de elasticidad Ey G 252
3.7 Transmisién de potencia por ejes circulares 254
3.2 Elementos de torsion estaticamente indeterminados 259
3.9 Energfa de deformacion en torsion y cortante puro 263
3.10  Tubos de pared delgada 270
*8.11  Concentraciones de esfuerzos en torsion 279
Resumen y repaso del capitulo 282
Problemas 283

*Temas especializados y/o avanzados 291



CAPiTULO 3 Torsion

3.1 INTRODUCCION

(b)

Torsion de un destornillador
debida al par de torsion 7 aplicado al
mango.

(@)

(b)

©)

Barra circular sometida a
torsion por los pares de torsién 7' y 7.

En los capitulos 1 y 2 analizamos el comportamiento del tipo de elemento
estructural mas simple, que es una barra recta sometida a cargas axiales.
Ahora consideramos un tipo de comportamiento ligeramente mas complejo
conocido como torsién. Torsion se refiere al torcimiento de una barra recta
al ser cargada por momentos (o pares de torsién) que tienden a producir
rotacioén con respecto al eje longitudinal de la barra. Por ejemplo, cuando
usted gira un destornillador (figura 3.1a), su mano aplica un par de torsién 7
al mango (figura 3.1b) y tuerce el vastago del destornillador. Otros ejemplos
de barras en torsion son los ejes de impulsién en automoviles, ejes de trans-
mision, ejes de hélices, barras de direccién y brocas de taladros.

Un caso idealizado de carga torsional se representa en la figura 3.2a,
donde se muestra una barra recta soportada en un extremo y cargada por dos
pares de fuerzas iguales y opuestas. El primer par consiste en las fuerzas P,
que actdan cerca del punto medio de la barra y el segundo para consiste de
las fuerzas P, que actiian en el extremo. Cada par de fuerzas forma un par
de torsion que tiende a torcer la barra con respecto a su eje longitudinal.
Como sabemos de la estética, el momento de un par de torsion es igual al
producto de una de las fuerzas y la distancia perpendicular entre las lineas
de accién de las fuerzas; por tanto, el primer par de torsion tiene un momen-
to T, = P,d, y el segundo tiene un momento 7, = P,d,.

Las unidades en el sistema inglés para el momento son la libra-pie
(Ib-ft) y la libra-pulgada (Ib-in). La unidad en el SI para el momento es el
newton metro (N-m).

El momento de un par de torsién se puede representar por un vector en
forma de una flecha con cabeza doble (figura 3.2b). La flecha es perpendicular
al plano que contiene el par de torsién y, por tanto, en este caso las dos flechas
son paralelas al eje de la barra. La direccidn (o sentido) del momento se indica
mediante la regla de la mano derecha para vectores momento: empleando su
mano derecha, permita que sus dedos se curven en el sentido del momento y
entonces su dedo pulgar apuntard en la direccién del vector.

Una representacion alternativa de un momento es una flecha curva que
actda en el sentido de la rotacién (figura 3.2¢). La flecha curva y las repre-
sentaciones vectoriales son de uso comun y en este libro emplearemos las
dos. La eleccién depende de la conveniencia y la preferencia personal.

Los momentos que producen el torcimiento de una barra, como los mar-
cados T, y T, en la figura 3.2, se llaman pares de torsion o momentos de
torsion. Los elementos cilindricos que se someten a pares de torsion y trans-
miten potencia mediante rotacion se llaman ejes; por ejemplo, el eje impulsor
de un automovil o el eje de la hélice de un barco. La mayor parte de los ejes
tienen secciones transversales circulares sean sdlidas o tubulares.

En este capitulo iniciamos el desarrollo de férmulas para las deforma-
ciones unitarias y los esfuerzos en barras circulares sometidas a torsion.
Luego, analizamos el estado de esfuerzo conocido como cortante puro 'y
obtendremos la relacién entre los médulos de elasticidad £ y G en tension
y cortante, respectivamente. Enseguida, estudiaremos los ejes rotatorios y
determinaremos la potencia que transmiten. Por dltimo, estudiaremos va-
rios temas adicionales relacionados con la torsion, los cuales son: elementos
estaticamente indeterminados, energia de deformacidn, tubos de pared del-
gada con seccidn transversal no circular y concentraciones de esfuerzos.
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3.2 DEFORMACIONES TORSIONANTES DE UNA BARRA CIRCULAR

Deformaciones de una

barra circular en torsién pura.

Comenzamos nuestro estudio de torsién al considerar una barra prismédtica
con seccidn transversal circular torcida por pares de torsiéon 7 que actian
en sus extremos (figura 3.3a). Dado que cada seccidn transversal de la barra
es idéntica y puesto que cada seccidn transversal se somete al mismo par
de torsion interno, decimos que la barra estd en torsién pura. A partir de
consideraciones de simetria, se puede demostrar que las secciones transver-
sales de la barra no cambian de forma conforme giran con respecto al eje
longitudinal. En otras palabras, todas las secciones transversales permane-
cen planas y circulares y todos los radios permanecen rectos. Ademads, si
el dngulo de rotacién entre un extremo de la barra y el otro es pequefio, no
cambiardn la longitud de la barra ni sus radios.

Para ayudar a visualizar la deformacién de la barra, imagine que el
extremo izquierdo de la misma (figura 3.3a) estd fijo. Luego, ante la accién
del par de torsién T, el extremo derecho girard (con respecto al extremo
izquierdo) un dngulo pequefio ¢, conocido como angulo de torsion (o dn-
gulo de rotacion). Debido a esta rotacion, una linea recta longitudinal pg en
la superficie de la barra se convertira en la curva helicoidal pg’, donde ¢~
es la posicion del punto g después de que la seccion transversal extrema ha
girado el dngulo ¢ (figura 3.3b).

El 4ngulo de torsién cambia a lo largo del eje de la barra y en secciones
transversales intermedias tendrd un valor ¢(x) que estd entre cero en el ex-
tremo izquierdo y ¢ en el extremo derecho. Si cada seccidn transversal de
la barra tiene el mismo radio y se somete al mismo par de torsion (torsién
pura), el angulo ¢(x) variard linealmente entre los extremos.

Ahora considere un elemento de la barra entre dos secciones transversales
separadas una distancia dx (consulte la figura 3.4a). Este elemento se mues-
tra agrandado en la figura 3.4b. En su superficie exterior identificamos un
elemento pequefio abed, con lados ab y cd que al inicio son paralelos al eje
longitudinal. Durante el torcimiento de la barra, las secciones transversales
derechas giran con respecto a las secciones transversales izquierdas un an-
gulo pequefio de torsién d¢, de manera que los puntos b y ¢ se mueven a b’
y ¢’, respectivamente. Las longitudes de los lados del elemento, que ahora
es el elemento ab’c’'d, no cambian durante esta rotacién pequefia.

Sin embargo, los dngulos en las esquinas del elemento (figura 3.4b) ya
no son iguales a 90°. Por tanto, el elemento estd en un estado de cortante
puro, lo cual significa que el elemento estd sometido a deformaciones por
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Deformacion de un elemento
con longitud dx cortado de una barra en
torsion.

(b) ©

cortante pero no a deformaciones normales (consulte la figura 1.28 de la
seccién 1.6). La magnitud de la deformacién por cortante en la superficie
exterior de la barra, denotada 7,4, es igual al decremento en el dngulo en el
punto a, es decir, el decremento en el dngulo bad. De la figura 3.4b obser-
vamos que el decremento en este dngulo es

b
Ymax = ab (a)

donde vy, se mide en radianes, bb’ es la distancia que se desplaza el punto
by ab es la longitud del elemento (igual a dx). Si r denota el radio de la ba-
rra, podemos expresar la distancia bb” como rd¢, donde d¢ también se mide
en radianes. Por tanto, la ecuacidn anterior se convierte en

o rd¢> b
Ynix = (b)

Esta ecuacién relaciona la deformacién unitaria cortante en la superficie
exterior de la barra con el angulo de torsion.

La cantidad d¢ /dx es la razén de cambio del dngulo de torsién ¢ con
respecto a la distancia x medida a lo largo del eje de la barra. Denotaremos
d¢ /dx con el simbolo 6 y nos referiremos a ella como razén de torsién o
angulo de torsion por unidad de longitud.

g=4% 3.1

Con esta notacién ahora podemos escribir la ecuacion para la deformacion
unitaria por cortante en la superficie exterior (ecuaciéon b) como sigue:
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Deformaciones unitarias por
cortante en un tubo circular.

SECCION 3.2 Deformaciones torsionantes de una barra circular

Vinix = % =r6 (3.2)

Por conveniencia hemos considerado una barra sujeta a torsién pura al
deducir las ecuaciones (3.1) y (3.2). Sin embargo, las dos ecuaciones son va-
lidas en casos mds generales de torsién, como cuando la razén de torsién 6 no
es constante sino que varia con la distancia x a lo largo del eje de la barra.

En el caso especial de torsion pura, la razén de torsion es igual al dngu-
lo total de torsi6én ¢ dividido entre la longitud L, es decir, 6 = ¢ /L. Por lo
tanto, solo para torsion pura, obtenemos

Ymax = ro = Q (33)

Esta ecuacidén se puede obtener directamente de la geometria de la figura
3.3a al observar que vy, s el dngulo entre las lineas pg y pq’, es decir, 7y,
es el dngulo gpq'. Por tanto, vy, . L es a la distancia gg’ en el extremo de la
barra. Pero como la distancia gq’ también es igual a r¢ (figura 3.3b), obte-
nemos r¢ = y,.. L, que concuerda con la ecuacion (3.3).

Las deformaciones unitarias por cortante en el interior de la barra se pueden
determinar mediante el mismo método empleado para encontrar la defor-
macidn unitaria por cortante vy, ., en la superficie. Como los radios en las
secciones transversales de una barra permanecen rectos y sin distorsion du-
rante la torsion, observamos que el andlisis anterior para un elemento abcd
en la superficie exterior (figura 3.4b) también serd vélido para un elemento
similar situado en la superficie de un cilindro interior con radio p (figura
3.4c). Por tanto, los elementos interiores también estdn en cortante puro
con las deformaciones unitarias por cortante correspondientes dadas por la
ecuacién (compare con la ecuacién 3.2):

P
Y= PO = 3 Vmsx (3.4)

Esta ecuaciéon muestra que las deformaciones unitarias cortantes en una ba-
rra circular varian linealmente con la distancia radial p desde el centro, sien-
do cero la deformacion unitaria en el centro y alcanzando un valor mdximo
Ymax €1 12 superficie exterior.

Un repaso de los andlisis anteriores demostrard que las ecuaciones para las
deformaciones unitarias cortantes (ecuaciones 3.2 a 3.4) se aplican a tubos
circulares (figura 3.5) asi como a barras circulares sélidas. En la figura 3.5
se muestra la variacién lineal en deformacién unitaria por cortante entre
la deformacién unitaria maxima en la superficie exterior y la deformacion
unitaria minima en la superficie interior. Las ecuaciones para estas deforma-
ciones unitarias son las siguientes:

_n¢ _h. _n¢
Ymax L Ymin 7 Ymax L

(3.5a,b)

en donde r, y r, son los radios interior y exterior, respectivamente, del tubo.
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Todas las ecuaciones anteriores para las deformaciones unitarias en una
barra circular se basan en conceptos geométricos y no incluyen las propie-
dades del material. Por tanto, las ecuaciones son validas para cualquier ma-
terial, ya sea que se comporte eldstica o ineldsticamente, lineal o no lineal-
mente. Sin embargo, las ecuaciones estdn limitadas a barras con dngulos de
torsién pequeilos y deformaciones unitarias minimas.

3.3 BARRAS CIRCULARES DE MATERIALES LINEALMENTE ELASTICOS

Esfuerzos cortantes en una
barra circular en torsion.

Ahora que hemos investigado las deformaciones unitarias por cortante en
una barra circular en torsién (consulte las figuras 3.3 a 3.5) podemos de-
terminar las direcciones y magnitudes de los esfuerzos cortantes corres-
pondientes. Las direcciones de los esfuerzos se pueden determinar por ins-
peccion, como se ilustra en la figura 3.6a, donde observamos que el par de
torsién 7 tiende a girar el extremo derecho de la barra en sentido contrario al
de las manecillas del reloj cuando se ve desde la derecha. Por tanto, los es-
fuerzos cortantes 7 que actian sobre un elemento de esfuerzo ubicado en la
superficie de la barra tendrdn las direcciones que se muestran en la figura.

Por claridad, el elemento de esfuerzo que se muestra en la figura 3.6a
estd agrandado en la figura 3.6b, donde se muestran tanto la deformacién
unitaria por cortante como los esfuerzos cortantes. Como se explicé antes
en la seccion 2.6, acostumbramos a dibujar elementos de esfuerzo en dos
dimensiones, como en la figura 3.6b, pero siempre debemos recordar que
los elementos de esfuerzo en realidad son objetos tridimensionales con un
espesor perpendicular al plano de la figura.

Las magnitudes de los esfuerzos cortantes se pueden determinar a partir
de las deformaciones unitarias mediante la relacién esfuerzo-deformacion
unitaria para el material de la barra. Si el material es linealmente eldstico,
podemos utilizar la ley de Hooke en cortante (ecuacion 1.14):

7=Gy (3.6)

en donde G es el médulo de elasticidad en cortante y y es la deformacién
unitaria por cortante en radianes. Al combinar esta ecuacién con las ecua-
ciones para las deformaciones unitarias por cortante (ecuaciones 3.2y 3.4),
obtenemos
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Esfuerzos cortantes
longitudinal y transversal en una barra
circular sometida a torsion.

Esfuerzos de tensién y
compresion que actian sobre un elemento
orientado a 45° con respecto al eje
longitudinal.

Determinacion de la
resultante de los esfuerzos cortantes que
actian sobre una seccion transversal.

SECCION 3.3 Barras circulares de materiales linealmente eldsticos

Tmax — Gré 7= Gpl = — Tax (3.7a,b)

en donde 7, es el esfuerzo cortante en la superficie exterior de la barra
(radio r), 7 es el esfuerzo cortante en un punto interior (radio p) y 6 es la
razén de torsion. (En estas ecuaciones, 6 tiene unidades de radianes por
unidad de longitud).

Las ecuaciones (3.7a) y (3.7b) muestran que los esfuerzos cortantes
varian linealmente con la distancia desde el centro de la barra, como se
ilustra por el diagrama triangular en la figura 3.6¢c. Esta variacion lineal del
esfuerzo es una consecuencia de la ley de Hooke. Si la relacion esfuerzo-
deformacidn unitaria no es lineal, los esfuerzos no variaran linealmente y se
necesitaran otros métodos de andlisis.

Los esfuerzos cortantes que actiian sobre un plano transversal van
acompafiados de esfuerzos cortantes con la misma magnitud que las que
actdan sobre planos longitudinales (figura 3.7). Esta conclusién se deriva
del hecho que en planos mutuamente perpendiculares siempre existen es-
fuerzos cortantes iguales, como se explicé en la seccion 1.6. Si el material
de la barra es mas débil en cortante en planos longitudinales que en planos
transversales, como es comtn en la madera cuando el grano corre paralelo
al eje de la barra, la primera grieta debida a la torsion aparecera en la super-
ficie en la direccién longitudinal.

El estado de cortante puro en la superficie de la barra (figura 3.6b) equi-
vale a esfuerzos iguales de tension y compresion que actian en un elemento
orientado a un dngulo de 45°, como se explica mas adelante en la seccién
3.5. Por tanto, un elemento rectangular con lados a 45° con respecto al eje
de la barra estard sometido a esfuerzos de tensién y compresion, como se
muestra en la figura 3.8. Si una barra en torsion estd hecha de un material
que es mas débil en tension que en cortante, la falla ocurrird en tensién a lo
largo de una hélice inclinada a 45° con respecto al eje, como usted lo puede
demostrar torciendo una pieza de gis para pizarron.

El paso siguiente en nuestro andlisis es determinar la relacion entre los es-
fuerzos cortantes y el par de torsién 7. Una vez determinada esta relacion,
podremos calcular los esfuerzos y las deformaciones unitarias en una barra
debidas a cualquier conjunto de pares de torsion aplicados.

La distribucién de los esfuerzos cortantes que actiian sobre una seccién
transversal se representa en las figuras 3.6¢c y 3.7. Debido a que dichos
esfuerzos actian continuamente alrededor de la seccion transversal, tienen
una resultante en la forma de un momento que es igual al par de torsién T
que actia sobre la barra. Para determinar esta resultante consideramos un
elemento de drea dA ubicado a una distancia radial p desde el eje de la barra
(figura 3.9). La fuerza cortante que actia sobre este elemento es igual a
T dA, donde 7 es el esfuerzo cortante a un radio p. El momento de esta
fuerza con respecto al eje de la barra es igual a la fuerza multiplicada por
su distancia desde el centro, o 7pdA. Sustituyendo el valor del esfuerzo
cortante 7 dado por la ecuacién (3.7b), podemos expresar este momento
elemental como

Tmax >
dM = tpdA =TpdA
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El momento resultante (igual al par de torsién 7T) es la suma a lo largo de
toda el area de la seccion transversal de todos los momentos elementales:

Tmax Tmax
T=JdM= p Jpsz: —Ip (3.8)
A A

en donde
Ip= L prdA (3.9)

es el momento polar de inercia de la seccién transversal circular.
Para un circulo con radio r y didmetro d, el momento polar de inercia es

4 4
o 2 (3.10)
2 R

como se indica en el apéndice D, caso 9. Observe que los momentos de
inercia tienen unidades de longitud a la cuarta potencia.”

Es posible obtener una expresion para el esfuerzo cortante maximo re-
acomodando la ecuacién (3.8), como sigue:

Tt = G.11)
I

Esta ecuacion, conocida como la féormula de la torsion, muestra que el
esfuerzo cortante maximo es proporcional al par de torsién aplicado T e
inversamente proporcional al momento de inercia polar /.

Las unidades comunes empleadas en la férmula de Ia torsién son las
siguientes. En el sistema SI el par de torsién 7 suele expresarse en newton
metro (N-m), el radio r en metros (m), el momento polar de inercia /, en
metros a la cuarta potencia (m*) y el esfuerzo cortante 7 en pascales (Pa).
Si se utilizan unidades inglesas, con frecuencia 7 se expresa en libra-pies
(Ib-ft) o libra-pulgadas (Ib-in), r en pulgadas (in), I, en pulgadas a la cuarta
potencia (in*) y 7 en libras por pulgada cuadrada (psi).

Sustituyendo r = d/2 e I, = nd?/32 en la férmula de la torsién, obte-
nemos la ecuacién siguiente para el esfuerzo maximo:

16T
i = (3.12)
E wd?

Esta ecuacion sélo se aplica a barras con seccion transversal circular so-
lida, en tanto que la férmula de la torsién (ecuacién 3.11) se aplica tanto a
barras sélidas como a tubos circulares, como se explica més adelante. La
ecuacion (3.12) muestra que el esfuerzo cortante es inversamente propor-
cional al cubo del didmetro. Por tanto, si se duplica el didmetro, el esfuerzo
se reduce por un factor de ocho.

“Los momentos polares de inercia se ilustran en la seccién 12.6 del capitulo 12.
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El esfuerzo cortante a una distancia p desde el centro de la barra es

_P _1Ip
T= "7 Tmix — —

3.13
; . (3.13)

que se obtiene al combinar la ecuacién (3.7b) con la férmula de la torsion
(ecuacion 3.11). La ecuacion (3.13) es una formula generalizada de la tor-
sion y de nuevo observamos que los esfuerzos cortantes varian linealmente
con la distancia radial desde el centro de la barra.

Ahora podemos relacionar el dngulo de torsién de una barra de material li-
nealmente eldstico con el par de torsién aplicado 7. Al combinar la ecuacién
(3.7a) con la férmula de la torsién obtenemos

T
6=— 3.14
Glp ©-19)

en donde 0 tiene unidades de radianes por unidad de longitud. Esta ecua-
cién muestra que la razén de torsién 6 es directamente proporcional al par
de torsién T e inversamente proporcional al producto GIp, conocido como
rigidez torsional de la barra.

Para una barra en torsion pura, el dngulo de torsion ¢ total, igual a la ra-
z6n de torsion multiplicada por la longitud de la barra (es decir, ¢ = 6L), es

TL
== 3.15
¢ Gl (3.15)

en donde ¢ se mide en radianes. El uso de las ecuaciones anteriores tanto en
analisis como en disefio se ilustra en los ejemplos 3.1y 3.2.

La cantidad GI,/L, llamada rigidez torsional de la barra, es el par de
torsién necesario para producir una rotacién de un dngulo unitario. La fle-
xibilidad torsional es el reciproco de la rigidez, o L/GI,, y se define como
el angulo de rotacién producido por un par de torsidn unitario. Por tanto,
tenemos las expresiones siguientes:

_ Glp L

k =—
T I Jr Gl,

(a,b)

Estas cantidades son andlogas a la rigidez axial k = EA/L y a la flexibi-
lidad axial f = L/FA de una barra en tensién o compresién (compare con
las ecuaciones 2.4a y 2.4b). Las rigideces y las flexibilidades desempefian
papeles importantes en el andlisis estructural.

La ecuacion para el dngulo de torsién (ecuacién 3.15) proporciona una
forma conveniente para determinar el médulo de elasticidad en cortante G
de un material. Al realizar una prueba de torsién en una barra circular pode-
mos medir el dngulo de torsién ¢ producido por un par de torsién conocido
T. Luego se puede calcular el valor de G con la ecuacién (3.15).



CAPITULO 3 Torsion

=

Tubo circular en torsion.

Los tubos circulares resisten con mds eficiencia las cargas torsionales que
las barras sélidas. Como sabemos, los esfuerzos cortantes en una barra circu-
lar sélida son médximos en el borde exterior de la seccion transversal y
cero en el centro. Por tanto, la mayor parte del material en un eje sélido
se somete a un esfuerzo significativamente menor que el esfuerzo cortante
maximo. Ademas, los esfuerzos cerca del centro de la seccidn transversal
tiene un brazo de momento menor p a tomar en cuenta en la determinacién
del par de torsién (consulte la figura 3.9 y la ecuacién 3.8).

En contraste, en un tubo hueco comin la mayor parte del material estd
cerca del borde exterior de la seccion transversal donde los esfuerzos cor-
tantes y los brazos de momento son mayores (figura 3.10). Por tanto si en
una aplicacién es importante reducir peso y ahorrar material, se aconseja
emplear un tubo circular. Por ejemplo, los ejes de impulsién largos, los ejes
de hélices y los ejes de generadores usualmente tienen secciones transver-
sales huecas.

El andlisis de la torsién de un tubo circular es casi idéntico al de una
barra sdlida. Se pueden emplear las mismas expresiones bdsicas para los
esfuerzos cortantes (por ejemplo, las ecuaciones 3.7a 'y 3.7b). Por supuesto,
la distancia radial p estd limitada al intervalo r, a r,, donde r, es el radio
interior y r, es el radio exterior de la barra (figura 3.10).

La relacién entre el par de torsion 7'y el esfuerzo maximo estd dada por
la ecuacién (3.8), pero los limites en la integral para el momento polar de iner-
cia (ecuacion 3.9) son p = r;y p = r,. Por tanto, el momento polar de inercia
del drea de la seccion transversal de un tubo es

T4 4 T 4 4
L= d =y = Tt — g (3.16)
P > (rz = r7) 32( 2 1)

Las expresiones anteriores también se pueden escribir en las siguientes for-
mas:

Ip = %t @r + %) = %(d2 + 1) (.17)

en donde r es el radio promedio del tubo, igual a (r, + r,)/2; d es el didme-
tro promedio, igual a (d, + d,) /2 y t es el espesor de la pared (figura 3.10),
igual a r, — r,. Por supuesto, las ecuaciones (3.16) y (3.17) dan los mismos
resultados, pero en ocasiones la dltima es mds conveniente.

Si el tubo es relativamente delgado, de tal modo que el espesor de la pa-
red ¢ es pequeflo en comparacién con el radio promedio 7, podemos ignorar
los términos # en la ecuacién (3.17). Con esta simplificacion obtenemos las
formulas aproximadas siguientes para el momento polar de inercia:

ad>t

Ip =27t = (3.18)

Estas expresiones se dan en el caso 22 del apéndice D.
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Recordatorios: en las ecuaciones 3.17 y 3.18, las cantidades r y d son
el radio y el didmetro promedios, no los maximos. Ademas, las ecuaciones
3.16 y 3.17 son exactas; la ecuacién 3.18 es aproximada.

La férmula de la torsién (ecuacién 3.11) se puede emplear para un
tubo circular de material linealmente elastico siempre que I, se evalte de
acuerdo con la ecuaciones (3.16), (3.17) o, si es apropiado, con la ecuacién
(3.18). Los mismos comentarios se aplican a la ecuacién general para el
esfuerzo cortante (ecuacion 3.13), a las ecuaciones para la razén de torsion
y el dngulo de torsién (ecuaciones 3.14 y 3.15) y a las ecuaciones para la
rigidez y la flexibilidad (ecuaciones a y b).

La distribucién del esfuerzo cortante en un tubo se representa en la
figura 3.10, donde se observa que el esfuerzo promedio en un tubo delgado
es casi tan grande como el esfuerzo maximo. Esto significa que en una
barra hueca se utiliza el material de manera mds eficiente que en una barra
solida, como se explic antes y se demuestra mds adelante en los ejemplos
32y3.3.

Al disefiar un tubo circular para transmitir un par de torsién, debemos
estar seguros de que el espesor ¢ es suficientemente grande para evitar el
arrugamiento o pandeo de la pared del tubo. Por ejemplo, se puede especi-
ficar un valor maximo de la razén entre el radio y el espesor, como (r, /1)«
= 12. Otras consideraciones incluyen los factores ambientales y de dura-
bilidad, que también imponen requerimientos para el espesor minimo de
la pared del tubo. Estos temas se estudian en cursos y libros de texto sobre
disefio mecdnico.

Las ecuaciones deducidas en esta seccion estdn limitadas a barras con sec-
cion transversal circular (s6lidas o huecas) que se comportan de una manera
linealmente elastica. En otras palabras, las cargas deben ser tales que los
esfuerzos no sobrepasen el limite de proporcionalidad del material. Ade-
mds, las ecuaciones para esfuerzos son validas sélo en partes de las barras
alejadas de concentraciones de esfuerzos (como agujeros y otros cambios
abruptos de la forma) y alejadas de las secciones transversales donde se
aplican las cargas. (Las concentraciones de esfuerzos en torsion se analizan
mas adelante en la seccién 3.11.)

Por dltimo, es importante hacer énfasis en que las ecuaciones para la
torsién de barras y tubos circulares no se pueden utilizar para barras que
tengan otras formas. Las barras no circulares, como las rectangulares y las
que tienen secciones transversales en forma de “I,” se comportan de manera
muy diferente a las barras circulares. Por ejemplo, sus secciones transver-
sales no permanecen planas y sus esfuerzos maximos no se ubican en las
distancias mas alejadas desde los puntos medios de las secciones transver-
sales. Entonces, estas barras requieren métodos de analisis mas avanzados,
como los que se presentan en libros sobre teoria de elasticidad y mecénica
de materiales avanzada.”

“La teorfa de la torsién para barras circulares se origin6 con el trabajo del famoso cientifico
francés C. A. de Coulomb (1736-1806); se atribuyen desarrollos adicionales a Thomas Young y
A. Duleau (referencia 3.1). La teoria general de la torsion (para barras con cualquier forma) se
debe al mds famoso investigador de la elasticidad de todos los tiempos, Barré de Saint-Venant
(1797-1886); consulte la referencia 2.10.
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q Ejemplo 3.1

FIGURA 3.11 Ejemplo 3.1. Barra en
torsion pura.

El eje impulsor de un barco es una parte clave del
sistema de propulsion

Una barra sélida de acero con seccién transversal circular (figura 3.11) tiene un dia-
metro d = 1.5 in, longitud L = 54 in y mddulo de elasticidad en cortante G = 11.5
X 10° psi. La barra estd4 sometida a pares de torsién T que actian en sus extremos.
(a) Si los pares de torsion tienen una magnitud 7" = 250 Ib-ft, ;cudl es el esfuer-
zo cortante maximo en la barra? ;Cudl es el angulo de torsion entre los extremos?
(b) Si el esfuerzo cortante permisible es 6000 psi y el dngulo de torsion permi-
sible es 2.5°, ;cudl es el par de torsion maximo permisible?

[ L=541in |

Solucion

(a) Esfuerzo cortante mdximo y dngulo de torsion. Dado que la barra tiene una
seccidn transversal circular sélida, podemos determinar el esfuerzo cortante con la
ecuacion (3.12), como sigue:

16T 16250 Ib-fo)(12 in/ft)
e = E (L5 in)>

= 4530 psi <=

De una manera similar, el &ngulo de torsién se obtiene con la ecuacién (3.15) con el
momento polar de inercia dado por la ecuacién (3.10):
md*  w(1.5in)*

Ip=—=—"—2—=0.4970 in*
P= "3 2 n

TL _ (250 Ib-ft)(12 in/ft)(54 in)

Glp  (11.5 X 10° psi)(0.4970 in*)

Por tanto, el andlisis de la barra ante la accion del par de torsion dado estd com-
pleto.

(b) Par de torsion mdximo. El par de torsién maximo se determina mediante
el esfuerzo cortante permisible o bien por el dngulo de torsién permisible. Inician-
do con el esfuerzo cortante, reacomodamos la ecuacién (3.12) y el célculo es el
siguiente:

=0.02834rad = 1.62° <4mm

¢:

3
T, = i{gm = % (1.5 in) (6000 psi) = 3980 Ib-in = 331 Ib-ft

Cualquier par de torsién mayor que este valor resultara en un esfuerzo cortante que
sobrepasard el esfuerzo permisible de 6000 psi.

Utilizando la ecuacién (3.15) reacomodada, ahora podemos calcular el par de
torsién con base en el dngulo de torsién:
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 Glpdpem . (11.5 X 10° psi)(0.4970 in*)(2.5°)(w rad/180°)
L 54 in

T,
= 4618 Ib-in = 385 Ib-ft

Cualquier par de torsién mayor que 7, resultard en un dngulo de torsién mayor que
el permisible.
El par de torsién médximo es el menor de 7, y 7:

Toax = 331 Ib-ft <=

En este ejemplo el esfuerzo cortante permisible proporciona la condicién limitante.

- Ejemplo 3.2

Cigtiefial complejo

FIGURA 3.12 Ejemplo 3.2. Torsién de un
eje de acero.

Se va a fabricar un eje de acero como una barra circular sélida o bien como un tubo
circular (figura 3.12). Se requiere que el eje transmita un par de torsiéon de 1200 N-m
sin que se exceda un esfuerzo cortante permisible de 40 MPa ni una razén de torsién
permisible de 0.75° /m. (El médulo de elasticidad en cortante del acero es 78 GPa).

(a) Determine el didmetro necesario d,, del eje sdlido.

(b) Determine el didmetro exterior necesario d, del eje hueco si su espesor ¢ se
especifica igual a un décimo del didmetro exterior.

(c) Determine la razén de los didmetros (es decir, la razén d,/d,) y la razén de
los pesos de los ejes hueco y sélido.

<;d04> l—— dl
dy
(a) (b)

Solucion

(a) Eje solido. El didmetro requerido d,, se determina a partir del esfuerzo cor-
tante o bien de la razén de torsién permisible. En el caso del esfuerzo cortante per-
misible reacomodamos la ecuacién (3.12) y obtenemos

167 _ 16(1200 N-m)

=152.8 X 10 °m’
W (40 MPa) m

iy =

continiia
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——d|—>

(Repetida.)

dy

(b)

de donde obtenemos

dy = 0.0535 m = 53.5 mm

En el caso de la razén de torsién permisible, empezamos determinando el momento
polar de inercia (consulte la ecuacion 3.14):

T 1200 N-m

— _ % 1079 m*
GOpermn (78 GPa)(0.75°/m)( 77 rad/180°) 175 %107 m

Ir =

Como el momento polar de inercia es igual a 7d? /32, el didmetro necesario es

—9 4
di= 32;” _ 324175 >;10 ™) 1197 X 10 m?

do = 0.0588 m = 58.8 mm

Al comparar los dos valores de d,, observamos que la razén de torsién gobierna el
disefio y el didmetro necesario del eje sdlido es

dy = 58.8 mm <=

En un disefio préctico, seleccionarfamos un didmetro ligeramente mayor que el va-
lor calculado de dy; por ejemplo, 60 mm.

(b) Eje hueco. De nuevo, el didmetro requerido se basa en el esfuerzo cortante
permisible o bien en la razén de torsion permisible. Comenzamos observando que el
didmetro exterior de la barra es d, y el didmetro interior es

diy =d, —2t=d, — 2(0.1d,) = 0.8d,
Por tanto, el momento polar de inercia (ecuacion 3.16) es

a a a
Ip= = ds—dhH= e [d;‘ - (0.8d2)4] ) (0.5904d3%) = 0.05796d4

En el caso del esfuerzo cortante permisible, utilizamos la férmula de la torsién
(ecuacion 3.11) como sigue:

S L (2 B
P, 005796d5  0.1159d3

Reacomodando términos, obtenemos

s T  1200N'm

= = =2588 X 10 °m?
27 011597 0.1159(40 MPa) m

Resolviendo para d, da
d, = 0.0637 m = 63.7 mm

que es el didmetro exterior necesario con base en el esfuerzo cortante.
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En el caso de la razén de torsién permisible, utilizamos la ecuacion (3.14) re-

emplazando 6 con 6,,,,, € I, con la expresion que obtuvimos antes; por tanto,

6 - I
P G(0.05796d5)

de donde

a__ T
> 0.05796G Oerm
B 1200 N-m
~ 0.05796(78 GPa)(0.75°/m)( 77 rad/180°)

=20.28 X 10 °m*

Resolviendo para d, obtenemos

d, = 0.0671 m = 67.1 mm

que es el didmetro necesario con base en la razén de torsién.
Al comparar los dos valores de d,, observamos que la razén de torsién gobierna
el disefio y el didmetro exterior necesario del eje hueco es

d, = 67.1 mm <=

El didmetro interior d, es igual a 0.8d,, 0 53.7 mm. (Como valores précticos, podria-
mos seleccionar d, = 70 mm y d;, = 0.8d, = 56 mm.)

() Razones de didmetros y pesos. La razén entre didmetro exterior del eje hue-
co y el didmetro del eje sdlido (empleando los valores calculados) es

d_ 67imm _
do  588mm <=

Como los pesos de los ejes son proporcionales a las dreas de sus secciones
transversales, podemos expresar la razén entre peso del eje hueco y el peso del eje
sélido como sigue:

Whueco — Ahueco — W(d% — d%)/4 — d% — d%

Wistido Agslido 7Td(2J/4 dtz)
67.1 2 — (537 2
_ (&7 mm) — (57 mm)” _ 47 <=
(58.8 mm)

Estos resultados muestran que para el eje hueco sélo se requiere 47 por ciento del
material necesario para el eje sélido, en tanto que el didmetro exterior sélo es 14 por
ciento mayor.

Nota: este ejemplo muestra como determinar los tamafios necesarios de barras
solidas y tubos circulares cuando se conocen los esfuerzos permisibles y las razones
de torsion permisibles. También ilustra el hecho que los tubos circulares utilizan el
material de manera mas eficiente que las barras sélidas.
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Ejemplo 3.3

Un eje hueco y uno sélido construidos con el mismo material tienen la misma longi-
tud y radios exteriores R (figura 3.13). El radio interior del eje hueco es 0.6R.

(a) Suponiendo que los dos ejes se someten al mismo par de torsién, compare
sus esfuerzos cortantes, dngulos de torsién y pesos.

(b) Determine las razones entre resistencia y peso de los ejes.

0.6R

Ejemplo 3.3. Comparacién
de un eje hueco y uno sélido. (a) (b)

(a) Comparacion de los esfuerzos cortantes. Los esfuerzos cortantes maximos,
dados por la férmula de la torsién (ecuacién 3.11), son proporcionales a 1 /1, ya que
los pares de torsion y los radios son los mismos. Para el eje hueco, obtenemos

4 4
o= —”§ — 7”(0'2“) = 0.43527R*

y para el eje solido,

Ip = % =0.57R*

Por tanto, la razén S, entre el esfuerzo cortante mdximo en el eje hueco y en el eje
sélido es

TH 0.57R*
=—=—"""_=115 <=
P = = 0wk

donde los subindices H y S se refieren al eje hueco y al sélido, respectivamente.

Comparacion de los dngulos de torsion. Los dngulos de torsion (ecuacion 3.15)
también son proporcionales a 1/1p, debido a que los pares de torsién 7, las longitu-
des Ly los médulos de elasticidad G son los mismos para los dos ejes. Por tanto, su
razén es la misma que para los esfuerzos cortantes:

¢y 057mRY
=G DO _ 5
P2 b 0.43527R* =
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Comparacion de los pesos. Los pesos de los ejes son proporcionales a las dreas
de sus secciones transversales, en consecuencia, el peso del eje sélido es proporcio-
nal a 7R? y el peso del eje hueco es proporcional a

7R*> — w(0.6R)* = 0.647R>
Por tanto, la razén entre peso del eje hueco y el peso del eje sélido es

Wy _ 0.647R> _

IB3 - WS 7T1z2

0.64 <=

De las razones anteriores observamos de nuevo la ventaja inherente de los ejes
huecos. En este ejemplo el eje hueco tiene un esfuerzo 15 por ciento mayor y un
angulo de rotacién 15 por ciento mayor que el eje sélido pero 36 por ciento menos
peso.

(b) Razones entre resistencia y peso. Algunas veces la eficiencia relativa de
una estructura se mide por su razén entre resistencia y peso, que para una barra
en torsion se define como el par de torsion permisible dividido entre el peso. El
par de torsion permisible para el eje hueco de la figura 3.13a (de la férmula de la
torsion) es

Tmixlp  Tmax(0.43527R*Y) R
Ty = R = R = 0.43527R" Trax

y para el eje sélido es

Tenaxl, Toin(0.57R*
Tg = R P_ md ( - ) _ 0.57R> 7,40

Los pesos de los ejes son iguales a las areas de sus secciones transversales multipli-
cadas por su longitud Ly por el peso especifico y del material:

Wy = 0.647R’Ly  Ws= mR’Ly

Entonces, las razones entre resistencia y peso, S, y S para las barras hueca y sélida,
respectivamente, son

Ty TmaxR T TonaxK
Sg=—"=0.68——— S¢g=—=05——"— <=
Wy VL 5w YL

En este ejemplo la razén entre resistencia y peso del eje hueco es 36 por ciento
mayor que la razén entre resistencia y peso del eje s6lido, demostrando una vez
mas la eficiencia relativa de los ejes huecos. Para un eje mas esbelto, el porcentaje
aumentard; para un eje mas robusto, disminuird.
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3.4 TORSION NO UNIFORME

f

T3

o

Ll TuT

(caso 1).

a

()

Barra en torsion no uniforme

Como se explicé en la seccion 3.2, forsion pura se refiere a la torsién de una
barra prismatica sometida a pares de torsién que actian s6lo en sus extre-
mos. Torsién no uniforme difiere de la torsién pura en que no se requiere
que la barra sea prismatica y los pares de torsién aplicados pueden actuar en
cualquier parte a lo largo del eje de la barra. Las barras en torsion no unifor-
me se pueden analizar aplicando las férmulas de torsién pura a segmentos
finitos de la barra y luego se suman los resultados, o se aplican las férmulas
a elementos diferenciales de la barra y luego se integran.

Para ilustrar estos procedimientos, consideraremos tres casos de torsion
no uniforme. Otros casos se pueden manejar mediante técnicas similares a
las que aquf se describiran.

Caso 1. Barra constituida de segmentos prismdticos con par de torsion
constante en cada segmento (figura 3.14). La barra que se muestra en la parte
(a) de la figura tiene dos didmetros diferentes y estd sometida a pares de torsién
que actdan en los puntos A, B, C'y D. En consecuencia, dividimos la barra en
segmentos, de tal manera que cada uno sea prismético y esté sometido a un par
de torsion constante. En este ejemplo hay tres segmentos, AB, BC'y CD. Cada
segmento estd en torsién pura, y por tanto, se pueden aplicar todas las férmulas
deducidas en la seccién anterior a cada segmento por separado.

El primer paso en el andlisis es determinar la magnitud y el sentido del par
de torsién interno en cada segmento. Es usual que los pares de torsion se deter-
minen por inspeccion, pero si es necesario se pueden encontrar al cortar seccio-
nes a través de la barra, trazar diagramas de cuerpo libre y resolver ecuaciones
de equilibrio. Este proceso se ilustra en las partes (b), (c) y (d) de la figura. El
primer corte se hace en cualquier parte del segmento CD, con lo cual se expone
el par de torsién interno 7. Del diagrama de cuerpo libre (figura 3.14b), ob-
servamos que T, es igual a—-T, — T, + T. Del siguiente diagrama vemos que
Ty esigual a—T, — T, y del dltimo tenemos que 7, es igual a —7',. Por tanto,

Tep=-T,—T,+1T; Tge=-T—T, Thp=—T (a,b,c)

Cada uno de estos pares de torsién es constante en toda la longitud de su
segmento.

Al determinar los esfuerzos cortantes en cada segmento, sélo necesita-
mos las magnitudes de estos pares de torsién internos, ya que las direccio-
nes de los esfuerzos no son de interés. Sin embargo, al obtener el dngulo
de torsién para toda la barra, necesitamos conocer la direccién o sentido de la
torsién en cada segmento a fin de combinar los dngulos de torsiéon de ma-
nera correcta. Por tanto, es necesario establecer una convencion de signos
para los pares de torsion internos. Una regla conveniente en muchos casos
es la siguiente: un par de torsion es positivo cuando su vector apunta en di-
reccion contraria a la seccion cortada y negativo cuando su vector apunta
hacia la seccion. De esta manera, todos los pares de torsién internos que
se muestran en la figuras 3.14b, c y d estan representados con sus sentidos
positivos. Si el par de torsién calculado (con la ecuacién a, b o c) resulta
tener un signo positivo, significa que actia en el sentido supuesto; si el par
de torsidn tiene un signo negativo, actia en el sentido opuesto.

El esfuerzo cortante maximo en cada segmento de la barra se obtiene
facilmente a partir de la férmula de la torsién (ecuacién 3.11) al emplear las
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dimensiones apropiadas y el par de torsién adecuado. Por ejemplo, el esfuerzo
maximo en el segmento BC (figura 3.14) se determina al utilizar el didmetro de
ese segmento y el par de torsion Ty~ que se calcula mediante la ecua-
cién (b). El esfuerzo maximo en toda la barra es el esfuerzo mayor de entre
los esfuerzos calculados para cada uno de los tres segmentos.

El angulo de torsién para cada segmento de determina con la ecua-
cién (3.15), al emplear de nuevo las dimensiones adecuadas y el par de
torsién apropiado. Luego se obtiene el angulo de torsion total de un extremo
de la barra con respecto al otro mediante la siguiente suma algebraica:

p=d+dt...+ P, (3.19)

donde ¢, es el dngulo de torsioén para el segmento 1, ¢, es el dngulo de
torsion para el segmento 2, etcétera, y n es el nimero total de segmentos.
Puesto que cada dngulo de torsion se determina con la ecuacion (3.15), po-
demos escribir la férmula general

p=> ¢=> _TiLi (3.20)
i=1 i=1 G(Ip);

en donde el subindice i es un indice de numeracién para los diversos seg-
mentos. Para el segmento i de la barra, T; es el par de torsioén interno (en-
contrado del equilibrio como se ilustra en la figura 3.14), L, es la longitud,
G, es el mdédulo de cortante e (Ip); es el momento polar de inercia. Algunos
de los pares de torsion (y los dngulos de torsién correspondientes) pueden
ser positivos y algunos negativos. Al sumar de manera algebraica los an-
gulos de torsion de todos los segmentos se obtiene el dngulo de torsion ¢
total entre los extremos de la barra. El proceso se ilustra més adelante en el
ejemplo 3.4.

Caso 2. Barra con secciones transversales que varian continuamente
y par de torsion constante (figura 3.15). Cuando el par de torsion es cons-
tante, el esfuerzo cortante maximo en una barra sélida siempre ocurre en
la seccién transversal que tiene el didmetro menor, como se muestra en la
figura (3.12). Ademads, es usual que esta observacion sea vélida para barras
tubulares; si este es el caso, s6lo necesitamos investigar la seccidn transver-
sal més pequeiia a fin de calcular el esfuerzo cortante maximo. De lo contra-
rio, puede ser necesario evaluar los esfuerzos en mds de una ubicacién con
objeto de determinar el esfuerzo maximo.

Para encontrar el dngulo de torsidén, consideramos un elemento con
longitud dx a una distancia x desde un extremo de la barra (figura 3.15). El
angulo diferencial de rotacion d¢ para este elemento es

Tdx
Glp(x)

do = (d)
en donde /(x) es el momento polar de inercia de la seccién transversal a
una distancia x desde el extremo. El dngulo de torsion para toda la barra es
la suma de los dngulos diferenciales de rotacién:

I, IL,
| gp=| _Tdx_ (3.21)
¢ L ¢ L GIp(x)
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Barra en torsién no
uniforme (caso 3).

Si la expresiéon para el momento polar de inercia /,(x) no es demasiado
compleja, esta integral se puede evaluar de manera analitica, como en el
ejemplo 3.5. En otros casos, se debe evaluar de manera numérica.

Caso 3. Barra con secciones transversales continuamente variables y
par de torsion continuamente variable (figura 3.16). La barra que se mues-
tra en la parte (a) de la figura estd sometida a un par de torsion distribuido
con intensidad ¢ por unidad de distancia a lo largo del eje de la barra. Como
resultado, el par de torsion interno 7(x) varia de manera continua a lo largo
del eje (figura 3.16b). El par de torsion interno se puede evaluar con ayuda
del diagrama de cuerpo libre y una ecuacién de equilibrio. Como en el caso
2, el momento polar de inercia /,(x) se puede evaluar con las dimensiones
de la seccidn transversal de la barra.

Conociendo el par de torsién y el momento polar de inercia como fun-
ciones de x, se puede emplear la férmula de la torsién para determinar cémo
varia el esfuerzo cortante a lo largo del eje de la barra. Luego se puede
identificar la seccidn transversal de esfuerzo cortante maximo y determinar
el esfuerzo cortante maximo.

El angulo de torsion de la barra de la figura 3.16a se puede encontrar de
la misma manera que se describi6 para el caso 2. La tnica diferencia es que
el par de torsién, al igual que el momento polar de inercia, también varia a
lo largo del eje. En consecuencia, la ecuacion para el dngulo de torsion se
convierte en

L L
_ _ | Tx)dx
L R N G:22)

Esta integral se puede evaluar de forma analitica en algunos casos, pero es
usual que se deba evaluar de manera numérica.

Los anélisis descritos en esta seccion son validos para barras hechas de ma-
teriales linealmente eldsticos con secciones transversales circulares (sélidas
0 huecas). Ademds, los esfuerzos determinados con la férmula de la torsion
son vélidos en regiones de la barra alejadas de concentraciones de esfuer-
zos, que son esfuerzos altamente localizados que ocurren cuando el didme-
tro cambia abruptamente y cuando se aplican pares de torsion concentrados
(consulte la seccién 3.11). Sin embargo, las concentraciones de esfuerzos
tienen relativamente poco efecto sobre el angulo de torsién y, por tanto, en
general las ecuaciones para ¢ son vélidas.

Por ultimo, debemos tener en cuenta que la férmula de la torsién y las
férmulas para los dngulos de torsion se dedujeron para barras prismaticas.
Podemos aplicarlas con seguridad a barras con secciones transversales va-
riables sélo cuando los cambios de didmetro sean pequefios y graduales.
Como regla bdsica, las férmulas dadas aqui son satisfactorias siempre que
el dngulo de ahusamiento (el dngulo entre los lados de la barra) sea menor
que 10°.
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Ejemplo 3.4

Ejemplo 3.4. Eje de acero
en torsion.

Diagramas de cuerpo libre
del ejemplo 3.4.

Un eje solido de acero ABCDE (figura 3.17) con didmetro d = 30 mm gira libremen-
te sobre cojinetes en los puntos A y E. El eje es impulsado por un engrane en C que
aplica un par de torsién 7, = 450 N-m en el sentido que se muestra en la figura. Los
engranes B y D son impulsados por el eje y tienen pares de torsion resistentes 7, =
275 N'-m y T5 = 175 N-m, respectivamente, que actian en el sentido opuesto al par
de torsién T,. Los segmentos BC y CD tienen longitudes Ly = 500 mm y L., =
400 mm, respectivamente, y el médulo de cortante es G = 80 GPa.

Determine el esfuerzo cortante maximo en cada parte del eje y el angulo de
torsion entre los engranes By D.

Cada segmento de la barra es prismdtico y estd sometido a un par de torsién
constante (caso 1). Por tanto, el primer paso en el andlisis es determinar los pares
de torsién que actian en los segmentos, después de lo cual podemos determinar los
esfuerzos cortantes y los dngulos de torsion.

Pares de torsion que actiian en los segmentos. Los pares de torsion en los seg-
mentos extremos (AB y DE) son cero puesto que no estamos tomando en cuenta
ninguna friccién en los cojinetes en los soportes. Por tanto, los segmentos extremos
no tienen esfuerzos ni 4ngulos de torsién.

El par de torsion T, en el segmento CD se determina cortando la seccién a
través del segmento y elaborando un diagrama de cuerpo libre, como en la figura
3.18a. El par de torsion se supone positivo y, por tanto, su vector apunta alejandose
de la seccion cortada. Del equilibrio del cuerpo libre, obtenemos

Tep=T> — Ty = 450 N-m — 275 N'm = 175 N'm

El signo positivo en el resultado significa que 7, actia en el sentido positivo su-
puesto.

continiia
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El par de torsion en el segmento BC se determina de una manera similar, utili-
zando el diagrama de cuerpo libre de la figura 3.18b:

TBC = _Tl = —275N‘m

Observe que este par de torsién tiene un signo negativo, lo que significa que su sen-
tido es opuesto al que se muestra en la figura.

Esfuerzos cortantes. Los esfuerzos cortantes maximos en los segmentos BC
y CD se encuentran con la forma modificada de la férmula de la torsién (ecuacién
3.12); por tanto

_ 16Tpc _ 16(275 N-m)

= = 51.9 MP
EC e a =
16T _ 16(175N-m)
- - =33.0 MP. -
Tep wd® (30 mm)? a

Como las direcciones de los esfuerzos cortantes no son de interés en este ejemplo, en
los célculos anteriores s6lo se emplean los valores absolutos de los pares de torsion

Angulos de torsion. El angulo de torsién ¢, entre los engranes B y D es la suma
algebraica de los dngulos de torsién para los segmentos intermedios de la barra,
segun la ecuacién (3.19); entonces,

bsp = bpc + bep

Al calcular los dngulos de torsién individuales, necesitamos el momento de inercia
de la seccidn transversal:

md* 730 mm)* 4
i e g 2|
P ) ) 79,520 mm

Ahora podemos determinar los dngulos de torsion como se muestra:

TpcLpe (=275 N-m)(500 mm)
Glp ~ (80 GPa)(79,520 mm*)

dsc = —0.0216 rad

bep = TepLep (175 N-m)(400 mm)
cp =

Gl, (80 GPa)(79,520 mm®) ~ »-0110rad

Observe que en este ejemplo los dngulos de torsion tienen sentidos opuestos. Su-
mando algebraicamente, obtenemos el dngulo de torsién total:

bup = b + dep = —0.0216 + 0.0110 = —0.0106 rad = —0.61° G

El signo negativo significa que el engrane D gira en el sentido de las manecillas del
reloj (cuando se ve desde el extremo derecho del eje) con respecto al engrane B.
Sin embargo, para la mayor parte de los fines s6lo se necesita el valor absoluto del
angulo de torsién y, por tanto, es suficiente decir que el dngulo de torsién entre los
engranes By D es 0.61°. El dngulo de torsién entre los dos extremos de un eje en
ocasiones se llama enrollado.

Notas: los procedimientos ilustrados en este ejemplo se pueden utilizar para
ejes con segmentos de diferentes didmetros o de materiales distintos, siempre que
las dimensiones y las propiedades permanezcan constantes en cada segmento.

En este ejemplo y en los problemas al final del capitulo sélo se consideran los
efectos de la torsién. Los efectos de la flexién se consideran mds adelante, al inicio
del capitulo 4.
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Ejemplo 3.5

en torsion.

Ejemplo 3.5. Barra ahusada

Una barra ahusada AB con seccidn transversal circular se somete a pares de torsion
T aplicados en los extremos (figura 3.19). El didmetro de la barra varfa linealmente
de d, en el extremo izquierdo a dy en el extremo derecho, suponiendo que dj es
mayor que d,.

(a) Determine el esfuerzo cortante maximo en la barra.

(b) Deduzca una férmula para el angulo de torsion de la barra.

(a) Esfuerzos cortantes. Como el esfuerzo cortante maximo en cualquier sec-
cién transversal de una barra sélida estd dado por la férmula modificada de la torsion
(ecuacién 3.12), sabemos de inmediato que el esfuerzo cortante maximo ocurre en la
seccion transversal que tenga el didmetro menor, es decir, en el extremo A (consulte
la figura 3.19):

16T
Tmax — -

ad>,
(b) Angulo de torsion. Como el par de torsién es constante y el momento polar
de inercia varfa continuamente con la distancia x desde el extremo A (caso 2), utili-

zaremos la ecuacion (3.21) para determinar el dngulo de torsién. Iniciamos formu-
lando una expresion para el didmetro d a una distancia x desde el extremo A:

ds—d
d=d,+ %x (3.23)

en donde L es la longitud de la barra. Ahora podemos escribir una expresion para el
momento polar de inercia:
ad*® @

Ip(x) = ———

_7 dp —dy \*
SRS x) (3.24)

dy +
( L
Al sustituir esta expresioén en la ecuacion (3.21), obtenemos una férmula para el
angulo de torsion:

¢=JL o =£JL—dx 325
b Gl 7G o< s — dy )4 (3.25)
dy +"“Ej“*x

B
T A\ A T
J |1
L |
= e

continiia
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Para evaluar la integral en esta ecuacién, observamos que es de la forma

J dx
(a + bx)*

a:dA b:dB’;dA (evf)

en donde

Con ayuda de una tabla de integrales (consulte el apéndice C), obtenemos

J A _ |
(a + bx)* 3b(a + bx)®

Esta integral se evalda sustituyendo x con los limites O y Ly con los valores de a y
b de las expresiones en las ecuaciones (e) y (f). Por tanto, la integral en la ecuacién
(3.25) es igual a

_ L (1 1
3dp—d \d&&  d @)

Al reemplazar la integral en la ecuacidn (3.25) con esta expresion, obtenemos

¢

327L (1 1) (3.26) <4um

T 3mGds — dy \d)  db

que es la ecuacién deseada para el dngulo de torsion de la barra ahusada.
Una forma conveniente de escribir la ecuacion anterior es

L (B+B+ 1)
= 3.27
¢~ G ( 3p° G20
en donde
_ ﬁ _ Wdi
B= d, (Ip)a = %) (3.28)

La cantidad S es la razén de los didmetros extremos e (/,), es el momento polar de
inercia en el extremo A.

En el caso especial de una barra prismdtica, tenemos 8 = 1y la ecuacién (3.27)
da ¢ = TL/G(I,),, como se esperaba. Para valores de B mayores que 1, el dngulo
de rotacion disminuye debido a que el didmetro mayor en el extremo B produce un
aumento en la rigidez torsional (en comparacién con una barra prismadtica).
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3.5 ESFUERZOS Y DEFORMACIONES UNITARIAS EN CORTANTE PURO

Esfuerzos que acttian sobre
un elemento de esfuerzo cortado de una
barra en torsion (cortante puro).

Cuando una barra circular, sea solida o hueca, se somete a torsion, actian
esfuerzos cortantes sobre las secciones transversales y sobre planos longitu-
dinales, como se ilustré previamente en la figura 3.7. Ahora examinaremos
con mas detalle los esfuerzos y las deformaciones unitarias producidas du-
rante la torsion de una barra.

Iniciamos considerando un elemento de esfuerzo abcd cortado entre
dos secciones transversales de una barra en torsion (figuras 3.20a y b). Este
elemento estd en un estado de cortante puro, debido a que los tinicos es-
fuerzos que actiian sobre €l son esfuerzos cortantes 7 en los cuatro lados
(consulte el analisis sobre esfuerzos cortantes en la seccién 1.6).

Las direcciones de estos esfuerzos cortantes dependen de los sentidos
de los pares de torsién aplicados 7. En este andlisis suponemos que los
pares de torsién giran el extremo derecho de la barra en el sentido de las
manecillas del reloj cuando se ve desde la derecha (figura 3.20a); de aqui
que los esfuerzos cortantes que actian sobre el elemento tienen las direc-
ciones que se muestran en la figura. Este mismo estado de esfuerzo existe
en un elemento similar cortado desde el interior de la barra, excepto que las
magnitudes de los esfuerzos cortantes son menores debido a que la distancia
radial hasta el elemento es menor.

Los sentidos de los pares de torsiéon que se muestran en la figura 3.20a
estan elegidos intencionalmente de modo que los esfuerzos cortantes resul-
tantes (figura 3.20a) sean positivos de acuerdo con la convencién de signos
para esfuerzos cortantes descrita previamente en la seccién 1.6. Esta con-
vencion de signos se repite a continuacion:

Un esfuerzo cortante que actdia sobre una cara positiva de un elemento
es positivo si actda en el sentido positivo de uno de los ejes coordenados y
negativo si actia en el sentido negativo de un eje. Y lo opuesto, un esfuerzo
que actda en una cara negativa de un elemento es positivo si actda en la direc-
cién negativa de uno de los ejes coordenados y negativo si actiia en la direccion
positiva de un eje.

Al aplicar esta convencién de signos a los esfuerzos cortantes que ac-
tdan sobre el elemento de esfuerzo de la figura 3.20b observamos que los
cuatro esfuerzos cortantes son positivos. Por ejemplo, el esfuerzo en la cara
derecha (que es positiva debido a que el eje x estd dirigido hacia la derecha)
actda en la direccion positiva del eje y; por tanto, es un esfuerzo cortante
positivo. Ademads, el esfuerzo en la cara izquierda (que es negativa) actia en
la direccién negativa del eje y; por tanto, es un esfuerzo cortante positivo.
Comentarios andlogos se aplican a los esfuerzos restantes.
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Andlisis de esfuerzos
sobre planos inclinados: (a) elemento en
cortante puro, (b) esfuerzos que actdan
sobre un elemento triangular de esfuerzo
y (c) fuerzas que actian sobre el elemento
triangular de esfuerzo (diagrama de cuerpo
libre).

T

Ahora ya podemos determinar los esfuerzos que actiian sobre planos incli-
nados cortados a través del elemento de esfuerzo en cortante puro. Segui-
remos el mismo enfoque que se empled en la seccidon 2.6 para analizar los
esfuerzos en esfuerzo uniaxial.

En la figura 3.21a se muestra una vista bidimensional del elemento de
esfuerzo. Como ya se explicé en la seccion 2.6, usualmente trazamos una
vista bidimensional por conveniencia, pero siempre debemos estar cons-
cientes de que el elemento tiene una tercera dimension (espesor) perpendicu-
lar al plano de la figura.

Ahora cortamos un elemento de esfuerzo con forma de cuiia (o “trian-
gular”) con una cara orientada a un dngulo 6 con respecto al eje x (figura
3.21b). Los esfuerzos normales o, y los esfuerzos cortantes 7, actiian sobre
esta cara inclinada y en la figura se muestran en sus direcciones positivas.
La convencion de signos para los esfuerzos o, y 7, se describié con ante-
rioridad en la seccién 2.6 y se repite a continuacién:

Los esfuerzos normales o, son positivos en tension y los esfuerzos cor-
tantes 7, son positivos cuando tienden a producir rotacién del material en
sentido contrario al de las manecillas del reloj. (Observe que esta conven-
cién de signos para el esfuerzo cortante 7, que actia sobre un plano inclina-
do es diferente de la convencion de signos para los esfuerzos cortantes or-
dinarios 7 que actdan sobre los lados de elementos rectangulares orientados
con respecto a un conjunto de ejes xy).

Las caras horizontal y vertical del elemento triangular (figura 3.21b)
tienen esfuerzos cortantes positivos 7 que actian sobre ellas y las caras an-
terior y posterior del elemento estan libres de esfuerzo. Por tanto, todos los
esfuerzos que actiian sobre el elemento son visibles en esta figura.

Ahora se pueden determinar los esfuerzos o, y 7, a partir del equili-
brio del elemento triangular. Las fuerzas que actiian sobre sus tres caras se
obtienen multiplicando los esfuerzos por las dreas sobre las que actdan. Por
ejemplo, la fuerza sobre la cara izquierda es igual a TA, donde A, es el drea
de la cara vertical. Esta fuerza actda en la direccion y negativa y se muestra
en el diagrama de cuerpo libre de la figura 3.21c. Puesto que el espesor del
elemento en la direccion z es constante, observamos que el drea de la cara
inferior es A, tan 0 y el drea de la cara inclinada es A, sec 6. Al multiplicar

_—
a b 7'0 0-0
y L 7 P
(0] X r
d G
-— — —
T T TA( tan 6

(a) (b) (©



Gréfica de esfuerzos
normales o, y esfuerzos cortantes 7, contra
el dngulo 6 del plano inclinado.
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los esfuerzos que actiian sobre estas caras por las dreas correspondientes
nos permite obtener las fuerzas restantes y de alli completar el diagrama de
cuerpo libre (figura 3.21c).

Ahora estamos en condiciones de escribir dos ecuaciones de equilibrio
para el elemento triangular, una en la direccién de o, y la otra en la direc-
cién de 7, Al escribir estas ecuaciones, las fuerzas que actian sobre las
caras izquierda e inferior se deben descomponer en componentes en las direc-
ciones de o, y 7y. De esta manera, la primera ecuacién, obtenida sumando
fuerzas en la direccion de o, es

agypAgsec 8 = 1Ay sen § + A, tan O cos 6

oy = 27sen Hcos 6 (3.29a)
La segunda ecuacion se obtiene sumando fuerzas en la direccion de 7,:

ToAg sec 8 = A cos 8 — TAq tan O sen 6

7o = 7(cos’6 — sen’0) (3.29b)

Estas ecuaciones se pueden expresar en formas mds simples introduciendo
las identidades trigonométricas siguientes (consulte el apéndice C):

sen 26 = 2 sen A cos 6 cos 26 = cos> § — sen” 6

Entonces las ecuaciones para o, y 7, se convierten en
oy = Tsen 20 Tg = TCOS 26 (3.30a,b)

Las ecuaciones (3.30a y b) dan los esfuerzos normal y cortante que actian
sobre cualquier plano inclinado en términos de los esfuerzos cortantes 7
que actiian sobre los planos x y y (figura 3.21a) y del dngulo 6 que define la
orientacion del plano inclinado (figura 3.21b).

La manera en que varian los esfuerzos o,y 7, con la orientacién del
plano inclinado se muestra en la figura 3.22, que es una gréfica de las ecua-
ciones (3.30a y b), en donde observamos que para § = 0, que es la cara
derecha del elemento de esfuerzo en la figura 3.21a, la graficadao, =0y
T, = 7. Este tltimo resultado era de esperarse, porque el esfuerzo cortante
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Elementos de esfuerzo
orientados en # = 0y 6 = 45° para
cortante puro.

T actda en sentido contrario al de las manecillas del reloj contra el elemento
y, por tanto, produce un esfuerzo cortante positivo 7.

Para la cara superior del elemento (# = 90°), obtenemos o, = 0y
7, = —7. El signo menos de 7, significa que actda en el sentido de las ma-
necillas del reloj contra el elemento, es decir, hacia la derecha sobre la cara
ab (figura 3.21a), lo es consistente con la direccién del esfuerzo cortante
7. Observe que los esfuerzos cortantes numéricamente mayores ocurren en
los planos para los que § = 0y 90°, asi como sobre las caras opuestas (6 =
180°y 270°).

De la grifica observamos que el esfuerzo normal o, alcanza un valor
méximo en 6 = 45°. En ese dngulo el esfuerzo es positivo (tensién) y numé-
ricamente igual al esfuerzo cortante 7. De manera similar, o, tiene su valor
minimo (que es de compresion) en # = —45°. En los dos dngulos de 45°, el
esfuerzo cortante 7, es igual a cero. Estas condiciones se representan en la
figura 3.23 donde se muestran elementos de esfuerzos orientadosen § = 0y
0 = 45°. El elemento a 45° estd sometido a esfuerzos de tensiéon y compre-
sion iguales en direcciones perpendiculares, sin esfuerzos cortantes.

Observe que los esfuerzos normales que actian sobre el elemento a 45°
(figura 3.23b) corresponden a un elemento sometido a esfuerzos cortantes 7
que actdan en la direccién que se muestra en la figura 3.23a. Si se invierte
la direccion de los esfuerzos cortantes que actiian sobre el elemento de la
figura 3.23a, los esfuerzos normales que actian sobre los planos a 45° tam-
bién cambiaran direcciones.

Si un elemento de esfuerzo esta orientado a un angulo distinto a 45°,

Omin=—T Omax = T
_>T
'\450
y
.
o X
r
-—
I
Omax = T Omin=—T

(a) (b)

los esfuerzos normal y cortante actuaran sobre las caras inclinadas (consulte
las ecuaciones 3.30a y b y la figura 3.22). Los elementos de esfuerzo sujetos
a estas condiciones mas generales se analizan con detalle en el capitulo 7.

Las ecuaciones deducidas en esta seccion son validas para un elemento
de esfuerzo en cortante puro sin importar si el elemento se corta de una
barra en torsién o de algin otro elemento estructural. Ademads, como las
ecuaciones (3.30) se dedujeron sélo a partir del equilibrio, son validas para
cualquier material, ya sea que se comporte o no de una manera linealmente
elastica.

La existencia de esfuerzos de tension maximos sobre planos a 45° con
respecto al eje x (figura 3.23b) explica por qué las barras en torsién que es-
tan hechas de materiales fragiles y débiles en tensién fallan agrietindose a
lo largo de una superficie helicoidal a 45° (figura 3.24). Como se menciond
en la seccién 3.3, este tipo de falla se demuestra facilmente torciendo una



Falla por torsién de un

material fragil por agrietamiento de tensién

a lo largo de una superficie helicoidal a
45°.

Deformaciones unitarias
en cortante puro: (a) distorsion cortante
de un elemento orientadoen § = 0y
(b) distorsién de un elemento orientado
en 6 = 45°,
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T < S Grieta a 45° %L

pieza de tiza para pizarron.

Ahora analizamos las deformaciones unitarias en un elemento en cortante
puro. Por ejemplo, considere el elemento en cortante puro que se muestra en
la figura 3.23a. Las deformaciones unitarias por cortante correspondientes
se muestran en la figura 3.25a, donde estdn muy exageradas. La deforma-
cion unitaria cortante y es el cambio en dngulo entre dos lineas que origi-
nalmente eran perpendiculares entre si, como se analiz6 con anterioridad en
la seccidn 1.6. Por tanto, la disminucién en el dngulo en la esquina inferior
izquierda del elemento es la deformacién unitaria por cortante y (medida
en radianes). Este mismo cambio de dngulo ocurre en la esquina superior
derecha, donde el dngulo disminuye y en las otras dos esquinas, donde los
dngulos aumentan. Sin embargo, las longitudes de los lados del elemento,
incluyendo el espesor perpendicular al plano de la hoja, no cambian cuando
ocurren estas deformaciones unitarias por cortante. Por tanto, el elemento
cambia su forma de un paralelepipedo rectangular (figura 3.23a) a un para-
lelepipedo oblicuo (figura 3.25a). Este cambio de forma se llama distorsion
cortante.

Si el material es linealmente eldstico, la deformacién unitaria por cor-
tante para el elemento orientado en # = 0 (figura 3.25a) estd relacionada
con el esfuerzo cortante mediante la ley de Hooke en cortante:

=G (3.31)

donde, como es usual, el simbolo G representa el médulo de elasticidad en
cortante.
A continuacién considere las deformaciones unitarias que ocurren en

r
/
/T
r
—
=

(a) (b)

Omin =—T
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un elemento orientado en 6 = 45° (figura 3.25b). Los esfuerzos de tension
que actdan a 45° tienden a alargar el elemento en esa direccion. Debido al
efecto de Poisson, también tienden a acortarlo en la direccién perpendicular
(donde 8 = 135° 0 —45°). De manera similar, los esfuerzos de compresion
que actdan a 135° tienden a acortar el elemento en esa direccién y a
alargarlo en la direccion a 45°. Estos cambios dimensionales se muestran
en la figura 3.25b, donde las lineas discontinuas muestran el elemento
deformado. Como no hay distorsiones cortantes, el elemento permane-
ce siendo un paralelepipedo rectangular no obstante que sus dimensiones
han cambiado.

Si el material es linealmente eldstico y obedece la ley de Hooke, pode-
mos obtener una ecuacion que relacione las deformaciones unitarias con el
esfuerzo para el elemento en O = 45° (figura 3.25b). El esfuerzo de tensién
O i que actia en § = 45° produce una deformacién unitaria normal en
esa direccién igual a 0,4, /E. Como o, = 7, también podemos expresar
esta deformacion unitaria como 7 /E. El esfuerzo o, también produce una
deformacidn unitaria normal en la direccién perpendicular igual a —v7 /E,
donde v es la relacion de Poisson. De manera similar, el esfuerzo o, =
—7 (en 6 = 135°) produce una deformaci6n unitaria igual a —7/E en esa
direccién y una deformacion unitaria positiva en la direccioén perpendicular
(la direccién a 45°) igual a v7 /E. Por tanto, la deformacién unitaria normal
en la direccién a 45° es

TP _ T,
€mix = p T =1+ D) (3.32)
que es positiva, representando alargamiento. La deformacién unitaria en la
direccion perpendicular es una deformacién unitaria negativa de la misma
magnitud. En otras palabras, el cortante puro produce alargamiento en la
direccion a 45° y acortamiento en la direccién a 135°. Estas deformaciones
unitarias son consistentes con la forma del elemento deformado de la figura
3.25a, debido a que la diagonal a 45° se ha alargado y la diagonal a 135° se
ha acortado.

En la siguiente seccién emplearemos la geometria del elemento defor-
mado para relacionar la deformacién unitaria por cortante -y (figura 3.25a)
con la deformacién unitaria normal €, en la direccién a 45° (figura 3.25b).
Al hacerlo deduciremos la siguiente relacion:

Y

L == 3.33
€max = > (3.33)

Esta ecuacion, junto con la ecuacién (3.31), se pueden emplear para calcu-
lar las deformaciones unitarias por cortante maximas y las deformaciones
unitarias normales maximas en torsion pura cuando se conoce el esfuerzo
cortante 7.
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Ejemplo 3.6

en torsion.

60—
mm

80—
mm

Ejemplo 3.6. Tubo circular

Un tubo circular con didmetro exterior de 80 mm y didmetro interior de 60 mm se
somete a un par de torsiéon 7 = 4.0 kN-m (figura 3.26). El tubo estd hecho de una
aleacién de aluminio 7075-T6.

(a) Determine los esfuerzos maximos de cortante, tensién y compresion en el
tubo y muéstrelos en diagramas de elementos de esfuerzo apropiadamente orien-
tados.

(b) Determine las deformaciones unitarias maximas correspondientes en el
tubo y muéstrelas en diagramas de los elementos deformados.

(a) Esfuerzos mdximos. Los valores maximos de los tres esfuerzos (cortante, de
tension y de compresién) son numéricamente iguales, aunque actian sobre planos
diferentes. Sus magnitudes se determinan con la férmula de la torsion:

T (4000 N-m)(0.040 m)
Tuix = - = —— = 58.2 MPa <=
Ip 5[(0.080 m)* — (0.060 m)“}

Los esfuerzos cortantes maximos actian sobre planos transversales y longitudina-
les, como se muestra en la figura 3.27a, donde el eje x es paralelo al eje longitudinal
del tubo.

Los esfuerzos mdximos de tensién y compresion son

0,=582MPa  0.= —58.2MPa <=

Estos esfuerzos actian sobre planos a 45° con respecto al eje (figura 3.27b).

(b) Deformaciones unitarias mdximas. La deformacion unitaria maxima en el
tubo se obtiene con la ecuacion (3.31). El modulo de elasticidad cortante se obtiene
de la tabla H-2 del apéndice H, que es G = 27 GPa. Por tanto, la deformacién uni-
taria maxima es

Tmax _ 8.2 MPa

o = = TS = 0022 <=
Ymiix G 27 GPa 0.00 rad

El elemento deformado se muestra mediante las lineas discontinuas en la figu-
ra 3.27c.
La magnitud de las deformaciones unitarias normales (de la ecuacién 3.33) es

€t = ”% = 0.0011 =
Por tanto, las deformaciones unitarias maximas en tensién y compresion son
€ = 0.0011 €. = —0.0011 <=

El elemento deformado se muestra mediante las lineas discontinuas en la figu-
ra 3.27d para un elemento con lados de dimensiones unitarias.

continiia
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Elementos de
esfuerzo y deformacion unitaria
para el tubo del ejemplo 3.6:
(a) esfuerzos cortantes maximos,
(b) esfuerzos maximos de tension
y compresion, (¢) deformaciones
unitarias maximas y (d) deformaciones
unitarias médximas de tensién y
compresion.

58.2 MPa \ /
e — o

B 445
[ Tmax =

0 x || 58.2 MPa

(a) (b)

\
’yméx = \ ‘\‘
0.0022 rad |

\
\
\

3.6 RELACION ENTRE LOS MODULOS DE ELASTICIDAD EY G

Es posible obtener una relacién importante entre los médulos de elasticidad
E'y G a partir de las ecuaciones deducidas en la seccion anterior. Para este
fin, considere el elemento de esfuerzo abcd que se muestra en la figura
3.28a. La cara anterior se supone que es cuadrada, la longitud de cada lado
se denota con 4. Cuando este elemento se somete a cortante puro por esfuer-
zos T, la cara anterior se distorsiona en un rombo (figura 3.28b) con lados
de longitud % y con deformacién unitaria por cortante y = 7/G. Debido a
la distorsion, la diagonal bd se alarga y la diagonal ac se acorta. La longitud
de la diagonal bd es igual a su longitud inicial V2 h multiplicada por el

factor 1 + €,,,, donde €, es la deformacion unitaria normal en la direc-

cién a 45°; por tanto,
Lyg="V2h(1 + €ng) (a)

Esta longitud se puede relacionar con la deformacién unitaria normal y con-
siderando la geometria del elemento deformado.

Para obtener las relaciones geométricas requeridas, considere el trian-
gulo abd (figura 3.28c) que representa la mitad de los rombos presentados
en la figura 3.28b. El lado bd de este tridngulo tiene una longitud L,, (ecua-
ci6n a) y los otros lados tienen una longitud 4. El angulo adb del tridngulo
es igual a la mitad del dngulo adc del rombo o /4 —y /2. El dngulo abd en
el tridngulo es el mismo. Por tanto, el dngulo dab del tridngulo es igual a

7/2 + y. Ahora, empleando la ley de los cosenos (consulte el apéndice C)
para el tridngulo abd, obtenemos



Geometria de un elemento
deformado en cortante puro.

SECCION 3.6 Relacicn entre los mddulos de elasticidad Ey G

T
) P b h b
\\\ L7 T a T R 4 a % _ %
h h Lia
//, \\\ T
s N / C y
c d d>m™_7Y
—h— g a2
(@) (b) (©)

L3, =h + h* — 2h* cos (g + y)
Al sustituir L,, obtenido en la ecuacién (a) y simplificando, obtenemos
(1+ e, =1-cos (g + y)

Desarrollando el término en el lado izquierdo y observando que cos(7/2 + )
= —sen vy, obtenemos

1 4 2€nax + €2max = 1 + sen y

Como €, y v son deformaciones unitarias muy pequefias, podemos igno-
rar el término €2, en comparacion con 2¢,,,, y remplazar sen y con y. La
expresion resultante es

(3.34)

_
€mix 7
que establece la relacién ya presentada en la seccién 3.5 como la ecuacion
(3.33).

La deformacién unitaria por cortante y que aparece en la ecuacién
(3.34) es igual a 7/G segtin la ley de Hooke (ecuacién 3.31) y la deforma-
cién unitaria normal €,4, es igual a 7(1 + v)/E de acuerdo con la ecuacién
(3.32). Al realizar estas dos sustituciones en la ecuacion (3.34) se obtiene

g

G= 20+ (3.35)

Vemos que E, G y v no son propiedades independientes de un material li-
nealmente eldstico y, si dos de ellas se conocen, la tercera se puede calcular
a partir de la ecuacion (3.35).

Algunos valores comunes de E, G y v se presentan en la tabla H.2 del
apéndice H.
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3.7 TRANSMISION DE POTENCIA POR EJES CIRCULARES

Eje que transmite un par
de torsion T constante a una velocidad
angular w.

El uso mas importante de los ejes circulares es transmitir potencia mecdnica
de un dispositivo o una mdquina a otra, como en el caso del eje impulsor de
un automovil, el eje de la hélice de un barco o el eje de una bicicleta. La
potencia se transmite mediante el movimiento rotatorio del eje, y la canti-
dad de potencia transmitida depende de la magnitud del par de torsién y de
la velocidad de rotacién. Un problema comiin de disefio es determinar el
tamafio necesario de un eje tal que transmita una cantidad especificada de
potencia a una velocidad rotacional especificada sin sobrepasar los esfuer-
70s permisibles para el material.

Supongamos que un eje impulsado por un motor (figura 3.29) gira a
una velocidad angular o, medida en radianes por segundo (rad/s). El eje
transmite un par de torsién 7 al dispositivo (no se muestra en la figura) que
realiza trabajo util. El par de torsion aplicado por el eje al dispositivo ex-
terno tiene el mismo sentido que la velocidad angular w, es decir, su vector
apunta hacia la izquierda. Sin embargo, el par de torsién que se muestra en
la figura es el par de torsion ejercido sobre el eje por el dispositivo y, por
tanto, su vector apunta en la direccién opuesta.

En general, el trabajo W realizado por un par de torsién de magnitud
constante es igual al producto del par de torsion por el dngulo que gira; es
decir,

W=Ty (3.36)

donde i es el angulo de rotacidn en radianes.
Potencia es la rapidez con que se realiza el trabajo o

dw dy
pP=—=T7-"= 3.37
dt dt 637

en donde P es el simbolo para la potencia y ¢ representa el tiempo. La razén
de cambio dis /dr del desplazamiento angular ¢ es la velocidad angular w vy,
por tanto, la ecuacion anterior se convierte en

P=Tw (w = rad/s) (3.38)
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Esta férmula, que resulta familiar de la fisica elemental, da la potencia trans-
mitida por un eje rotatorio que transmite un par de torsién constante 7.

Las unidades que se deben utilizar en la ecuacién (3.38) son las si-
guientes. Si el par de torsion T se expresa en newtons metro, entonces la
potencia se expresa en watts (W). Un watt es igual a un newton metro por
segundo (o un joule por segundo). Si T se expresa en libras-pie, entonces la
potencia se expresa en pies-libra por segundo.”

Con frecuencia la velocidad angular se expresa como la frecuencia f'de
rotacion, que es el niimero de revoluciones por unidad de tiempo. La unidad
de la frecuencia es el hertzio (Hz), que es igual a una revolucién por segun-
do (s"). Como una revolucién es igual a 277 radianes, obtenemos

w=27f (w=rads, f=Hz=s" (3.39)

Entonces la expresion para la potencia (ecuacion 3.38) se convierte en
P=2nfT (f=Hz=s") (3.40)

Otra unidad de uso comun es el niimero de revoluciones por minuto (rpm),
denotada con la letra n. Por tanto, también tenemos las siguientes relacio-
nes:

n=60f (3.41)

2anT
pP=
60

(n = rpm) (3.42)

En las ecuaciones (3.40) y (3.42), las cantidades P y T tienen las mismas
unidades que en la ecuacién (3.38); es decir, P tiene unidades de watts si T
tiene unidades de newtons metro y P tiene unidades de pies-libra por segun-
do si T tiene unidades de libras-pie.

En la préctica de ingenieria en Estados Unidos, la potencia algunas ve-
ces se expresa en caballos de potencia (hp), una unidad igual a 550 ft-1b /s.
Por tanto, los caballos de potencia H transmitidos por un eje rotatorio son

_ 27nT _ 2anT
60(550) 33,000

(n =1pm, T = lb-ft, H = hp)(3.43)

Un caballo de potencia es aproximadamente igual a 746 watts.

Las ecuaciones anteriores relacionan el par de torsién que acttia en un
eje con la potencia transmitida por éste. Al conocer el par de torsién po-
demos determinar los esfuerzos cortantes, las deformaciones unitarias por
cortante, los dngulos de torsién y otras cantidades que se deseen mediante
los métodos descritos en las secciones 3.2 a 3.5.

Los ejemplos siguientes ilustran algunos de los procedimientos para
analizar ejes rotatorios.

“Consulte la tabla A-1 del apéndice A, para ver las unidades de trabajo y potencia.
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Ejemplo 3.7

Un motor que impulsa un eje sélido circular de acero transmite 40 hp al engrane en
B (figura 3.30). El esfuerzo cortante permisible en el acero es 6000 psi.

(a) (Cuadl es el didmetro d requerido para el eje si opera a una velocidad de
500 rpm?

(b) (Cudl es el didmetro d requerido para el eje si opera a una velocidad de
300 rpm?

Ejemplo 3.7. Eje de acero
en torsion.

(a) Motor que opera a 500 rpm. Conociendo la potencia y la velocidad de
rotacién, podemos encontrar el par de torsién 7 que actiia sobre el eje empleando la
ecuacion (3.43). Despejando 7 en la esa ecuacién, obtenemos

_ 33,000H _ 33,000(40 hp)
27n 27(500 rpm)

T = 420.2 Ib-ft = 5042 lb-in

Este par de torsion lo transmite el eje del motor al engrane.
El esfuerzo cortante maximo en el eje se puede obtener con la férmula modifi-
cada de la torsion (ecuacion 3.12):

_ 16T
max o d3
Al despejar el didmetro d en esta ecuacion y al sustituir 7., con 7, obtenemos
d3 = 167 _ 16(5042 1b—1.n) — 4280 in®
(e (6000 psi)
de donde
d=1.62in <=

El didmetro del eje debe tener al menos esta medida para no exceder el esfuerzo
cortante permisible.
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(Repetida)
(b) Motor operando a 300 rpm. Siguiendo el mismo procedimiento que en el
inciso (a), obtenemos
33,000H _ 33,000(40 h
T=— — 33000040 bp) _ 70.03 Ib-ft = 840.3 1b-in
27n 277(3000 rpm)
16(840.3 Ib-i
g2 =167 _16@03in) _ 5554
T Toerm 77 (6000 psi)
d =0.89 in <=
que es menor que el didmetro determinado en el inciso (a).
Este ejemplo ilustra que a mayor velocidad de rotacién, menor sera el tamaifio
requerido del eje (para la misma potencia y mismo esfuerzo permisible).
Ejemplo 3.8
Un eje sélido de acero ABC con 50 mm de didmetro (figura 3.31a) es impulsada en
A por un motor que transmite 50 kW al eje a 10 Hz. Los engranes en B 'y C impulsan
maquinaria que requiere potencia igual a 35 kW y 15 kW, respectivamente.
Calcule el esfuerzo cortante maximo 7,,, en el eje y el angulo de torsioén ¢,
entre el motor en A y el engrane en C. (Utilice G = 80 GPa).
«~—10m-— «—12m
Motor Tp =796 N-m Tp =557 N'm Tc=239N'm

50 mm

(@) (b)

Ejemplo 3.8. Eje de acero en
torsion.

continiia
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Pares de torsion en el eje. Iniciamos el andlisis determinando los pares de tor-
sién aplicados al eje por el motor y los dos engranes. Como el motor suministra 50
kW a 10 Hz, crea un par de torsiéon 7, en el extremo A del eje (figura 3.31b) que
podemos calcular con la ecuacion (3.40):

P 50kW

T, =——=———"
A7 2mf  2m(10Hz)

=796 N-m

De una manera similar, podemos calcular los pares de torsién 7 y 7, aplicados por
los engranes al eje:

P 35 kW

Tp=— = —2" 3.

B= onf 2m(10Hz) m
Po__ISKW

s e s e
€ 2af 2w(10Hz)

Estos pares de torsién se muestran en el diagrama de cuerpo libre del eje (figura
3.31b). Observe que los pares de torsién aplicados por los engranes tienen sentidos
opuestos al par de torsién aplicado por el motor. (Si consideramos 7, como la “car-
ga” aplicada al eje por el motor, entonces los pares de torsion 7 y 7. son las “reac-
ciones” de los engranes).

Ahora se determinan (por inspeccion) los pares de torsion internos en los dos
segmentos del eje a partir del diagrama de cuerpo libre de la figura 3.31b:

TAB =796 N-m TBC =239 N'm

Los dos pares de torsion internos actdan en el mismo sentido y por lo tanto, los dn-
gulos de torsion en los segmentos AB y BC son aditivos al determinar el dngulo total
de torsion. (Para ser especificos, los dos pares de torsién son positivos de acuerdo
con la convencién de signos adoptada en la seccion 3.4).

Esfuerzos cortantes y dngulos de torsion. El esfuerzo cortante y el dngulo de
torsion en el segmento AB del eje se determinan de la manera usual con las ecuacio-
nes (3.12) y (3.15):

16T, _ 16(796 N-m)

= =324 MP
BT T T 250 mmy A
TasL, 796 N-m)(1.0
bap = A&AB _ ?( M 00162 rad
£ (80 GPa)| — |(50 mm)*
32
Las cantidades correspondientes para el segmento BC son
16Tpc  16(239 N-m)
= = =9.7MP
TBET "0 T (50 mm)? ‘
TscL 239 N-m)(1.2
bsc = ”(C;I e ( ?( M 00058 rad
P (80 GPa)<§>(50 mm)*

Por tanto, el esfuerzo cortante maximo en el eje se tiene en el segmento AB y es
Tmax = 32.4 MPa <=
Ademds, el dngulo total de torsion entre el motor en A y el engrane en C es
Pac = dap + dsc = 0.0162 rad + 0.0058 rad = 0.0220 rad = 1.26° <=

Como se explico antes, las dos partes del eje giran en el mismo sentido, por lo que
sus angulos de torsion se suman.
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Razones. La razén 7, /7, entre esfuerzo cortante en el tubo circular y el esfuer-
zo cortante en el tubo cuadrado (de la ecuacion (3.61) es

T Awp 4w

=A—ml=—2—z=0.79 (n) _

P wr

La razén de los angulos de torsion (de la ecuacion 3.2) es
fon J> 8 7
—=—=———=—=0.62
b 1 2wt 16 (0) <umum

Estos resultados muestran que el tubo circular no sélo tiene un esfuerzo cor-
tante 21 por ciento menor que el tubo circular, sino también mayor rigidez contra
la rotacion.

*3.11 CONCENTRACIONES DE ESFUERZOS EN TORSION

En las secciones anteriores de este capitulo analizamos los esfuerzos en
elementos torsionales suponiendo que la distribucion del esfuerzo variaba
de una manera uniforme y continua. Esta hipétesis es vdlida siempre que
no haya cambios abruptos en la forma de la barra (sin agujeros, ranuras,
escalones abruptos y cambios similares) y siempre que la regién en con-
sideracién esté alejada de cualesquiera puntos de carga. Si existe alguna o
algunas condiciones disruptivas, entonces se desarrollardn esfuerzos muy
localizados en las regiones circundantes a las discontinuidades. En el tra-
bajo practico de ingenieria estas concentraciones de esfuerzos se manejan
mediante factores de concentracion de esfuerzos, como ya se explicé en
la seccién 2.10.

Los efectos de una concentracion de esfuerzos estdn confinados a una
region pequeia alrededor de la discontinuidad, de acuerdo con el principio
de Saint-Venant (consulte la seccién 2.10). Por ejemplo, considere un eje
escalonado que consiste de dos segmentos con didmetros diferentes (figura
3.47). El segmento mayor tiene un didmetro D, y el segmento menor tiene
un didmetro D;. La unién entre los dos segmentos forma un “escalén” u
“hombro” que estd maquinado con un filete de radio R. Sin el filete, el factor
de concentracién de esfuerzo tedrico seria infinitamente grande debido a la
esquina abrupta reentrante a 90°. Por supuesto, los esfuerzos infinitos no
pueden ocurrir, mds bien, el material en la esquina reentrante se deformaria
y aliviarfa parcialmente la concentracion de esfuerzos elevada. Sin embar-
go, ese tipo de situacién es muy peligrosa ante cargas dindmicas y en un
buen disefio siempre se utiliza un filete. Entre mayor sea el radio del filete,
menores serdn los esfuerzos.

A una distancia desde el hombro aproximadamente igual al didme-
tro D, (por ejemplo, en la seccidn transversal A-A en la figura 3.47a) los
esfuerzos cortantes torsionales practicamente no se ven afectados por la
discontinuidad. Por tanto, el esfuerzo médximo 7, a una distancia suficiente
a la izquierda del hombro se puede encontrar con la férmula de la torsién
empleando D, como el didmetro (figura 3.47b). Los mismos comentarios
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Eje escalonado en torsion.

Filete (R = radio)
A

(@)

T Tmax T 7-l
D, D, ( D,
Seccion A-A Seccién B-B Seccion C-C
(b) ©) (d)

generales se aplican a la secciéon C-C, que es la distancia D, (o mayor)
desde el inicio del filete. Como el didmetro D, es menor que el didmetro
D,, el esfuerzo maximo 7, en la seccién C-C (figura 3.47d) es mayor que
el esfuerzo ,.

El efecto de concentracién de esfuerzos es mayor en la seccién B-B, que
corta a travéz del inicio del filete. En esta seccion el esfuerzo maximo es

B I 16T
Tmax — KTnom - Kl_p = K] 7TD’1; (378)

En esta ecuacion, K es el factor de concentracion de esfuerzos y 7,,,, (igual
a 7,) es el esfuerzo cortante nominal, es decir, el esfuerzo cortante en la
parte menor del eje.

Los valores del factor K estdn trazados en la figura 3.48 como una
funcién de la razén R/D,. Las curvas se presentan para varios valores de
larazén D, /D,. Observe que cuando el radio del filete R es muy pequefio y la
transicion de un didmetro al otro es abrupta, el valor de K es muy grande.
Al contrario, cuando R es grande, el valor de K tiende a 1.0 y el efecto de
la concentracién de esfuerzos desaparece. La curva discontinua en la figura
3.48 es para el caso especial de un filete de un cuarto de circulo, lo cual
significa que D, = D, = 2R. (Nota: los problemas 3.11.1 a 3.11.5 propor-
cionan préctica para obtener valores de K de la figura 3.48).

En la bibliografia técnica (consulte, por ejemplo, la referencia 2.9) se
encuentran muchos otros casos de concentraciones de esfuerzos para ejes
circulares, como un eje con una grieta y un eje con un agujero.



SECCION 3.11 Concentraciones de esfuerzos en torsién 281

2.00

16T
\15 Tmix = KTnom Thom = ;2_3
1.50 /*, A 1

~—
FIGURA 3.48 Factor de concentracion 1.00

de esfuerzos K para un eje escalonado en 0 0.10 0.20
torsion. (La linea discontinua es para un R

filete de un cuarto de circulo.) D,

Como se explicé en la seccion 2.10, las concentraciones de esfuerzos
son importantes para los materiales fragiles ante cargas estdticas y para la
mayor parte de los materiales sometidos a cargas dindmicas. Como caso de
ejemplo, las fallas por fatiga son de mayor interés en el disefio de ejes rota-
torios y flechas (consulte la seccidn 2.9 para un andlisis breve de la fatiga).
Los factores de concentracion de esfuerzos tedricos K dados en esta seccion
se basan en un comportamiento linealmente eldstico del material. Sin em-
bargo, experimentos de fatiga demuestran que esos factores son conserva-
dores y que las fallas por fatiga en materiales ductiles, en general, ocurren
con cargas mas grandes que las anticipadas por los factores tedricos.



CAPITULO 3 Torsion

En este capitulo investigamos el comportamiento de barras y tubos huecos sometidos a
pares de torsion concentrados 0 a momentos torsionales distribuidos, asi como a efectos
de deformaciones previas. Desarrollamos relaciones par de torsion-desplazamiento para
emplearlas en el célculo de angulos de torsion de barras en condiciones uniformes (es de-
cir, momento torsional constante sobre toda su longitud) y no uniformes (o sea, pares de
torsion y tal vez también el momento polar de inercia varian sobre la longitud de la barra).
Luego se desarrollaron ecuaciones de equilibrio y compatibilidad para estructuras estati-
camente indeterminadas en un procedimiento de superposicion que conduce a la solucion
para todos los pares de torsion desconocidos, desplazamientos rotacionales, esfuerzos,
etcétera. Iniciando con un estado de cortante puro o elementos de esfuerzo alineados con
el eje de la barra, desarrollamos luego ecuaciones para esfuerzos normal y cortante sobre
secciones inclinadas. Se presentd una variedad de temas especiales en las tltimas partes
del capitulo. Los conceptos importantes presentados en este capitulo son los siguientes:

1. Para barras y tubos circulares, el esfuerzo cortante (7) y la deformacién unitaria
(y) varian linealmente con la distancia radial desde el centro de la seccion transver-
sal.

2. Laférmula de la torsion define la relacion entre el esfuerzo cortante y el momento
torsional. El esfuerzo cortante maximo 7,4, Se presenta en la superficie exterior de
la barra o del tubo y depende del momento torsional 7, de la distancia radial r y del
segundo momento de inercia de la seccion transversal /, conocido como momento
polar de inercia para secciones transversales circulares. Se observa que los tubos de
pared delgada son mas eficientes en torsion, debido a que el material disponible esta
sometido a esfuerzo de manera mas uniforme que las barras circulares sélidas.

3. El dngulo de torsion ¢ de barras prismaticas circulares sometidas a momento(s)
torsional(es) es proporcional al par de torsién Ty a la longitud de la barra L, e inver-
samente proporcional a la rigidez torsional (G/,) de la barra; esta relacion se llama
relacidn par de torsion-desplazamiento.

4. El dngulo de torsion por unidad de longitud de una barra se refiere a su flexibili-
dad torsional (f;) y la relacion inversa es la rigidez torsional (k; = 1/f;) de la barra
0 gje.

5. Lasuma de las deformaciones por torsion de los segmentos individuales de un eje
no prismatico es igual a la torsion de toda la barra (¢). Se utilizaron diagramas de
cuerpo libre para determinar los momentos torsionales (7;) en cada segmento 7. Si
los momentos torsionales y /o las propiedades de la seccion transversal (/) varian
continuamente, se requiere una expresion integral.

6. Si la estructura de la barra es estaticamente indeterminada, se requieren ecua-
ciones adicionales para resolver los momentos desconocidos. Las ecuaciones de
compatibilidad se emplean para relacionar rotaciones de la barra con las condicio-
nes de apoyo y, por tanto, generan relaciones adicionales entre las incognitas. Es
conveniente usar una superposicion de estructuras “liberadas” (o estaticamente
determinadas) para representar la estructura estaticamente indeterminada real de la
barra.

7. Los desajustes y las deformaciones previas inducen momentos torsionales sélo
en barras o ejes estaticamente indeterminados.

8. Un eje circular estd sometido a cortante puro debido a momentos torsionales. Los
esfuerzos normal y cortante maximos se pueden obtener considerando un elemen-
to de esfuerzo inclinado. El esfuerzo cortante maximo ocurre en un elemento alinea-
do con el eje de la barra; pero el esfuerzo normal maximo sucede en una inclinacion
a 45° con respecto al eje de la barra y el esfuerzo normal méaximo es igual al esfuerzo
cortante maximo.



