ANALISIS MATEMATICO 2021

o Trabajo Practico N° 8: La derivada. Definicion. Reglas de derivacion para la
suma algebraica, el producto y el cociente de
funciones.

1) Cuestionario

a) Exprese con sus propias palabras el significado geométrico de la derivada
b) Defina derivada de una funcién en un punto

c) Defina funcién derivada

d) ¢Qué relacion existe entre Derivabilidad y Continuidad?

2) Ejercicios Resueltos

1

\/x+1

1.- Calcular la derivada de la funcién f, aplicando la definicion: y= f(x) =

Solucién

f'(x)= dy _ lim f(x + h) — f(x)
dx h—0 h
Para aplicar la definicion de derivada en este ejemplo determinamos primero
1 1
luego reemplazando en (1)f * (x) = lim \/X +h+1 \/x +h

1
Jx+h+1 h—0 h
limite es indeterminado de la forma 0 / 0, para calcularlo debemos aplicar los métodos vistos en los trabajos
précticos anteriores, en este caso primero vamos a efectuar la resta en el numerador y luego a multiplicar numerador
y denominador, por el conjugado del numerador

1)

Como este

f(x +h) =

lim \/x+l—\/x+h+1=“m \/x+1—\/x+h+l \/x+l+\/x+h+1=
h—0 h.\/x+h+1.\/x+1 h—0 h.\/x+h+1.\/x+1 \/x+1+\/x+h+1

- lim X+1-x-h-1 _

h—0 h\/x+h+1\/x+1(\/x+1+\/x+h+1)

ol _ 1 o

lim = =

h—0 )’(\/x+h+1\/x+l(\/x+1+\/x+h+1) (\/x+1)2(2\/x+1) 2(x +1)3/2

Ing. Tito Ramoén Villagra (Prof. Adj.) - Ing. José Luis Fernandez (JTP)



ANALISIS MATEMATICO 2021

2.- Calcular la derivada de las siguientes funciones aplicando reglas de derivacion.

a)f(t)=Jt —el +tsm

b)y =ax3+ ™ 4 ox
X

c)f(x) = (x >+ 4x)cosx

Solucién
Recordemos las principales reglas de derivacion
Sean f y g funciones derivables en x
i) [f(x) £ g()]"= f*(x) 29" (¥)
i) [f() . g()]" = F () g(x) + F(x).g" (X
iii) [f(x) / g(q)]" = f(x)"g(x)‘z(x)'g'(x) . cong(x) # 0
[9(x)]

iv) [c. f(x)]' =c.f(x) conceR

a) Para saber qué regla de derivacion debemos usar primero es necesario determinar qué tipo de operacion tiene la
funcidn a derivar es decir, operacion de suma o resta, producto o cociente. En este caso tenemos una suma por lo
tanto

f' ) = (\/T) _ (et)l + (t(cos n))
(\/E)': (t¥2)" :%tm -

1

Z_\E ,

(e)'=e" ; (tesm)y = (t!') = —t2 Esdecir

Quef'(t) = ———e'—t2

b) En este caso también se presenta una suma, pero uno de los sumandos es un cociente por lo tanto debemos
aplicar la regla de la suma y luego en el segundo sumando la regla del cociente.

sen x ).x — senx.(x)' CosS X. X —senx .1
(senx) = ( ) ; x) - > Entonces:
X (x) X
COS X. X — Senx
ff(x) = 12x* + > + 5%In5
X

c) En este ejemplo la funcion esta formada por un producto de funciones por lo tanto:
f'(x) = (X +4x ) cosx + (x° + 4x)(cosx)'
fr(x)= (—5x %+ 4)cosx + (X ° + 4x)(—senx)=(-5x ®+4)cosx —(x ° + 4x)senx
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3) Ejercicios para resolver en clases

1.- Encuentra la pendiente de la recta tangente a la pardbola y = x? —8 en el punto de coordenadas (3;1)
empleando limite. Obtiene la ecuacidn de la recta tangente y grafica la parabola y la recta obtenidas.

2.- Se registraron las temperaturas T en grados Celsius, cada hora a partir de la media noche, en un dia de abril,
en cierta ciudad. Para el tiempo t en horas, se miden las temperaturas obteniéndose los datos que se dan en la
siguiente tabla:

t(thy o[ 12345678910 11]12] 13] 14
T(°C) |6,5|61|56|49|42[40[40/486,183/10012,1 143160173

t(h) |15 |16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22|23 |24
T(°C)|18,2/18,8|17,6/16,0/14,1/115/10,2(9,0/7,9|7,0

, . . AT P - . .
a) ¢Qué unidades tiene " ? ¢Como se llama este cociente y que representa para las variables de este problema?

b) Encontrar latasa promedio de la temperatura con respecto al tiempo
i) desde el mediodia hasta las 3 P.M.
i) desde el mediodia hasta las 2 P.M.

iii) desde el mediodia hasta la 1 P.M.

3.- En una empresa, el costo (en pesos) de producir x unidades de cierto articulo es:

C(x) = 6500 + 8x + 0,04x2

AC . . .
a) Encuentra el valor de A cuando se cambia el nivel de produccion
X

i) Dex=150 a x =60

ii) De x =50a x =55

iii) De x =50 a x = 51

b) Halla lim AC cuando x =50

AX—0

. AC ) .
c) ¢Qué representan los valores de A y el valor de C'(50)? ¢Qué observas si comparas estos valores?
X
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4.- Una carrera de maratén se lleva a cabo en una pista recta de 40 km. La carrera empieza a mediodia. A las 12.30
pm un corredor cruza la marca de 15 km y a las 13.10 pm el corredor pasa por la marca de 30 km, Cual es la
velocidad media del corredor hasta el momento que cruza la primer marca y luego entre la primer y segunda marca?

5.- Calcula lo solicitado, utilizando la definicion de derivada:

a) f'(x) si f(x)=3x—8 b) f'(x) si f(x)=+Vx+4
0 f'(x) si f) =25 d)f'() y f(2) si f&)=5x%—5x
6.- Sabiendo que: f(4)=-8, f'4)=1, g4)=-8 y g'(4) =2, obtiene :
a) f'(4).9'(4) b) (f.9)'(4) 0 (Y@ d) (4)'(4)
7.-Sabiendoque: f(2) =1, f'2Q)=-2, g2)=-3 y g'(2)=-8, obtiene:
2) (f ~9)'@ b) (f.9)'(2) 0 5y d (5@
8.- Demuestra que la funcién f(x) = |x + 4|, aunque es continua en x = —4, no es derivable en dicho punto.

9.- Si los resultados de los siguientes limites corresponden a la derivada de una funcion f en algin nimero a,
indica en cada caso la formula de la funcion f y el nimero a:

a) }li_r)r(l)2(_2+h)::_2(_2)4 = f'(a) = f)= . Yy a= ..
b) }li_r)r(l) (3+h)2_’21(3+h)_3 = f'(a) = f)= i Yy a= ..
) Jim SN 1 ) = )= s Y a= ..
d) }Ci_rgx;:f = f'(a) = fX)= ey a= ..
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10.- Calcula la derivada de las funciones dadas por las siguientes formulas

a) f(x) =4x%+2x7 — 5+ 7Vx* b) g(x) = (6x3 —1).(3x® +9)
c) g(x)z%—i—zl+% d) r(x)— /4+sen§
e) f(t)—m f) g()—gx o

9 h2) =" ) () =3+ 5o

4) Ejercicios adicionales

1.- Escriba en el recuadro la letra correspondiente a la respuesta correcta. Si ninguna de las respuestas es correcta
escriba una N

2+1

Si f(x) = \3/7x—3+logg X ™
chx

+i , entonces f' (x) es:
10

7 23 1 chx
Ao (7 _3) / 2
3 In9x +1
2
B)7(7 _3) 2/3 1 2xchx—(x +1)shx_ 1
3 In9 X2 +1 ch?x 10°
ch x
7 23, 1 2x
C)—(7x-3
)3( ) In9 x2+1 shx
chx
2x chx —(x? +1)sh x
D)L (7x—3)y %3, L X (1)
3 In9 x2 +1 ch?x

2.- Encuentre la derivada de las siguientes funciones
a) f(x)= (1—3x5)(lg5 (x+2))

3 CosX
2X—X
g X
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El mismo concepto aplicado a muchos problemas

La Deréivada

f(xo + Ax) — f(x A
lim (Xo ) (0)=lim—y=f’(x)

Ax—0 Ax Ax—-0 AX
f(x) — £(x,)
lim ———— = £(x,)
X—X( X — XO
Ritmo de cambio de una variable ( variable dependiente ) respecto de la

Razé6n de Cambio

—— >

otra (variable independiente) en x,

Funcién
(variable dependiente)

Variable
independiente

Interpretacion de la derivada de la funcién

Distancia recorrida por un

Tasa de cambio de la distancia recorrida en ¢,

desplazamiento rectilineo

desplazamiento

moévil en movimiento Tiempo .
. P Velocidad en ¢,
rectilineo
Distancia al Tasa de cambio de la masa del alambre o cable en la
Masa de un alambre o s h : L
cable extremo inicial del distancia x, del extremo inicial
cable Densidad de un alambre o cable en x,
. Tasa de cambio del ingreso para la cantidad x, de
Cantidad de >'Ing pare 0
Ingreso articulos articulos producidos
Ingreso marginal para x, articulos
Tasa de cambio de la carga eléctrica en el tiempo
Carga eléctrica Tiempo to
Corriente en ¢,
. . Tasa de cambio de la velocidad en el tiempo ¢,
Velocidad Tiempo L
Aceleracion en ¢,
. Tasa de cambio de la fuerza que se desplaza a la
Fuerza que produce un Longitud del a P

posicion  x,
Trabajo para el desplazamiento x,

'Cantldad.de ] Tasa de cambio del tamaiio de la poblacionen ¢,
microorganismos Tiempo Tasa de crecimiento en ¢
0
presentes
Volumen de liquido en un . Tasa de cambio del volumen en el tiempo ¢,
- Tiempo .
recipiente Ritmo de llenado o de desagote

A
5€¢a¢c'mz‘eA—i} permite oltener . .

Ay

Ax

—

Ritmo de cambio Promedio

Razoén de Cambio Promedio

de una variable ( variable
dependiente ) respecto de la otra

(variable independiente) en un

intervalo [x,, xo + Ax]
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Dado el limite

y Vx + Ax —/x
Ax50 Ax

el resultado, paratodo x para el que exista, corresponde a la derivada de la funcién f(x) = vx con Dominio
= [0,4 ). Si se calcula, se obtiene

i Vx + Ax —x . (Vx +Ax —vx) (Vx + bx +Vx) . X+ Ax — x
im ——————— = lim = lim =
Ax>0 Ax Ax~0 Ax (Vx+Ax ++vx) &=0  Ax (Vx + Ax + Vx)

1 1

R Sy v RN S

Para el calculo del limite se ha salvado la indeterminacién multiplicando numerador y denominador por
(Vx + Ax + Vx).

La funcién derivada de f(x) = vx es f'(x) =$ . Eldominiode f“ es (0+o0) (no incluye al cero)

Ejemplo 2
Para obtener la derivada de f(x) = sen x calculamos el limite correspondiente a la definicién de funcién derivaday
si se reemplaza empleando la identidad trigonométrica

sen(x + Ax) = senx cosAx + senAx cos x
resulta:
sen(x + Ax) — senx senx cosAx + senlAx cos x — senx

lim = lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Sisereagrupay se calculan los limites, se obtiene:

(cosAx — 1) senAx

= lim senx + cosx = senx.0+ 1.cosx = cosx
Ax—0 Ax Ax

Donde se tiene en cuenta que:
I senlAx 1 I (cosAx —1)
im = im ——— =
Ax—0  Ax y Ax—0 Ax

0

El primer resultado corresponde al limite trigonométrico basico y el otro calculo se desarrolla a continuacién
~ (cosAx—1) - (cosAx —1)(cosAx +1) ) cos?Ax — 1
lim ——— = lim = lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax (cosAx +1) ax->0 Ax (cosAx + 1)
—sen?Ax ] senAx  senAx

0
= 1i = ] - = -1-=-10=0
A50 Ax (cosAx + 1) et Ax  (cosAx +1) 2

Trabajando en forma similar se obtiene que si f(x) =cosx = f'(x) = —senx
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Ejemplo 5

x six=20

Para obtener la derivada de f(x) = |x| = {—x Gix<o = S€ plantea:
>0 x+Ax>0 ) (x+Ax) —x i Ax 1
— - - @ = — =
lim lx + Ax| — |x]| _ stx xS0 Ax %0 Ax
Ax—0 Ax ) x+ax<0  —(x 4+ Ax) — (—x) - —Ax
si x<0=—— lim = —_—=—
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Asi, se ha obtenido
, (1 six>0
fr = {—1 six <0
Si x =0 seobtiene que no existe f (0) pues no existe lim LQOHD-TO) _ iy 1241 ya que los limites laterales
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
son distintos:
|[Ax| - Ax 1 i |Ax| I —Ax
Axoot Ax | axsotAx Ax00- Ax | axoot Ax

La funcién f(x) = |x| es diferenciable ( o derivable) en R — {0}

La no existencia de f "(0) para f(x) = |x| se observa en la grafica de f como un punto anguloso o un punto en que
la curva no tiene una unica tangente. En la Figura D1 se observan la funcién valor absoluto y su derivada.

y y
f f
1 1
1 /x 1 X
])—1
(x) = |x| , _[1six>0
4 fe) {—1 six <0

Figura D1 : Las graficas de valor absoluto y su funcién derivada

Reglas de denivacion

Las siguientes reglas de derivacién nos permitirdn derivar sin necesidad de calcular limites

1.- Derivada de la funcion constante

Si f(x) =K, Kesuna constante real, la grafica de esta funcidn es una recta horizontal, o una recta de pendiente
cero; de modo que se obtiene que f "(x) = 0 . Resulta:

d
—(K) = K es Real
dx( )=0, KesRea
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2.- Derivada de la potencia
Sea f(x) = x™ ,nesnatural; entonces

(x+ Ax)™ — x™
Ax

Fe=fm,

Para poder calcular este limite, obtengamos las expresiones que se resultan cuando se eleva a potencias naturales un
binomio.

(x + Ax)! = x + Ax
(x + Ax)? = x? + 2 x Ax + (Ax)?
(x +Ax)3 = x3 4+ 3x% Ax + 3 x (Ax)? + (Ax)3
(x + Ax)* = x* + 4 x3Ax + 6 x? (Ax)? + 4 x (Ax)3 + (Ax)*

nn-1
(x+A0)"=x"+nx""1Ax + % x"2 (Ax)2 + -+ nx (M) + (Ax)"
Reemplazando, se tiene que:
Ax (n x4+ —n(nz— 1) x" 2 Ax 4+ -+ nx (Ax)V2 + (Ax)"‘l)
f'(x) = lim =nx" !
Ax—0 Ax

Resulta:

d 1

&(x“) =nx""" , n es Natural

Por ejemplo:

Si fl)=x =2fx)=1x"=11=1

Si  f(x)=x> = f(x)=5x*

Regla de la Potencia (versidn general):

d
[ i (x™) = nx"1 si nesReal }

Esta version general de la regla de la potencia la demostraremos mas adelante. Si la empleamos resulta:

; 1 -2 . —2-1 2
Si f(x)=x—2=x = f'(x) = -2x =-3
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2 2 2 2
Si f(x)=+x x5 = f(x) 5x Sx 5 e
i 1 -7 4 -n—1 T
Si f(X):x—n_ =X =>f(x)=—7rx :—W

3.- Derivada del producto de una constante por una funciéon

Sea g(x) =K f(x) , K esunaconstantereal y f esuna funcion diferenciable (existe f*). Entonces

glx+Ax)—g(x) y Kf(x+AM)—-Kf(x) ~ flx+A4Ax)—f(x)
= |liIm =K lim
Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

g = Jim,

=9'(x) =K f'(x)

Si K esunaconstante y f esuna funcion diferenciable, entonces

d ’
o Kf®) =Kf'(x)

Cuando se forman nuevas funciones a partir de la suma, diferencia, el producto o el cociente de funciones elementales,
las derivadas se pueden calcular en término de las derivadas de las funciones elementales como se muestra a
continuacion.

4.- Derivada de la Suma y Diferencia de funciones

Sean f y g funciones diferenciables (existen f" y g”")y sean las funciones (f £ g)(), entonces %(f *9PDw

resulta:

(fGr+40) £ g(x +A0) — (f0) £ 9(0) _

d .

VD = fim, ix
. fle+d)—f(x) ,  glx+Ax)—gx)

lim + lim

Ax—0 Ax Ax—0 Ax

=f () xg9'(x)

Sean f y g funciones diferenciables, entonces

d
I frgxn =f®tgx

La derivada de una suma ( o diferencia ) de funciones es la suma (o diferencia) de las derivadas.

1
M Si h(x) =3x°++/x , seobtiene h'(x) = 3.5x* + %x(f_l) = 15x* + %
5.- Derivada del producto de funciones

Sean f y g funciones diferenciables (existen f"y g")y sealas funcién (f.g)(,,entonces % (f-9)(x) resulta:

d _ (f(x+Ax).g(x+Ax)) — (f(x).g(x))
D = Jim o =
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— lim (fex+8x). g(x + Ax)) — (F(0). g () + (f(x). g(x + Ax) _
Ax—0 Ax

— lim fO)(g(x +Ax) — g(x)) + g(x + Ax)(f(x + Ax) — f(x)) _

Ax—0 Ax
= f(x)AliTo (gt Aji ~9W) + Al}icr_r)log(x + Ax) (ot A;)C Q) =

=f().9°(x) + g(0)f (%)

Sean f y g funciones diferenciables, entonces:

d
4 B = f().g'() + g(Of (%)

6.- Derivada del cociente de funciones

Sean f y g funciones diferenciables (existen f"y g“)y sealas funcion h(x) = (L)

97 (x)
que f(x) = h(x).g(x).

Podemos obtener f“ empleando la regla de derivacién para el producto de funciones. Se obtiene:

_f®

st g(x) # 0, de modo

f(x) _ h(x).g'(x) n g(x) .h'(x) N h'(x) _ f(x) - h(x)g'(x) reemplazando h

g(x)
o )
v = (L) SO-GEI0 @ - f0).9@
g (%) g(x) (g(x))z

Sean f y g funciones diferenciables y g(x) # 0, entonces

o), 6,

La derivada de un cociente es igual al denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada
del denominador, dividido entre el cuadrado del denominador.

5
M Si k(x) = (13:—\/_9() , se obtiene

d d 1 o sx(14VE) — g
& =5y G =gg = K0 =— 1
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