Capitulo 5

Automatas de Pila
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5.1. Introduccion.

La tarea de reconocimiento de los LCL se realiza por medio de un tipo de autdmata
denominado automata de pila, AP.

Definicion 5.1 Un Autémata de Pila es una séptupla
A=(%,Q.T, f,q,Zo, F)

donde

> es el alfabeto de entrada,

Q es el conjunto de estados, que es finito y no vacio,

I' es el alfabeto de la pila,

qo es el estado inicial,

Zy es un simbolo especial, denominado fondo de pila, Zy € T,

F es el conjunto de estados finales, F' C Q,

f es la funcion de transicion, f : Q x (L U{\}) x ' — 2017,
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Una descripcién informal de tal autémata es la representada en la siguiente figura:

Cinta de entrada

LI LT T Pila

Cabezal
de Lectura="""~"""X"""" » 4
Control fr—= Cima
.. .
Finito v
Cabezal
de L/E Fondo

El autémata de pila consta de una cinta de entrada dividida en celdas, cada una de las
cuales puede almacenar un sélo simbolo. El acceso a cada celda se realiza por medio del
cabezal lector, cuyo movimiento siempre es de izquierda a derecha. El autémata posee un
cabezal adicional de lectura/escritura que sélo puede leer o escribir sobre la cima de una
pila. Por eso en este autdmata se dispone de dos alfabetos de simbolos, el alfabeto de la
cinta de entrada, X, y el de la pila, I

El funcionamiento de este autémata es el siguiente: dado un simbolo de la cinta de
entrada o bien la cadena vacia! (que equivale a no leer el stmbolo que se encuentra bajo
el cabezal de lectura), el estado actual del autémata (especificado en el control finito) y el
simbolo que esté en la cima de la pila, entonces este autdmata

1. cambia de estado,

2. elimina el simbolo de la cima de la pila y apila ninguno, uno o varios simbolos en la
misma, y

3. mueve el cabezal de lectura sobre la cinta de entrada una celda a la derecha, siempre
y cuando se hubiese leido un simbolo de Ia misma.

Es decir, dada la transicién f(q,a, X) = {(p1,71), (p2,72)s - - - (Pm, ¥m) } €l autémata
de pila, en el supuesto que se seleccione para ejecucion la accion f(q, a, X) = (p;,7;), con
~v; = RY Z, realiza los siguientes cambios:

Ll [ lal [ ] IIIIaI\II
------------ > >

X" [R

Estado |4 Estado / Y

actual: q : actual: p; \/ Z

' [ ]

Como se observa en la figura, se transita desde el estado g al estado p; (que pasa a ser el
estado actual) el cabezal de lectura se desplaza una celda a la derecha y en la pila desaparece
el simbolo X de la cima y en su lugar se introducen los simbolos Z, Y y R, en este orden.

"Miés adelante, se remarcaré esta cuestién, pero nétese que esta posibilidad de no leer el simbolo bajo el
cabezal hace que el comportamiento de unl autémata de pila sea no determinista por propia definicion.
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El comportamiento es similar en el caso de ejecutar una transicién del tipo f(g, A, X) =
{--es(pi, i), ...}, con la salvedad de que, en este caso, el cabezal de lectura de la cinta no se
hubiera desplazado hacia la derecha y permaneceria sobre el simbolo a.

Para poder describir el comportamiento del AP sin necesidad de tener que especificar
de forma grafica su evolucion, se suelen utilizar las descripciones instantdneas; en el caso
de un AP, una descripcion instantdnea es un elemento del conjunto ) x X* x I'*. Asi,
por ejemplo, la descripcién instantdnea (q, w, «) (€ Q x X* x I'*) representa la siguiente
situacion:

Estado |4
actual: q

- -

La cadena de entrada es x, de la cual falta todavia por analizar el sufijo w. El cabezal de
lectura esta sobre el primer simbolo de w, el estado actual del autémata es g y el contenido
de la pilaes a.

Se dice que una descripcion instantdnea I; alcanza a otra descripcion instantdnea 5 en
un solo paso, y se denota como I - I, cuando se cumplen las siguientes condiciones:

I = (q,aw, Xv) A
Iy = (p,w,d7) A
(p,6) € f(g,a,X)| ac (SU{ANDAX €T

Se dice que una descripcidn instantdnea /1 alcanza a otra descripcién instantinea Io, y

*
se denota como I I I, si 3 n descripciones instantaneas auxiliares D1, D1, ..., DI, tal
que a través de ellas se pueda alcanzar I5 desde I, es decir,

I =Dl - DI+ ...- DI, =1I.

Con estas definiciones ya se estd en condiciones de poder establecer cudl es el lenguaje
aceptado por un AP, en el que hay que diferenciar dos casos.

Definicion 5.2 Se define el lenguaje aceptado por estado final de un AP A al con-

junto
*

L(A) ={z € X" | (90,2, Zo) F (p, A\, 7) tal que p € F'}.

Se define el lenguaje aceptado por pila vacia de un AP A al conjunto

N(A) = {& € 3 | (g0, 3> Zo) - (p, A, V)}-
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Se observa que en la definicién de N(A), no importa el estado al que se llegue al analizar
la cadena x. Es suficiente con que, al finalizar su analisis, la pila quede vacia.

Ejemplo:
Sea A el siguiente AP:

A = {{a,b},{q0},{S, A, B}, f,q0,S,0)

donde la funcion de transicion f se define de la forma siguiente:

f(q0,a,8) = {(q0,SB), (90, ASB)}
f(q0, A, 8) = {(qo, A)}
f(q0,b, B) = {(q0, M)}
f(qo,a, A) = {(q0, \)}

Como se observa, en este AP el conjunto de estados finales es (). Por lo tanto,
este AP reconoce el lenguaje () por el criterio de estado final.

El lenguaje reconocido por este automata por el criterio de pila vacia es
N(A) = {a™b" | m > n}.

Para comprobar que este AP reconoce la cadena aaabb se van a especificar
todas las posibles transiciones que se pueden realizar con este automata; el
resultado se muestra en la figura 5.1. Como al menos una secuencia de transi-
ciones consigue vaciar la pila y consumir toda la cadena de entrada, entonces
la cadena aaabb serd aceptada.

(g, aaabb, S)

(qg-aaabb,h)  (qo. aabb, ASB) (qo» aabb, SB)

Rechaza
(qo- abb, SB) (qg» aabb, B) (q¢» abb, SBB) (qo» abb, ASBB)
Rechaza
(qg> bb, SBB)  (qq, bb, ASBB) (qy, abb, B) (q» bb, SBBB) (qq, bb, ASBBB)  (qq, abb, BB) (g, bb, SBB)
Rechaza Rechaza Rechaza Rechaza
(qq, bb, BB) (qo, bb, BBB) (qg bb, BB)
(99, b, B) (90, b, BB) (99, b, B)
(o-7 ) (dg-h B) @gh 1)
Acepta Rechaza Acepta

Figura 5.1: Andlisis de todas las posibles transiciones que puede realizar el autdmata A
sobre la cadena aaabb.

La definicién de un autémata de pila implica un comportamiento no determinista, que
se pone de manifiesto en el ejemplo anterior.

De forma general, un autémata de pila determinista es un AP en el que es aplicable
una, y sélo una, transiciéon en cada instante. Sin embargo, esta posibilidad no basta para
excluir el comportamiento no determinista, ya que puede darse la situacién de que, desde
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un mismo estado y con un mismo simbolo en la cima de 1a pila, se puedan realizar acciones
diferentes si existen transiciones con lectura de simbolo o sin lectura de simbolo, es decir,
f(g,a,A) # 0 A f(q, A\, A) # (). Esto representa una situacion no determinista tal y como
se pone de relieve en la figura 5.1 en, por ejemplo, las tres posibles transiciones que pueden
ejecutarse desde la situacion inicial (qo, aaabb, S).

Por lo tanto, para que un AP sea determinista se han de cumplir las siguientes condi-
ciones:

1.VgeQ,Vae (EU{A}), VAT, secumple que | f(g,a,A) |<1,
2.VqgeQ,VAeT, sif(qg,\ A) # 0 entoncesVa €X, f(qg,a,A) =0.

Ejemplo:

Construir un AP determinista que reconozca el lenguaje L = {0™1" | n. > 0}.

f(q0, A\ Z) = {(q0, X)}
f(q0,0, X) = {(q1,AX)}
fla 0 yA) = {(q1, AA)}
f(th A) = {(g2, M)}
flgo,1 ) {(q2, M)}
fla2, A, X) = {(q0,\)}

El AP construido reconoce el lenguaje L por estado final. Efectivamente, por
cada stmbolo ‘0’ leido de la cinta de entrada, se introduce en la pila otro
simbolo A. En la situacion en que se lea el primer ‘1’ se pasa al estado qa,
cuyo fin es eliminar un stimbolo A de la pila por cada ‘1’ leido.

Si al acabar de leer la cadena de entrada el AP estd en el estado qy (que
es el tinico estado final) es porque habia el mismo niimero de ‘0’ que de ‘I’
Cualquier otra transicion que no esté especificada en la anterior funcion de
transicion produce que, si esa situacion se presenta, entonces el AP se para y
rechaza la cadena.

La definicion de Automatas de Pila determinista y no deterministas, permite plantear si
el requisito del determinismo reduce el poder reconocedor de un AP.

Teorema 5.1 Existen LCLs que no son aceptados por ningtin AP determinista.

Demostracién

Sea L = {a"b" : n > 0} U{a™b®" : n > 0}. Este lenguaje es un LCL pues es generado
por la siguiente GCL:
S — aAb | aBbb
A — aAb |\
B — aBbb | A
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Para demostrar que L no puede ser reconocido por ninglin AP determinista es preciso
saber que el lenguaje {a"b"c" | n > 0} no es un LCL2.

La demostracién se hara por reduccién al absurdo: es decir, si se supone que existe un
AP determinista que reconoce L, entonces se llega a un resultado imposible.

Sea A un AP determinista tal que L(A) = L. Se realiza la siguiente construccion:

1. Sean A; y Ay copias del AP A. Se dice que dos estados, uno de A; y otro de Ay, son
primos entre si, si ambos estados son copias del mismo estado del AP original A.

2. Eliminar la caracteristica de aceptacion de los estados de aceptacion de A; y la ca-
racteristica de estado inicial del estado inicial de As.

3. Madificar el estado destino p de cada una de las transiciones que se originan en un
antiguo estado de aceptacién de Aq, para que el estado destino sea el primo de p en
As.

4. Modificar todas aquellas transiciones que lean una b de la entrada y cuyos estados
destino se encuentren en Ag para que lean una ¢ en su lugar.

Con esta construccién el conjunto de cadenas aceptado por este AP A’ serd el formado
por aquellas cadenas que comenzando en el estado inicial de A; reconocen n simbolos a y,
posteriormente, reconocen n simbolos b. En este instante, el estado en el que se encuentra el
AP es un antiguo estado final de A;. Sus transiciones se han modificado para que reconozca
n simbolos ¢ (pasando al antiguo AP A5) en vez de n simbolos b, y se llega de esta forma,
a uno de los estados finales de Ao, que son los dnicos estados finales de A”. Por lo tanto, se
ha reconocido una cadena de la forma a™b"c", n > 0.

Es decir, se ha podido construir un AP que permite reconocer un lenguaje que no es un
LCL. Como la construccion realizada ha sido correcta, el unico fallo en la demostracion ha
sido la suposicién de que pueda existir ese AP determinista que reconozca L.

Como consecuencia, el lenguaje L no puede ser reconocido por ningtin AP determinista.
c.q.d.

La consecuencia directa de este teorema es que, si se denomina L(APND) al conjunto
de lenguajes aceptados por AP no deterministas, mediante el criterio de alcanzabilidad del
estado final, y L(APD) al conjunto de lenguajes aceptados por AP deterministas, mediante
el criterio de alcanzabilidad del estado final, entonces

L(APD) C L(APND).

%Se demostrara en el capitulo 6.
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Otra cuestidn relacionada con el estudio de los lenguajes aceptados por los AP, consiste
en determinar si, dado que a cada AP se le pueden asociar dos lenguajes (el aceptado por
estado final y el aceptado por pila vacia), existe alguna diferencia respecto al conjunto de
lenguajes que pueden reconocerse por ambos criterios.

Es decir, si se denomina N(APND) al conjunto de lenguajes aceptados por APND me-
diante el criterio de pila vacia y L(APND) al conjunto de lenguajes aceptados por APND me-
diante el criterio de estado final, ;cudl es la relacidn existente entre L(APND) y N(APND)?.

Teorema 5.2 Si L = L(A) para algiin AP A, entonces existe un AP A’ tal que N(A') =
L.

Demostracion:
Sea A= (X,Q,T, f,q0, Zo, F) un AP tal que L(A) = L.

Para construir un AP que reconozca L por pila vacia, el método consiste en introducir
un nuevo estado, q., al que se accede desde cualquiera de los estados de F y cuya tnica
finalidad consiste en vaciar la pila.

Ademais, se debe evitar la situacién en la que en el AP A se vacie la pila, sin que el
estado del autémata sea final, ya que esto podria provocar que una cadena no aceptada por
A, si que fuera reconocida por por A’. Para evitar esta situacion, se precisa disponer de
un nuevo simbolo fondo de pila que sélo se elimine cuando se esté en el nuevo estado g.;
es decir, cuando se haya pasado obligatoriamente por un estado final, habiendo consumido
ademas toda la cadena de entrada.

Seael AP A" = (3,Q",T", f', q{,, X0, 0) tal que

n Q' =QU{q) g} tal que ), qe € Q,

» IV =T U{Xo} tal que Xo ¢ T,
y en el que las reglas que definen a la funcién de transicién f’ son las siguientes:

L. (g9, A, Xo) = {(q0, Z0X0)},

2. f(g,a,B) C f'(¢,a,B),VqeQ,Vaec (ZU{\}), VBeT,
3. (ge,N\) € f'(g,\,B),Vqe F,YBeTl’,

4. {(ge; N} = f'(ge, A B), VB eT".

Hay que demostrar que L(A) = N(A’) = L. Para ello, se demostrard que L(A) C
N(A")yque N(A") C L(A).
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L(A) C N(A'): Seax € L(A); entonces (qo,z, Zo) F (p, A\, a),p € F A« € T'*. Por
lo tanto, en el AP A’ se puede obtener la siguiente secuencia de descripciones ins-
tantdneas:

(Q(,)7 x, XO) F (QO7 x, ZOXO) F (p7 >\7 OZXO) F (qev /\7 A)7
y, entonces, x € N(A').

N(A"Y C L(A): Seax € N(A’);entonces desde la descricion instantdnea inicial, (¢}, z, Xo),
s6lo se puede realizar una dnica transicion a la descricién instantdnea (qo, =, ZoXo)
y, a partir de esta, todas las transiciones realizadas son también transiciones de A.

Para poder aceptar la cadena x el AP A’ debe tener la pila vacia y eso sélo se consigue
pasando previamente por un estado final de As; por lo tanto, de la descricién ins-
tantdnea (qo, z, ZoX() se ha de llegar a la descricion instantdnea (p, A, « Xj), siendo
p un estado final de A, para, posteriormente, vaciar la pila mediante las transiciones
de tipo 4.

En el AP A se pueden realizar las mismas transiciones desde (qo, z, Zy) hasta (p, A, «)
aceptando, por lo tanto, la cadena x.

c.q.d.

Queda demostrado entonces que L(APN D) C N(APN D). A continuacion se verd que
la inclusién también se cumple a la inversa.

Teorema 5.3 Si L = N(A) para algiin AP A, entonces existe un AP A’ tal que
L(A") = L.

Demostracién
Sea A= (X,Q,T, f,qo, Zo,0) un AP tal que N(A) = L.

Para construir un AP que reconozca L por estado final, el método consiste en introducir
un nuevo estado final, q}, al que se accede cuando en el AP A la pila estd vacia.

Para poder determinar cuando se vaciaria la pila, sin que esa situacién llegue a produ-
cirse, se precisa de un nuevo simbolo fondo de pila que actie como seifial.

Seael AP A’ = (3,Q", TV, f', ¢(, Xo, F') tal que

» Q'=QU{q.qs} tal que g5, q5 ¢ Q,

s IV =TU{Xp}, tal que Xy €T,

. P = {d}},

y en el que las reglas que definen a la funcion de transicién f’ son las siguientes:
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L. f'(q9, A, Xo) = {(q0, Z0X0)},
2. f(q,a,B) = f(q,a,B),VqeQ,Vaec (XU{\}),VBeT,

3. g A Xo) ={(g}. M}, Ve € Q.

Falta demostrar que L(A’) = N(A) = L, y para ello se seguird el método habitual,
demostrando que L(A") C N(A) y que N(A) C L(A").

N(A) C L(A") : Seax € N(A); entonces, (qo,x, Zo) F (p, A, A). Por lo tanto, en el AP
A’ se puede obtener la siguiente secuencia de descripciones instantineas:

(qéa xz, XO) H (q07 xz, ZOXO) H (p7 >‘7 XO) F (q}'a )\7 A)a
y, por lo tanto, z € L(A’).

L(A") C N(A): Seax € L(A’); entonces, desde la descripcién instantdnea inicial (¢(), x, Xo)
sdlo se puede realizar una tnica transicion a la descripcion instantanea (qo, 2, ZoXo)
y, a partir de esta, todas las transiciones realizadas son también de A.

Para poder aceptar la cadena x, el AP A’ debe alcanzar un estado final y eso sélo se
consigue pasando previamente por una pila cuyo tnico simbolo sea Xg. Por lo tanto,
de la descripcién instantdnea (qo, =, ZoXo) se ha de llegar a la descripcion instantdanea
(p, A, Xo), para, posteriormente, pasar al estado final mediante la transicién nimero
3; es decir, se alcanza la descripcion instantanea (q}, A AN).

En el AP A se pueden realizar las mismas transiciones desde (qo, x, Zp) hasta (p, A, \)
aceptando, por lo tanto, la cadena x.

c.q.d.

Como consecuencia de ambos teoremas se obtiene que L(APND) = N(APND).

5.2. Relacion entre los Automatas de Pila y los LCL.

En esta seccion se estableceran formalmente las relaciones que existen entre los lengua-
jes de contexto libre y los autdématas de pila no deterministas.

Teorema 5.4 Si L es un LCL, entonces existe un APND A | L = N(A).

Demostracion

Sea L un LCL, tal que X\ ¢ L, entonces existe una GCL G = (X4, X7, P, S) en Forma
Normal de Greibach, tal que L(G) = L.
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Se construye el siguiente AP, A = (X, Q, T, qo, Zo, f, ) donde,

X =3
Q= {qo}
=y,
Zyp=S

(q0,7) € f(q0,a,B) & (B —ay) € P

Resta por demostrar que N(A) = L. Para ello, se demostrara que si se emplean siempre
derivaciones a izquierda en la GCL G, entonces

(S = wa) < ((q,w, S) }i (g0, \, @),

donde w € X7 AN a € Y.

*
((¢,w, ) F (¢,\,a)) = (S = wa) : Porinduccién sobre el nimero de descripciones ins-
tantdneas utilizadas:

0
Paso Base: Coni=0, (¢,\,5)F (¢,),5), entonces S = S.

n
Hipétesis de Induccion: (¢, w,S) F (¢, \, a) = S = wa.

n+1
Paso de Induccién: Sea (¢, wa,S) F (g, \, ) una derivacion de n+1 pasos; en-

tonces, (g, wa, S) Iﬁ (¢,a,8) = (q,a,BO) F (g, \, ).

Las primeras n derivaciones implican, por H.I., que S = w/3, y la tltima deri-
vacion sélo se puede realizar si (¢,7y) € f(q, a, B).

Por lo tanto, 3 (B — a7y) € Py, ademds, 3 = B0, por lo que se obtiene que,

S = wBH = wayl = waa.
*
(S = wa) = ((¢,w,S) F (g.\, )) : Por induccién sobre el nimero de pasos de deriva-
cion y sabiendo que en la gramatica se emplean siempre derivaciones a izquierda:

Paso Base: Coni=0,S = S, entonces (g, A, S) F (g, \, S).
Hipétesis de Induccién: S = wa = (q,w, S) F (¢, \, @).

. 1 o o
Paso de Induccién: Sea S "> wao una derivacién de n+1 pasos. Esta derivacion se

ha obtenido por medio de la siguiente secuencia, S = wBf = wa~y3 = waa.
n
Las primeras n derivaciones implican, por H.I, que (¢, wa, S) - (q,a, B3),y

la dltima derivacion sélo se puede realizar si 3 (B — av) € P, 'y, por lo tanto,
(¢,7) € f(q,a,B).
Entonces,

(q,wa, S) 5 (g,a,BB) F (¢, \,76) = (¢, \, ).
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Por dltimo, queda por establecer el teorema reciproco, cuya demostracién se puede
encontrar en el libro “Introduction to Automata Theory, Languages and Computation” de
Hopcroft y Ullman.

Teorema 5.5 Si L = N(A) para algiin AP A, entonces L es un LCL.




