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Unidad aritmético-logica

La unidad aritmético-16gica (ALU) es la parte del computador donde se efectiian las operaciones aritméticas
y logicas sobre los datos. Las otras unidades del computador (unidad de control, memoria y unidad de E/S)
son las encargadas de suministrar datos a la entrada de la ALU y recibirlos nuevamente una vez procesados.
LaFigura4.1 muestra en términos generales como se interconecta la ALU con el resto de la CPU.

Unidad de control ———> Indicadores
. ALU
Registros ———> Registros

Figura 4.1: Entradas y salidas de la ALU

Los datos llegan a la ALU a través de registros y los resultados que se generan también se almacenan en
registros. Estos registros son memorias temporales dentro de la CPU que se conectan mediante el bus de datos
con la ALU. Cuando la ALU finaliza una operacidn, activa determinados indicadores que pueden ser
utilizados por la unidad de control. La unidad de control envia sefiales que controlan las operaciones y el
movimiento de datos de entrada y salida de la ALU. En este tema se estudian los algoritmos y los circuitos
asociados que realizan las cuatro operaciones aritméticas bésicas, tanto en coma fija como en coma flotante.
Un nimero en coma flotante estd constituido por un par de nimeros en coma fija, la mantisa m y el exponente
e y se utiliza para representar nimeros de la forma m x B¢, donde B es la base que estd implicita. La
representacién en coma flotante aumenta el rango de los nimeros que se pueden expresar para una longitud
de palabra dada, aunque requieren circuitos aritméticos mucho méds complejos que cuando se emplea coma
fija. Con el fin de proporcionar una representacion tnica para cada nimero en coma flotante se realiza un
proceso de normalizacién.

También se analizan las operaciones de desplazamiento y de comparacion.

1. A lo largo de todo el tema se utilizard el término ALU que es el acrénimo de (Arithmetic-Logical Unir) para designar a la
unidad aritmético-logica.
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Sumadores binarios

Un sumador binario se puede considerar como un conversor de c6digo que recibe a la entrada dos nimeros
binarios x e y de n bits cada uno (los operandos)

X= Xn-1 xn_z ....... X1 Xp
Y=Yn1¥Yn2- YiYo

y produce una salida s de n + 1 bits que es la suma de los operandos (ver Figura 4.2),

S= SnSn_l.......Sl SO

Sumador binario

Figura 4.2: Sumador binario de n bits

En la realizacion de un sumador binario aparece un compromiso entre velocidad y coste. En principio, la
forma mds rdpida de realizar cualquier funcién l6gica, cuando el valor de sus salidas estd tnicamente
determinado por el valor presente de sus entradas, es mediante un circuito combinacional de dos niveles
(AND-OR). Se observa en la Tabla 4.1 que el bit s; de la suma (j = 0, 1, ...., n) es funcion de las 2(j+1)
variables x;, y;(i=0, 1, ..., J).

Por lo tanto, en una realizacién candnica que incluyese todos los términos productos, el bit s; de la suma

requeriria 220+Y puertas AND de 2(j+1) entradas y una puerta OR de 2?V*" entradas. Este nimero de puertas
resulta excesivo incluso para valores moderados de n, por lo que es inviable esta solucion y es preciso
desarrollar otros métodos que, aunque mds lentos, sean menos costosos.
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so = so(xp Yo

s; = 81 (X1 Y1 Xos Yo)

Sicl = Spol (Rnops YnopoeeenX 1 Y15 Xou Yo)
S = 8y (Knls Yn-eeenX15 Y15 Ko Yo)

La estrategia bdsica que se emplea para sumar dos nimeros de n bits es dividir el problema en un
conjunto de tareas mds sencillas, de forma tal que una vez resueltas se tenga, por simple composicién, la
solucion del problema original. La particién mds usual es transformar el problema de suma de dos niimeros
de n bits en n problemas idénticos de suma de dos niimeros de 1 bit.

Cada una de estas n sumas mas sencillas necesitan informacién de los sumadores de las etapas previas
(arrastres). Estas sefiales de arrastre (denominadas también de acarreo) que se producen en los sumadores
elementales de orden inferior (de los bits menos significativos al que se considera), son el origen de las
dificultades que surgen en la operacion de suma.

A continuacién se analizan algunas realizaciones del circuito 16gico basico para la suma de dos nimeros
de 1 bit (semisumador), su generalizacién cuando se considera el arrastre de la etapa previa (sumador binario
completo) y como se efectiia la suma de dos nimeros de # bits interconectando adecuadamente sumadores
binarios completos. En la Figura 4.3 se muestra el esquema de la representacion de puntos de la suma de dos
nimeros binarios de »n bits. Consta de los siguientes elementos:

a) Una matriz de puntos de 2 filas x # columnas, donde cada uno de los puntos representa un bit
individual de los dos ndmeros (x € y) a sumar.

b) Una linea horizontal que separa las representaciones de la entrada y de la salida.

¢) Un vector fila de puntos de n + 1 columnas que representan los bits de la suma (s).

n-1 10
o e e s « « 1*"sumando
o o e e e+  2°sumando
e e e e e e + suma

Figura 4.3: Representacion de puntos de un sumador binario de n bits

41.1 Semisumador binario (SSB)

Es el circuito aritmético mds sencillo. Consta de dos entradas binarias (x e y) y dos salidas; una de ellas (s) es
el resultado de la “suma médulo 27 de las dos entradas y la otra (¢) es el denominado “arrastre” (o acarreo)
que indica si el resultado de la suma es igual a 2 (ver Tabla 4.2).
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x y ¢ s
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0
Tabla4.2: Tabla de verdad del SSB

Enla Figura 4.4 se da el diagrama de un semisumador binario (SSB) y su representacién de puntos .

e — =
j&— <

b

Figura 4.4: Diagrama de bloques y representacién de puntos de un SSB

Las funciones 1dgicas de s y ¢, deducidas directamente de la tabla de verdad, se pueden expresar
mediante las siguientes ecuaciones:
S=Xy+Xxy=x®y
c=Xy
donde el operador @ representa la funcién OR-exclusiva.

El bit de suma s es 1 cuando x 0 y pero no ambos es 1, y el bit de arrastre ¢ es 1 cuando ambos x e y son 1.
El SSB se puede realizar de multiples formas dependiendo de las puertas l6gicas que se tengan, y de si se
dispone o no del complemento de los bits de entrada. En la Figura 4.5 se muestran diferentes realizaciones
del SSB.

4.1.2 Sumador binario completo (SBC)

Se diferencia del SSB porque tiene una tercera entrada c; | llamada “arrastre de la etapa anterior”, que le
permite encadenarse con otros SBC para el disefio de circuitos de suma de niimeros de » bits (n > 1).

El SBC acepta como entradas un bit de cada uno de los operandos (x; € y;) y un bit de arrastre (¢, ;) de la
etapa previa, y genera como salida un bit de suma (s;) y un bit de arrastre (c;) para la etapa siguiente de

acuerdo con la Tabla 4.3. En la Figura 4.6 se da el diagrama de bloques y la representacion de puntos de un
SBC.
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¢) Circuito NOR

-

P

e) Sélo necesita x e y (se utiliza un dnico tipo de puertas légicas)

Figura 4.5: Diferentes realizaciones 16gicas de un SSB

X; Yi Ci-y G 8
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

Tabla 4.3: Tabla de verdad del SBC

185
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SBC e—ci_l .

Lo

Si

gl

Figura 4.6: Diagrama de bloques y representacion de puntos de un SBC

Las tunciones l6gicas de s; y ¢;, deducidas del mapa de Karnaugh de la Figura 4.7a , se pueden expresar
mediante las siguientes ecuaciones:

Si=X Y Gt X Vi XY Gt X Yic
G=XiYi+tXiC_+Yi¢_

con lo que s, y ¢; se sintetizan mediante los circuitos l6gicos de dos niveles que se muestran en la Figura 4.7b:

AiYi Xi¥i
¢ 00 01 11 10 Cinl 00 o1 11 10
0 1 1 0 1
1| 1 1 mnn
Si <
X — 2)
Yi —
Gl —— X
i 5 —
_] ] I
Ci-p — S Xi — c
; ,
X, — Ci.p — '
Yi 7
ci-l T ¥i ——w_
SN pa N ¢y — |

X
Ci-1 b)

Figura 4.7: Disefio l6gico deun SBC a) Mapa de Karnaugh b) Circuito 16gico

El SBC también se puede realizar utilizando 2 SSB’s conectados en cascada, tal como se muestra en la
Figura 4.8, pero el circuito obtenido resulta mds lento, debido a que las sefiales de entrada tienen que
atravesar mds niveles de puertas para generar la salida. A partir de las expresiones de s, y ¢; deducidas
anteriormente se puede obtener:

$i=(X; ¥ +X Y _ (XY, +X, ¥)C =Xy Dy 4.1

Ci=XYi+ (X ¥, +X ¥i) ¢ = Xy +(x®Dyj)¢ (4.2)
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XiJ Yi
\Di .......................
X Yi
SSB
G X @y |
(x; & y; )i
SSB

Figura 4.8: Realizacion de un SBC con2 SSB’s
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En la Tabla 4.4 se dan los retardos (medidos como el niimero de niveles de puertas l6gicas que hay que
pasar desde las entradas hasta las salidas) para los circuitos de las Figuras 4.7y 4.8.

S; [
Realizacion en 2 niveles 3 2
Realizacion con 2 SSB’s 6 5

Tabla 4.4: Niveles de retardo en las dos realizaciones del SBC

4.1.3 Sumador binario serie

Con un SBC de 1 bit se puede disefiar un circuito sencillo que realiza la suma de dos nimeros de » bits. Los

bits del mismo peso, x; € y;, de los dos niimeros a sumar se deben introducir sucesivamente en la entrada del
SBC, comenzando por los bits menos significativos x, e y,(ver Figura 4.9).

A B
X2 H Y2
X] Y1
X0 Yo
Q
FE-D SBC
~ D
C S

Reloj

R

Figura 4.9: Sumador binario serie

eee 52518y
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Es necesario incluir un retardo unitario (elemento de memoria) para retener el arrastre ¢ producido por el
SBC de un intervalo al siguiente. Al comenzar la suma, la salida Q del elemento de memoria se inicializa a 0.
El registro R donde se almacena el resultado puede ser el mismo registro A, en cuyo caso se denomina
registro acumulador. Si se representa por A el retardo producido por el elemento de memoria (fijado
fundamentalmente por la frecuencia del reloj), y por 8 el tiempo que tarda el SBC en producir la suma de un
bit, el tiempo que se necesita para realizar la suma de dos nimeros de n bits serd n(A + 8). En un sumador
binario serie la complejidad del circuito es independiente del nimero n de bits que hay que sumar, pero no
sucede lo mismo con el tiempo de cdlculo que crece linealmente con 7.

4.1.4 Sumador binario paralelo con propagacion del arrastre

La mayoria de las aplicaciones requieren sumas mds rdpidas que las que se pueden conseguir con los
sumadores binarios serie. La manera clasica de resolver este problema es conectando una cadena de SBC’s,
de forma que se introduzcan en paralelo todos los bits de cada uno de los dos operandos.

Un sumador binario paralelo es un circuito que suma de forma simultanea todos los bits. Para sumar dos
nimeros de # bits, el circuito se puede realizar mediante el encadenamiento de n SBC’s tal como se indicaen
laFigura4.10.

Xp-1 Yoo X1 ¥ Xy Yo
) Vi J
< SBC e e < SBC SBC  fe—
Sl -2 Cy <o ¢y
¥ v v
Sn-1 1 So

Figura 4.10: Sumador binario paralelo con propagacion del arrastre (SPA)

Analizando la estructura de este sumador se observa que la salida s,,.; del SBC que opera sobre los bits
mds significativos no serd vilida hasta que se conozca el arrastre ¢,., producido por el SBC de la etapa
anterior. Este mismo razonamiento se puede aplicar a cualquier etapa del sumador binario paralelo, por lo
que en el caso mas desfavorable, es decir, cuando se propaga un arrastre desde la etapa menos significativa
hasta la mds significativa, el resultado de la suma no serd efectivo hasta que haya pasado un tiempo 1 = n3,
siendo & el tiempo que tarda un SBC en generar el arrastre para la etapa siguiente. En la Figura 4.11 se
muestra un eiemplo del caso més desfavorable paran =8.

01001101
10110011

100000000

Figura 4.11: Ejemplo de caso mas desfavorable de propagacion del arrastre

Por este motivo, a este tipo de sumador binario paralelo se le conoce como sumador con propagacion
del arrastre (SPA). El retardo resultante en el sumador binario paralelo depende linealmente de n, por 1o que
serd elevado para grandes valores de n y especialmente significativo cuando se conectan algunos modulos
sumadores para formar un sumador més grande.
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Se pueden conseguir sumadores binarios paralelos més rapidos que el sumador con propagacién de
arrastre utilizando circuitos que emplean mds puertas légicas con mayor niumero de entradas. La clave del
compromiso rapidez-coste en los sumadores de alta velocidad estriba en el mecanismo utilizado para acelerar
lageneracion de los arrastres.

415 Sumador-restador binario paralelo con propagacion del arrastre

El sumador de la Figura 4-10 funciona correctamente en el caso de nimeros sin signo y de niimeros
positivos, porque el O del bit de signo de un niimero positivo tiene el mismo efecto que un O a la izquierda en
un nimero sin signo. La forma adecuada de sumar nimeros negativos (que tienen un 1 en el bit de signo)
depende del tipo de representacion que se utilice (magnitud signo, complemento a 16 complemento a 2).

Como x - y = x + (-y), si se dispone de un circuito que calcula la suma de nimeros negativos se puede
efectuar la operacion de restar. En el caso de la representacién de niimeros negativos en complemento a 2 la
resta resulta especialmente sencilla, porque el valor negativo es muy simple de realizar. En efecto, si

Y=Yu1 Y2 - ¥1 Yo €8 un nimero entero representado en complemento a 2, entonces -y se define por:
V=Y 1Ya_2 Y1 Yot 1
as{ pues, para obtener -y a partir de y, se efectuan las dos operaciones siguientes:
a) Sustituir todos los bits de y por su complemento (es decir, cambiar 0 > 1y 1 — 0)

b) Sumar 1 al nimero resultante

Teniendo esto en cuenta, se puede disefiar facilmente un tnico circuito sumador-restador (ver Figura
4.12).

Yn-l Xpp Yn2 Xpa Yi X Yo Xp
M
< SBC SBC SBC SBC [
Cho1 Cn2 Cp-3 C Co .
Sp-1 s2 Sy S0

Figura 4.12: Sumador-restador binario paralelo con propagacién de arrastre

Con cada médulo SBC se incluye una puerta OR-Exclusiva; la de la etapa i tiene como entradas M e y,.

Laentrada M controla la operacién. Si M = 0 el circuito es un sumador y cuando M = 1 el circuito se convierte
enun restador. Cuando M =0, como y; ® 0 = y;, los SBC’s reciben el valor de y, la entrada de arrastre c_; es 0,

yelcircuito realiza la operacién x + y.

CuandoM=1,comoy,® 1=y, yc =1, se complementan todos los bits del nimero y se suma 1 debido
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al arrastre de entrada del circuito. El circuito realiza la operacién x + C2(y), donde C2(y)es el complemento a
2 de y. Para ndmeros sin signo, esto representa:

(x-y) si X2y
C2(y-x) si X<y

Para nimeros con signo el resultado es (x - y) si no se produce rebose (overflow). La simplicidad del
circuito légico y la rapidez para efectuar tanto la suma como la resta de niimeros con signo en complemento a
2, es la razén de por qué esta representacion es la mds utilizada en las unidades aritméticas de los
computadores actuales.

Podria pensarse que la representacién en complemento a 1 es tan buena como la de complemento a 2
para utilizarla en un circuito sumador-restador combinado. No obstante, aunque en este caso la
complementacidn es trivial, el resultado obtenido después de la suma no es siempre correcto. No se puede
ignorar el arrastre de salida ¢, ;. Si ¢,., = 1, hay que sumar 1 al resultado para corregirlo. Si ¢,.| =0, el
resultado que se obtiene es correcto. El requisito de este ciclo de correccidn, que es condicional segtin sea el
arrastre de salida de la suma, hace mas complicado el circuito sumador-restador en complemento a 1 que en
complemento a 2.

Deteccion del rebose en el circuito sumador-restador con propagacion del arrastre

Cuando se suman nimeros sin signo el arrastre de la ltima etapa sirve como un indicador de rebose. Sin
embargo, en el caso de nimeros con signo la cosa es algo mds complicada. Obviamente, la suma de nimeros
con signos distintos no puede nunca originar un rebose, porque el valor aboluto de la suma serd siempre mas
pequeiio que el mayor valor absoluto de los dos sumandos. En el caso de que los sumandos tengan el mismo
signo es cuando se puede producir un rebose; pueden ocurrir dos casos:

a) x ey son positivos. Como los bits de signo x,_, € v, | son iguales a cero, no se puede generar ningin
arrastre en la posicion del bit de signo (c,.; = 0). Sin embargo, el bit de signo de la suma s,,_; serd
1 si se genera o propaga un arrastre desde la etapa anterior {c,, = 1) y el resultado es incorrecto
(la suma de dos nimeros positivos da un nimero negativo).

b} x e y son negativos. Como los bits de signo x,.; e y,; son iguales a uno, se genera siempre un
arrastre en la posicién del bit de signo (c,.; = 1). El bit de signo de la suma s, ; serd 0 si no se
genera o no se propaga un arrastre desde la etapa anterior (c,_, = 0) y el resultado es incorrecto (la

-~

1Umeros 1egat ivos da un nimero pUblllVU)

o 4

suma de dos

La Tabla 4.5 resume las condiciones de rebose expresadas en a) y b). La expresion l6gica de la sefial de
rebose R deducida directamente de la Tabla 4-5 es:

R= X 1 ¥n iS5 1 X1 Yoo 1801 (4.3)

Es posible expresar la sefial de rebose R como una funcién de los arrastres ¢, y ¢,.; mediante la

siguiente funcién légica:

R=c, ,®c,_; 4.4)

En la Figura 4.13 se muestra el circuito sumador-restador de la Figura 4-12 con el circuito de deteccién

de rebose incorporado. Es importante detectar la aparicion de un rebose en un computador, para poder decidir

qué accion realizar cuando éste se produzca. Por esta razén es usual que la unidad aritmética disponga de un
registro de 1 bit (registro de rebose) que se pone a 1 cuando se genera un rebose.
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Xn-1 Yo-1 Sp-1 Rebose (R)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

Tabla 4.5: Condiciones de rebose

Yn-i  Xp| Yn2 Xpo Y1 X1 Yo Xo

Cn-3 1 o .1
SBC SBC SBC <
Vo v Vo
Sn-2 51 So

Rebose

Figura 4.13: Sumador-restador binario paralelo con propagacion del arrastre y deteccién del rebose
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Sumadores de alta velocidad

La naturaleza secuencial de la propagacién del arrastre es el problema mas dificil que hay que resolver
cuando se desea acelerar la suma. Las diferentes estrategias que se han propuesto para resolver este problema
se pueden clasificar de la forma siguiente:

1) Aceptacion de la existencia de los arrastres. En lugar de intentar acelerar la generacion de los

arrastres simplemente se les acepta tal como son. Se disefia el sumador de manera que su salida no
se utiliza hasta que haya pasado el tiempo suficiente para que se generen los arrastres cuando se
produce su secuencia mas desfavorable (es decir que los arrastres se hayan propagado desde el bit
menos significativo al mas significativo de los niimeros a sumar). En algunos microprocesadores
de 8 bits su frecuencia de reloj se ajusta de forma tal, que las salidas del sumador no se utilizan
hasta que la secuencia mas larga de posibles arrastres ha tenido tiempo de propagarse, esté o no
realmente presente,

2) Anticipacidn del arrastre. Los sumadores de esta clase poseen una circuiteria extra que “desvia”

3)

4)

5)

la generacion de los arrastres de las etapas del sumador paralelo (o grupo de etapas) que lo que
hacen es propagarlos.

Suma condicional. Anadlogamente a los sumadores con anticipacion de arrastre, este tipo de
sumadores produce la suma en un tiempo O(logyn), siendo # la longitud de los operandos. En pasos

sucesivos se obtienen 1, 2, 4, ..., 2¥ digitos correctos hasta que se completa la suma.

Deteccion de la finalizacion del arrastre. Afiadiendo un circuito 1égico adicional es posible
detectar cuando ha finalizado la propagacion de los arrastres a lo largo del sumador. En ese
momento las salidas del sumador tendran su valor final correcto y se podran utilizar.

Minimizacion del niimero de arrastres. Cuanto mayor sea la base del sistema de numeracién
utilizado para representar los operandos, menor serd ¢l nimero de arrastres que se producen
durante la suma. Por este motivo se pueden considerar sistemas de numeracion de base 2¥, para los
que k digitos binarios consecutivos corresponden a un digito en dicha base. La operacién de suma
se efectia directamente en la nueva base.

6) Arrastre almacenado. Cuando el nimero de sumandos es mayor que 2 es posible retardar la

propagacion del arrastre hasta el final de la operacién. De esta manera, se puede considerar que el
tiempo necesitado para la asimilacién de los arrastres diferidos se reparte uniformemente entre
todos los operandos.
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421 Caracteristicas de los arrastres

Antes de considerar algunos de los métodos mencionados en el apartado anterior para acelerar la suma,
conviene examinar con cierto detalle las caracteristicas de los arrastres.

a) Un arrastre se generard en la posicion i-ésima si se cumple que la suma aritmética de los bits
correspondientes (x; e y;) es mayor que uno, es decir, six; +y; > 1.

b) Un arrastre que llega a la posicidn i-ésima desde la posicidn (i- 1)-ésima, se propagard a la posicién
(i+1)-¢ésima si se cumple que la suma aritmética de los bits correspondientes (x; e y;) es igual a
uno, es decir, si x; + y; = 1.

yl.=0 yi=1

x; =1 P g

Tabla 4.6: Tipos de arrastres

La Tabla 4.6 muestra de forma resumida las condiciones bajo las cuales no hay arrastres (-), se propaga
el arrastre recibido (p) o se genera un arrastre (g). Estas tres acciones (-, p y g) son mutuamente excluyentes,
de manera que solamente puede ocurrir una de ellas en cada posicion. De la Tabla 4.6 se sigue que aquellas
etapas del sumador para las que x; = y; = 1 comenzaran una secuencia de arrastre. La propagacién de los
arrastres continuard a través de las etapas en las que x; # y; y parard cuando llegue a una etapa en la que x; = y;.
El ejemplo de la Figura 4.14 muestra 4 secuencias de arrastre de longitudes 2, 4, 1 y 2 que comienzan todas
simultaneamente.

2 4 <1 <—2
W) VW W W ) VY YW
x = 0 0 I 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1
y = 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 I

Figura4.14: Secuencias de arrastres

Esta dltima consideracion, de la concurrencia de la secuencia de arrastres, es importante y se usa en
algunas estrategias para acelerar la suma (sumadores con deteccién del final de los arrastres). La secuencia de
arrastre de longitud 2 a la izquierda de la Figura 4.14 y su adyacente de longitud 4 no es una tinica secuencia
de longitud 6 sino dos secuencias simultdneas.

42.2 Sumadores con anticipacion del arrastre

Es la forma mdés extendida de disefiar sumadores de alta velocidad. Su principio bdsico consiste en
reducir el retardo producido por la propagacién de los arrastres de los SBC’s de menor peso a los de mayor
peso. La forma de hacerlo es generando la entrada de arrastre de la etapa i-€sima directamente a partir de los
bits de entrada a las etapas precedentes i - 1, i - 2, ...., 1, 0 en lugar de tener que esperar a que el arrastre se
propague a lo largo de dichas etapas (de ahi el nombre de anticipacion del arrastre).
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En la ecuacion (4.2) de la salida ¢, del arrastre de un SBC cuando se realiza a partir de dos SSB’s, se
pueden distinguir dos términos. El primero de ellos x; y; depende solamente de las entradas de la etapa i y

corresnonde al arrastre
COIT o1 arrast

orresponde al stre g

. (
enerado en dicha etapa (g,). El segundo de los térm

procedente de la etapa previa (c; ;) se propagard a la siguiente six; ® y,= 1y representa2 el arrastre propagado
por la etapa i (p;). Por tanto la suma s; y el arrastre ¢; de la etapa i se pueden expresar por las expresiones:
$i=pi®ciy ¢ =g+ PiCit (4.5)

Si se observa la realizacién del SBC a partir de dos SSB’s (ver Figura 4.8) se comprueba que el primer
SSB genera los términos g, y p;, por lo que se puede disefiar un SBC modificado que afiade a sus salidas estos
términos tal como se muestra en la Figura4.15.

s DALY T Vil
Yi X
SBC
I . <—
[ modificado i1
i & P

Figura 4.15: SBC modificado

De la ecuacién (4.5) se deduce que todos los bits de la suma se generan en paralelo si todas las entradas
de arrastre ¢, 5, ..., ¢, ¢.; estan disponibles de forma simultdnea. Si se aplica la ecuacién (4.5) recursivamente

se tiene:

Cy= 8o+ PoC.

CI =81 +PiCo=81 + P18+ P1PoC-1

Cr =8+ P20 = &2+ P281 + P2Pi&o + P2PiPoC-

Ci= & +Pi&. T PiPi-18i2 .-+ PiPicr---P180 + Pi Pi-1---PoC-
como puede apreciarse, cada término producto que aparece en c¢; es la conjuncién de generacién y
propagaciones de arrastres. Asf, en la etapa ¢, se produce un arrastre ¢; si:

1) Laetapailo genera(g;=1)

2. En algunos textos se utiliza en lugar de la funcién de propagacién del arrastre p; = x; @ y; la funcidn de transferencia del
arrastre ti = ,’Ci + V,
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2) Laetapai-k (k =1, 2,..., i) lo genera (g;,= 1) y las etapas desde i - k + 1 hasta i, lo propagan
Pisr1=1 o, p=1pi=1)
3) Hay un arrastre inicial (c_; = 1) y todas las etapas lo propagan (py=1, ... p, =1, pi=1)

En la Figura 4.16 se muestra un circuito combinacional que realiza las ecuaciones anteriores para el caso
de 4 bits. A este circuito se le denomina circuito de aceleracion de arrastres (CAA). El retardo para la
obtencién de los arrastres en este circuito es de sélo dos niveles de puertas 16gicas.

P3 23 2] 22 Pi gt Po 2o

Circuito de
aceleracion
de arrastres

CAA de 4 bits

Vil

C3 ¢ ¢ ©

Figura 4.16: Circuito de aceleracién de arrastres (CAA) de 4 bits

Si se combinan 4 médulos del tipo SBC modificado de la Figura 4.15 y el CAA de la Figura 4.16 se
obtiene un sumador con aceleracion de los arrastres (SAA) de 4 bits, tal como se muestra en la Figura 4.17.
Se puede establecer la siguiente relacion:

1 SAA de n bits = {n SBC’s modificados} + 1 CAA de n bits

A medida que aumenta €l nimero de bits del sumador va creciendo la complejidad del médulo CAA, por
lo que en la practica, para sumadores con un nimero elevado de bits no resulta viable la aplicacion estricta de
esta técnica. Una solucién a este problema consiste en encadenar m SAA’s de 4 bits con propagacion de los
arrastres (como el de la Figura 4.17) para formar sumadores de n = 4 x m bits. En la Figura 4.18 se muestra un
sumador de 16 bits construido con esta técnica.
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X3 ¥3 X2 Y2 X1 Y1 X0 Yo
SBC 2 SBC < SBC o SBC c
modificado modificado modificado modificado !
\L g3 |P3 \1/ & P2 \L &1 |P1 \l/ &0 |Po
S3 Sy 81 S0
C3 Circuito de aceleracion de los arrastres (CAA)

o
/

SAA
€3 &—x . je—— ¢4
de 4 bits

g

$

Figura 4.17: Sumador con aceleracion de los arrastres de 4 bits (SAA)

X15-12 Yis-12 X11-8 MRE X7.4 Y74 X3.0 ¥3.0
A Py A Pg
SAA C11 SAA C7 SAA €3 SAA ec"
(4 bits) (4 bits) (4 bits) (4 bits)
5§ 3 v 5
$15-12 $11-8 $7.4 83.0

Figura 4.18: Sumador de 16 bits construido con 4 SAA’s de 4 bits

Se observa que el SAA de mayor peso no puede dar su resultado mientras no conozca ¢, |, pero siempre
el retardo que se incurre en la propagacion de los arrastres es menor que si se dispone de 16 SBC’s en
cascada. A este tipo de sumadores se les conoce como sumadores con propagacion anticipada del arrastre.
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4.2.3 Sumadores de suma condicional

El principio en el que se fundamenta el sumador de suma condicional es generar dos conjuntos de salidas.
Cada conjunto incluye & bits de suma y un arrastre de salida. Uno de Ios conjuntos asume que eventualmente
el arrastre de entrada serd cero, mientras que el otro supone que serd uno. Una vez que se conozca el arrastre
de entrada, se necesita seleccionar solamente el conjunto correcto de salidas (uno de los dos conjuntos
calculados) sin tener que esperar a que el arrastre se propague a lo largo de las k posiciones. Obviamente no se
deberia aplicar esta idea a todos los n bits de los operandos al comienzo de la operacion de suma ya que
entonces se tendrfa que esperar hasta que el arrastre se propague a través de los n bits antes de que se pueda
hacer la seleccion. Se necesita por lo tanto dividir los »n bits dados en grupos mds pequeifios y aplicar la idea
anterior a cada uno de ellos por separado. De esta forma, se puede hacer en paralelo la propagacion del
arrastre dentro de cada uno de los grupos lo que reduce el tiempo total de ejecucién. Estos grupos se pueden
subdividir atun mds en subgrupos, para los que el tiempo de propagacién del arrastre es incluso més pequefio.
Las salidas de los subgrupos se combinan entonces para generar la salida de los grupos.

Una division natural de los # bits de los operandos seria en dos grupos de #/2 bits. Cada uno de estos
grupos se puede subdividir en dos subgrupos de n/4 bits. Este proceso puede, en principio, continuarse hasta
que se alcanza un grupo de tamaiio 1 si 7 €s una potencia de 2. En este caso se necesitan k = log,n pasos en el
proceso, donde en el paso 1 se consideran los bits de los operandos de forma individual, en el paso 2 se tratan
parejas de bits y asi sucesivamente. El sumador de suma condicional proporciona asi el resultado correcto de
la suma en un tiempo O(log,n). Conviene observar, sin embargo, que un grupo dado no tiene necesariamente
que dividirse en subgrupos de igual tamafio. Asi pues el esquema de suma condicional se puede aplicar
incluso si el mimero de bits no es una potencia de 2. Se ilustra a continuacién la forma en que los grupos de |
solo bit se combinan en parejas de bits. Se utiliza la siguiente notacién:

si0 = bitde suma en la posicion i, si el arrastre de entrada al grupo es 0
s = bit de suma en la posicidn i, si el arrastre de entrada al grupoes |
cio .1 = arrastre de salida del grupo, si el arrastre de entrada al grupo es 0
¢!, , = arrastre de salida del grupo, si el arrastre de entrada al grupo es

En la Tabla 4.7 se consideran dos posiciones de bits adyacentes. En el paso 1 cada una de las posiciones
constituye un grupo separado.

i 7 6
X, 1
¥ 0
Sio 1 0 Suponiendo que el arrastre de entrada = 0
0
Civ1 0
Sil 0 1 Suponiendo que el arrastre de entrada = 1
el 1 0

Tabla4.7: Paso 1 del algoritmo de suma condicional para dos posiciones de bits adyacentes
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En el paso 2, los dos bits se combinan en un grupo de tamafio 2 (ver Tabla 4.8)

ii-1 7,6

x>x 1 |l 10
Yis Yio1 00

S:) s Sio_ i 10 Suponiendo que el arrastre de entrada es 0
N1
v 0

1 1
5P S 11 Suponiendo que el arrastre de entrada es 1
N
el 0

Tabla 4.8: Paso 2 del algoritmo de suma condicional para una pareja de bits

En la Tabla 4.9 se muestra un ejemplo de suma condicional de dos niimeros de 8 bits. El proceso tiene
log,8 = 3 pasos. El arrastre forzado (que es igual a O en este ejemplo) estd disponible al comienzo de la

operacion, por lo que solo se necesita que se genere un conjunto de salidas para el grupo de mas a la derecha
en cada paso.

[ 706 |5 | 4] 3|2 1o

X, 1 0 | 1 1 0 I 1 0

y; 0| o0 I 0 1 I 0 1

s¥ 1 0| 0 1 1|0 1 1

0 0| 0|1 0| o I 0 {0
Paso | irl

s/ o {1 |1 lolo]| 1 ]o0

el 1 0|1 1 1 1 1

s9 I oo 110 o1 1
- h, 0 1 1 0

s 1 1 1 0| o 1

ol 0 ! !

59 1 1 o 1 {0 0 i 1
Paso 3 Cio"' ! ! l

s/ 1 1 1 0

¢l 0
Resultado 1 1 1 0 0 0 1 1

Tabla 4.9: Suma condicional de dos nimeros de 8 bits
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4.2.4 Sumadores con seleccidon del arrastre

El sumador con seleccion del arrastre se basa esencialmente en el mismo principio que el sumador de suma
condicional, es decir en la generacién de mas de un conjunto de bits de suma seguida por la seleccién de uno
de ellos de acuerdo con los arrastres determinados. En realidad, el sumador de suma condicional se puede
considerar como un caso especial del sumador con seleccion del arrastre. En el primero la formacién inicial
de los bits de suma ocurre con grupos de 1 bit y la seleccidn de los bits de suma que son correctos es a través
de un drbol en el que el tamaiio del grupo se duplica en cada paso. En el segundo la formacién inicial de los
bits de suma ocurre en grupos de m bits (m > 1) y el tamafio del grupo utilizado durante la seleccion del
arrastre puede aumentar por un factor mayor que dos.

En la Figura 4.19 se muestra un sencillo ejemplo de suma de dos nimeros de 8 bits que ilustra el
funcionamiento de los sumadores con seleccién del arrastre. El sumador de los 4 bits menos significativos
puede ser un SPA (sumador con propagacion del arrastre) o un SAA (sumador con anticipacién del arrastre).
Simultineamente los 4 bits mds significativos se suman una vez suponiendo que el arrastre de entradaes 1 y
otra que es 0. Cuando se conoce el arrastre de salida de los 4 bits menos significativos, se puede utilizar para
seleccionar mediante un multiplicador cudl de las dos secuencias calculadas es la correcta.

Y7 Y6 Y5 Ya X7 XeXs5 X4 Y7 Y6 Y5 Ya X7 XeXs X4 YaYaYi Yo X3X2XpXg
Sumador de 4 bits Sumador de 4 bits Sumador de 4 bits
e | 0
parte mds significativa parte mds significativa parte menos significativa
arrastre
’—\/ de salida
Multiplexor -
linea de selecciéon
arrastre J’E \l/ \L \L
de salida 87 s¢ 85 84 $3 89 81 S

Figura 4.19: Diagrama de bloques de un sumador con seleccion del arrastre de 8 bits

4,25 Sumadores con deteccidn de la finalizacion del arrastre

El sumador paralelo con propagacion del arrastre se basa en una concepcion sincrona (intervalo de suma
constante para cualquier configuracion de los operandos) que tiene en cuenta el caso mas desfavorable de la
propagacion del arrastre. Esto implica que el tiempo de operacién de la suma depende de forma lineal de n
(ndmero de bits de los sumandos).

Como un arrastre de mdxima longitud (es decir, que se genera en la primera etapa y se propaga por todas
las demads) no se da frecuentemente, en la mayorfa de los casos sucedera que se espera de forma indtil un
tiempo excesivo para ¢l cdlculo de la suma.
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Ya en 1946 Burks, Goldstine y von Neumann, en su trabajo cldsico sobre computadores con programa
almacenado, analizaron el problema de la propagacién del arrastre (usando niimeros de 40 bits generados
aleatoriamente), y demostraron que el “valor medio de la longitud maxima de propagacién del arrastre” en la
suma de dos nimeros binarios de » bits es del orden de log, n. Para n = 32 el valor medio serd < 5, mientras
que para n = 64 serd < 6. La relacién entre las longitudes de propagacién del arrastre para el caso mds
desfavorable y el valor medio de la longitud méxima viene expresada por:

Para n = 16 bits el retardo en un sumador con propagacion del arrastre es de 32 (2 por etapa), mientras
que en un sumador con deteccidn de fin de arrastre el retardo es en promedio de 8 (log, 16 = 4 etapas x 2
retardo/etapa). Esto supone que en media la realizacion de la suma es cuatro veces mas rdpida.

El disefio de esta clase de sumador se basa en incorporar dentro del mismo, una unidad que detecte
cuando ha terminado la operacién, y son por lo tanto de naturaleza asincrona (ya que no es necesario un
intervalo fijo para el tiempo de suma).

Ademds de los SBC’s hay que afiadir en cada etapa un circuito 16gico que detecta los finales de arrastre.
Cuando los sumadores individuales hayan acabado producirdn un arrastre a la siguiente etapa (c;) 0 un no
arrastre (nc;). La aparicién de un ¢; 0 un nc; indica que esa etapa ha funcionado y cuando sucede en todas,
sefiala la terminaci6n de la operacion. Al empezar la suma no existen ninguno de los dos arrastres (c; o nc)).

En laTabla 4.10 se dan las configuraciones que provocan la generacion de c; o nc; y las de propagacion de c;.

X; Y; ¢y ¢ ne; Arrastre
0 0 0 0 1 No se genera
0 0 1 0 1 20i =% Vi

0 1 0 0 0

0 1 1 1 1 Se propaga

1 0 0 0 0 | p=x9y

1 0 1 1 1

1 1 0 1 0 Se genera

1 1 1 1 0 Bli=Xi ¥

Tabla 4.10: Generacidn de ¢; y ng;
Para controlar el comienzo de la suma se afiade una sefial I de inhibicion. Tanto ¢; como nc; se inicializan
a cero haciendo I =0. Cuando I = 1 empieza la suma. Las expresiones 1égicas de las sefiales ¢; y #c; son:
G=Xi®y)ca+xyI=gl+pic, (4.6)
nci=(x; Dy)nc;; +X;y; [=goj I+ pjnci | Vi=0 4.7
yparai=0:
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Co=(Xg@yg) (e D+xpy0l (4.8)
ncy=(xg @ yp) (nc; D +X,y,1 4.9)

el primer término de ¢y y ncy incluyen /, para garantizar que antes de empezar, cuando / = 0, se cumpla que
¢;=nc; =0V i. En la Figura 4.20 se muestra el médulo de propagacion del arrastre (PA) que realiza la sintesis
de las ecuaciones (4.6) y (4.7).

X Yi
el = { il
G < M
T S
ne; <

/_ ,
L ne;.

I

Figura 4.20: Celda de propagacion del arrastre (PA)

Con el médulo PA se puede disefiar un sumador de n bits que detecta el fin del arrastre (ver Figura 4.21).
Lasefial FS indica el fin de 1a suma porque en todos los médulos c; 6 nc; son unos.

Xn-1 Yn-l X Y1 X0 Yo

v v V3

SBC SBC SBC

' Sn\lfl 541 SO\L

$n Xp-1 Yn-l X N X0 Yo
Ch-1 \L Cn_.g ““““““““ ¢y \Il | Cp \L \I/ c
ncy. | PA ncy. ney PA ncy PA n'c
""" -1
I

e e

Fs{z

Figura 4.21: Sumador de n-bits con detector de fin de suma FS
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Se genera un primer arrastre en la etapa i six; = y; =1, y se propaga hacia la izquierda pasando a través de

las etapas donde x; 10 6 01. Para evitar indicaciones erréneas deben darse simultineamente las dos
entradas al SUTador Cua 1do ha empezado la operacion no pueden admitirse cambios en las entradas

4.2.6 Sumadores que minimizan el nimero de arrastres

Cuando se suman dos nimeros de 64 bits en un SBAA, la secuencia de propagacién de arrastres mds
desfavorable es a través de las 64 etapas de que consta el sumador. Si los nimeros se expresan en base 4, en
lugar de hacerlo en base 2, tienen una longitud de 32 digitos, por lo que la suma aritmética efectuada en dicha
base también reduce la secuencia de arrastre mds desfavorable a una longitud de 32.

En general, si se representan los nimeros en base 2” tendrdn una longitud de 64/p digitos, y si la suma
aritmética se realiza en esa misma base la longitud de la secuencia de arrastre mas desfavorable serd de 64/p.
A pesar de la reduccion que se produce en el tamatio de la secuencia de propagacion de los arrastres a lo largo
del sumador, cuando se opera en sistemas de numeracién de base elevada, la circuiteria 16gica que se necesita
para efectuar la suma aritmética en estas bases, es mucho mds compleja que la empleada cuando se utiliza
base 2. Ademas, es dificil conseguir circuitos aritméticos tan rapidos como los binarios.

Por ejemplo, un sumador que acepta como entrada dos grupos de 4 bits (cada grupo representa un digito
en base 16), tiene 9 entradas (incluyendo un arrastre de entrada) y 5 salidas (4 de la suma y | del arrastre de
salida). No resulta viable realizar este circuito en dos niveles de puertas AND-OR ya que desde un punto de
vista prictico no se construyen este tipo de puertas con mds de 6 entradas.

Una forma mds atractiva de realizar la suma aritmética en bases superiores a 2 es utilizando una tabla de
consulta, esto es, se proporciona una tabla que almacena el valor de la suma y de los arrastres para todos los

posibles pares de sumandos. Si los operandos de entrada son nimeros de m bits, dicha tabla tendria 2" filas x
" columnas y 22 entradas con (m+1) bits/entrada (ver Tabla 4.11 para el caso de una base octal, m = 3).

08 = 0002 18 = 9012 2’8 = 0102 38 = 0112 48 = 1002 58 = 1012 68 = 1102 78 = 1112

=000, || 000000, | 000001, | 000010, | 000011, | 000100, | 000101, | 000110, | 000 111,

15=001, || 000001, | 000010, | 000011, | 000100, | 000101, | 000110, | 000111, | 001 000,

25=010, || 000010, | 000011, | 000100, | 00010, | 000110, | 000 111, | 001000, | 001001,

34=011, || 000011, | 000100, | 000 101, | 000110, | 000111, | 001000, | 001001, | 001010,

4g=100, || 000100, | 000101, | 000 110, | 000 111, | 001000, | 001001, | 001010, | 001011,

5=101, || 000101, | 000110, | 000111, | 001000, | 001001, | 001010, | 001011, | 001 100,

64=110, || 000110, | 000111, | 001000, | 001001, | 001010, | 001011, | 001100, | 001101,

7g=111, || 000 111, | 001000, | 001001, | 001010, | 001011, | 001100, | 001101, | 001 110,

Tabla 4.11;: Suma de 2 nimeros en base octal

Se necesita pues una memoria ROM de 22m palabras x (m + 1) bits (de la Tabla 4.11 no hay que
almacenar los dos bits m4s significativos ya que son siempre iguales a 0). Los 2 sumandos concatenados dan
la direccidn de memoria cuyo contenido es precisamente su suma (ver Figura 4.22 para el ejemplo anterior).
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Esta técnica de emplear una ROM como tabla de consulta en la sintesis de circuitos combinacionales,
encuentra mﬁltiples aplicaciones en otros médulos aritméticos tales como los sumadores con miltiples

erandos v los multinlicadores binarios gue se veran posteriormente

i u.u-,. LS ViLGLaUS yu vRiGi pOSIUIIVIICIRG.

=3
o
'~.

0 0000 Direccién 0
3 . . .
. X —“—3 Decodificador .
Digitos 7
octales 3 de 0111 Direccién 21
y—+—>] direcciones . "
63 1110 Direccién 63

Ejemplo x=010

101 = x+y=0111eselcontenido de la direccion xy=01010 1, =21,
y:

Figura 4.22: ROM de 64 palabras x 4 bits/palabra para sumar 2 digitos octales

4.2.7 Sumadores con arrastre almacenado

La suma de dos niimeros binarios de  bits x° ¢ y° se puede ver como un proceso iterativo en el que en cada
paso i las salidas que se producenx’ey’,i=1, 2, .... viene dada por:

X()=x"G@yG- j=0,1,..,n-1
y'()=x"'G)ANDy"'G-1)  j=0,1.,n-1
donde xi(j) e y'(j) indican el bit j de las salidas en la etapa i. Las dos ecuaciones anteriores representan la

funcién de un SSB que recibe como entrada el bit de suma del paso previo (xi‘l(j)) y el bit de arrastre del paso
previo desplazado un lugar a la izquierda (yi'l(j-l ). A continuacion, en un ejemplo con dos numeros de 5 bits

se muestra paso a paso el proceso iterativo de la suma de acnerdo con las expresiones anteriores.
01101 1%"sumando x"
00101 2° sumando y°
01000 12 suma parcial x'
00101 I*"arrastre parcial y!
01010 arrastre parcial desplazado
00010 2% suma parcial x°
01000 2° arrastre parcial y2
10000 arrastre parcial desplazado
10010 3% suma parcial x>

00000 3" arrastre parcial y° (todos ceros)
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En este punto finaliza la suma porque el arrastre parcial es 0 en todas las posiciones. El procedimiento se
puede mecanizar utilizando de forma repetida un grupo de SSB’s o mediante una bateria de sucesivos grupos
de SSB’s. En la Figura 4.23 se muestra un diagrama de bloques de esta solucion. Inicialmente los 2 registros
R,y R, contienen los nimeros x ¢ y. En los pasos siguientes, los contenidos de estos registros se sustituyen

por la suma parcial « yel arrastre parcial ¥ desplazado un lugar hacia la izquierda.

vi VvV v

Arrastre parcial Suma parcial
desplazado a la izquierda

Figura 4.23: Suma de 2 nGmeros con arrastre almacenado

Este circuito no resulta ttil, pues aunque emplea solamente n SSB’s, es mas lento que si se emplean n
SBC’s conectados directamente (ver Figura 4.10) debido al tiempo para las transferencias a los registros.

Cuando se tienen que sumar tres o mds operandos simultdneamente (por ejemplo en la multiplicacion)
utilizando sumadores con s6lo dos operandos, el tiempo que se emplea en la propagacién del arrastre debe
repetirse algunas veces. Si el nimero de operandos es &, entonces los arrastres tienen que propagarse (k - 1)
veces. Se han propuesto e implementado diferentes técnicas para la suma de operandos miltiples que
intentan reducir el retardo que impone la propagacion de los arrastres. Una de las mds utilizadas es la de los
sumadores con arrastre almacenado o sumadores CSA (Carry Save Adder). En esta clase de sumadores el
arrastre s6lo se propaga en el tltimo paso del proceso de suma, mientras que en los pasos anteriores se genera
de forma separada una suma parcial y una secuencia de arrastres. Asi, un CSA toma como entrada tres
operandos de n bits y genera como resultado dos secuencias de # bits cada una, la primera corresponde a la
suma parcial y la segunda a la secuencia de los arrastres. Un segundo CSA acepta estas dos secuencias
anteriores y otro operando de entrada y produce como salida una nueva suma parcial y una nueva secuencia
de los arrastres. Un CSA es por lo tanto capaz de reducir el nimero de operandos que se suman de 3 a 2 sin
utilizar ninguna propagacion de los arrastres.

Un CSA se puede implementar de diferentes maneras. En su forma mds simple, el elemento basico de un
CSA es el SBC (sumador binario completo) con tres entradas x, y y z. La operacidn aritmética que realiza se
puede describir como:

X+y+z=2c+s
donde s y ¢ son la suma y el arrastre respectivamente. Sus valores son:
C = (xX+y+2z)-5s

s=(x+y+z)mod?2 y >
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Las salidas son la representacion binaria del nimero de 17s que hay en las entradas. De esta forma se
puede considerar, tal como se muestra en la Figura 4.24, que un SBC es un contador C(3,2). El primer

. o g , . . . .
niimero indica el niimern de entradac v el ceonndo el niimern de calidac amnie eg nrecien ane tenoa ol madnla
numere 1nGica € NUMEre Ge enradas y € segunae € numerg GE sa.igas que €S precise que enga €: mocuie

para poder contar cuantos 17s hay presentes en sus entradas. Un CSA de n bits consiste en n C(3,2) que operan
en paralelo y que no poseen interconexiones entre sus arrastres de salida. Esta idea de los contadores se
puede generalizar a un C(n,m) donde m = rlogznw ([ x1representa el menor entero mayor o igual a x).

X y z
\J/ \J/ \I/ notacion de puntos

C@3,2) .
Lol -
c s

Figura 4.24: Diagrama de bloques y representacién de puntos de un SBC

En la Figura 4.25 se muestra un CSA para la suma de 4 operandos x, y, z y w de 4 bits cada uno. Los dos
niveles superiores son CSA’s de 4 bits, mientras que el tercer nivel es un sumador con propagacion de los
arrastres (SPA). Sin embargo este dltimo nivel, para acelerar el proceso de la suma, se puede sustituir por un
sumador con anticipacién de los arrastres (SAA) o cualquier otro esquema de sumador de alta velocidad que
se desee. Debe observarse que los bits de la suma parcial y los bits de los arrastres se interconectan de forma
tal que se garantiza que solo los bits con el mismo peso se suman por cualquiera de los contadores C(3,2).

peso 24 peso 2 peso 2? peso 2! peso 20
X3 ¥3 23 X292 2 1N 4 X0 Yo Zo
v -4 b ,
' 32 €3,2) C3,2) €3,2) | csA,
] |
W3 Wy W) W
i V74 Al Ay i/ Al vy Al Als AL Al A i
i AERS! C3,2) CE3,2) €32 | csa,
| |
I I
N I E R C3,2) C3.2) c3.2 | sea
| \t I |
S5 84 S3 ) 8 B

Figura4.25: Un sumador CSA para 4 operandos de 4 bits
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Para sumar los k operandos xj, x, ......, X; se necesitan (k - 2) unidades de CSA’s y un SAA. Silos CSA’s
se disponen en cascada como en la Figura 4.25, entonces el tiempo para sumar los k operandos es:

T = (k=2)1c9a +Tgpa
donde tgpy es el retardo de operacién de un SPA 'y t¢g el retardo de un CSA que es igual segiin lo visto al de
un SBC. El resultado final puede requerir una longitud de n + |_10g2k1 bits, ya que la suma de k operandos de n
bits cada uno puede ser tan grande como (2" - 1)k.

Una forma mejor de organizar los CSA’s y reducir el tiempo de operacién es emplear una estructura
arborescente denominada drbol de Wallace. Este tipo de organizacion se estudiard en la seccion 4-5 cuando
se consideren los multiplicadores de alta velocidad.

La Figura 4.26 muestra como utilizar solamente un nivel de CSA para sumar un conjunto de nimeros de
n bits. En primer lugar se aplican tres niimeros a las entradas x, y y z. La suma y el arrastre generado por estos
tres nimeros se realimentan a las entradas x ¢ y que se suman con ¢l cuarto nimero que se introduce en la
entrada z. Este proceso continta hasta que se suman todos los nimeros.

Xp-1Yn-120-1 X Y1 2y X0 Yo Zo

B T i I i e P e e -r------ .
I |
i I
I !
I s !
eyl e C(3,2) C3,2) CcsA |
I !
L - - -] —-—-F - — — — — = g = e e — e = = = = = _e.—) _m m em |- - - - _ - - - —_- - - - — H - — — 4

Sn Sn-1 Sn-2 52 S 80

D b}/ |--——-——--=-=-=-- D D D
Fa A FaN FaX aN
L] L] L] [ L

Reloj

Figura 4.26: Diagrama de bloques de un CSA de n bits y de un sélo nivel que suma un conjunto de niimeros
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Sumadores en cédigo BCD

Los sumadores que operan sobre nimeros decimales codificados en binario, como el cédigo BCD, son mas
complejos que los sumadores binarios. Los sumadores en cédigo BCD se pueden disefiar como si fueran
sumadores binarios, afladiéndoles unos circuitos de correccion que garanticen la correcta codificacion de los
resultados.

Si se suman dos digitos BCD en un sumador binario de 4 bits el resultado es correcto si es menor que 10.
El ejemplo siguiente muestra esta situacion:

x=0010
y=0110

c=0 s=1000 (correcto)

I n

@ s

0 oN o

Sin embargo, cuando la suma es mayor o igual que 10, no es correcta porque no representa a ningin
digito codificado en BCD y debe ser corregida. Es facil comprobar que la correccién consiste en afiadir el
digito BCD 6 al resultado anterior. El ejemplo que se da a continuacién corresponde a este caso.

x=7 x=0111
y=8 y=1000
c=l §=5 c=0 s=1111 (incorrecto)
+0110 (sumar 6)
c=1 8=0101 (correcto)
EnlaFi igura 4.27 se muestra el circnito aue realiza la suma de dos digitos codifi

En ur se mu el c oquer a la suma ig icados en BCD. Los dos
digitos BCD s se aplican al primer sumador binario de 4 bits. El sumador realizard la suma en binario y
producird un resultado comprendido entre 0 y 19 (=9 + 9 + 1 arrastre a la entrada del sumador). La salida de
este sumador se representa por k, zg, 24, 25 ¥ 21; k €s el arrastre del sumador y los subindices de z indican los

pesos 8, 4,2 y 1 que se asignan a los cuatro bits en el codigo BCD.
El circuito 16gico que detecta cudndo es necesario corregir el resultado (¢ = 1) se obtiene de la forma
siguiente:

a) Se requiere una correccion si hay un arrastre de salida en el primer sumador (k = 1). Esto sucede
cuando la suma de los dos digitos BCD es mayor que 15.

b) También se precisa correccion cuando la suma estd comprendida entre 10 y 15 (¢; = 1). Hay que
detectar las 6 configuraciones que van desde zg 74 2, z; = 10102 zg g4 2, 7, = 1111.
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f

Sumador binario de 4 bits

g 74 7y Z)

¢ arrastre de
salida <

correccion

R )

Sumador binario de 4 bits

Vi

Sg S4 8y 8

Figura 4.27: Sumador de dos digitos en c6digo BCD

arrastre de
entrada

El mapa de Karnaugh de la Figura 4.28 permite obtener la condicién l6gica (¢,) correspondiente.

2%y

zgzg\_ 00 01 11 10

00

01

1)1 1 1] 1

10 1 1

Ci=Zg24+2g7y

Figura 4.28: Correccionen lasuma BCD

Teniendo en cuenta a) y b) se puede expresar la condicién de correccién por la siguiente funcion

booleana:

C:k+01=k+ZSZ4+ZSZ2

Cuando ¢ = 1, es necesario afiadir 6,,= 0110, a la suma producida por el primer sumador y proporcionar
un arrastre de salida para la siguiente etapa de digitos BCD. El segundo sumador binario de 4 bits corrige el
resultado afiadiendo 6 cuando ¢ = 1. Debe observarse que cuando ¢ = 0, el segundo sumador no corrige el

resultado dado por el primero, ya que lo que se le suma es cero.
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43.1 Organizacidn de los sumadores en cédigo BCD

La suma de dos numeros de » digitos decimales codificados en BCD, se puede hacer de tres formas:

a) Sumador paralelo
Contiene n sumadores BCD como el descrito en la Figura 4.27. El arrastre de salida de cada
sumador, se conecta al arrastre de entrada del siguiente sumador (ver Figura 4.29). La suma se
genera en paralelo, independientemente de la longitud de los operandos.
Para conseguir retardos pequefios en la propagacion de los arrastres, de la misma forma que se vid
al estudiar los sumadores binarios, los sumadores BCD’s pueden incluir la 1égica necesaria que
permita la anticipacion del arrastre.

WILUTL Wbl J
\l(/) 1 OJZ)l J'Z)\(l)/oi()l/ 0 \ILO\LI\L

Figura 4.29: Sumador BCD paralelo

b) Sumador digito-serie, bit-paralelo

En esta organizacion los digitos se aplican de forma serie a un tinico sumador BCD, aunque los
bits de cada digito codificado se transfieren en paralelo (ver Figura 4.30).

Sumando
8 3

10} 0 5
0]10]1 0
o] 11]1
0

Suma

1{o Sumador 0
BCD 1

0
0

11011

5 6 9
Sumando

Arrastre

Figura 4.30: Sumador BCD digito-serie, bit-paralelo
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La suma se genera desplazando los niimeros decimales, de uno en uno, a través del sumador BCD.
Si son n los digitos BCD’s, se necesitardn n pasos para completar la operacién de suma.
¢y Sumador digito-serie, bit-serie

Es la estructura de menor coste aunque también es la mas lenta. En este caso, los bits se desplazan
de uno en uno a través de un SBC (ver Figura 4.31). La suma binaria que se forma después de
cuatro desplazamientos, hay que corregirla para obtener un digito vélido en c6digo BCD.

Esta correccion, como ya se indicd, consiste en comprobar la suma binaria y si es mayor o igual
a 10, sumar 6 y generar un arrastre para el siguiente par de digitos.

[1000[oo11fo11o— N Suma
SBC I |
lototfor11o[1o001f—
Conecciénl

Arrastre

Figura 4.31: Sumador BCD digito-serie, bit-serie

4.3.2 Restadoren cédigo BCD

La resta de dos niimeros decimales codificados en BCD se puede realizar utilizando un circuito restador en
codigo BCD, que aunque similar en su filosofia al sumador estudiado, es diferente. Una alternativa mds
econdmica consiste en formar el complemento a 9 6 10 del sustraendo y sumarlo al minuendo (de manera
similar al caso binario en el que se utilizaba el complementoa 1 6 a2).

Como el cédigo BCD no es un cddigo autocomplementario, el complemento a 9 de un digito no se
obtiene complementando cada bit del cddigo, se genera mediante un circuito que resta cada digito BCD de 9.
Esto se consigue complementando 1os bits en la representacién codificada del digito, a condicién de que se
incluya la correccién necesaria. Existen dos métodos para efectuar la correccion.

1) En el primer método, se suma el nimero 10 (1010) a cada digito BCD complementado y no se
considera el arrastre después de cada suma. En efecto, complementar cada bit de un nimero
binario N de 4 bits es idéntico a restarlo del nimero 15 (1111). Si a continuacion se le suma 10 se
obtiene: 15- N+ 10 =9 - N +16. Pero 16 representa el arrastre de salida que no se considera.

2) En el segundo método, se suma el niimero 6 (0110) a cada digito BCD antes de complementarlo,
es decir: 15 - (N +6) =9 - N, que es el complemento a 9 de V.
También se puede obtener ¢l complemento a 9 de un digito BCD mediante un circuito combinacional
que dispone de una sefial de control M. La entrada a este circuito yg, ¥4 y, € ¥y, €s el digito del sustraendo (o
del segundo sumando) y su salida Yy, Y, ¥, e ¥}, esigual a la entrada cuando M = 0, e igual al complemento a

9 de la entrada cuando M = 1. Las ecuaciones ldgicas del circuito combinacional “complementador a 9” son
las siguientes (ver problema 15);
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Y =y M +§;M

Y2=Y2

Yi=ysM +(34y2+y4 Y M (4.10)
Ys=ysM + V3, ¥,M

De estas ecuaciones se observa que ¥ = y cuando M = 0. Si M = 1, las salidas de Y generan el
complemento a 9 de y. Cuando se conecta este circuito a un sumador BCD, el resultado es una unidad
aritmética decimal que suma o resta dos digitos BCD (ver Figura 4.32). La operacién de suma/resta estd
controlada por la sefial M:

si M=0 = S=x+y
si M=1 = s=x+C9y)

donde C9(y) representa el complemento a 9 de y. Para niimeros con n digitos decimales se necesitaran n
mddulos sumadores/restadores. El arrastre de salida c¢; , ; de una etapa, debe conectarse al arrastre de entrada
¢; de la etapa de orden superior.

La mejor forma de realizar la resta de dos niimeros decimales es la siguiente:
a) HacerM =1
b) Hacer c; =1 (¢ es el arrastre de entrada de la primera etapa)
si se cumplen estas condiciones, la salida del circuito sera:
s=x+CI10(y) < s=X-y

si no se considera el arrastre de salida de la dltima etapa.

¥8 Y4 Y2 V1

UL

Complementador
a9

<— M

Xg Xg4 Xp Xj

T 4L

Citl €4
Sumador BCD P
Sg S4 Sy S|

Figura 4.32: Sumador-restador de 2 digitos en BCD



212 Estructura y Tecnologia de Computadores

La multiplicacion es una operaciéon compleja en comparacion con la suma y la resta. Hay una gran variedad
de algoritmos que permiten realizarla. El objetivo de esta seccidn es presentar los métodos mas usuales,
indicando sus ventajas e inconvenientes. Se comienza con la forma mas simple de multiplicar dos niimeros
binarios sin signo (no negativos), es el procedimiento de multiplicacién cldsico de “lapiz y papel”. Este
método es muy ineficaz desde el punto de vista de velocidad de célculo y coste del multiplicador, por lo que
se propone una variante del mismo que evita alguno de sus problemas. Finalmente, para el caso de mimeros
con signo en complemento a 2 se presenta el algoritmo de Booth, que es el més clésico y el que ha dado lugar
a un mayor nimero de generalizaciones.

4.41 Multiplicacion de “lapiz y papel” de numeros sin signo

La Figura 4.33 muestra un ejemplo de multiplicacién de dos niimeros enteros binarios sin signo de 4 bits, tal
como se efectia utilizando el algoritmo clésico de la escuela de “14piz y papel” (también se le conoce como
algoritmo de “suma y desplazamiento’). M representa el multiplicando y m el multiplicador.

M= I 0 0 1 Multiplicando (9)
m = 1 0 1 1 Multiplicador (11)
10 0 1
10 0 1
Productos parciales
0 0 0 0
1 0 0 1
1 1 0 0 0 1 1 Producto (99)

Figura 4.33: Multiplicacién de dos niimeros binarios sin signo

De este ejemplo se pueden hacer algunas consideraciones importantes:

1) La multiplicacién genera 4 productos parciales p;, uno por cada digito del multiplicador. Estos
productos parciales se suman después para obtener el producto final P.

2) Los productos parciales se definen facilmente. Cuando el bit del multiplicador es 0, el producto
parcial es (. Cuando el multiplicador es 1, el producto parcial es el multiplicando:

pi=Mxmy;

3) Cada producto parcial sucesivo se desplaza una posicion a la izquierda en relacién con el producto
parcial precedente. El producto final P se obtiene sumando los productos parciales.
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n-1 n-1 )
P = Zpk = MZmi21~= Mxm
i=0 i=0

4) La multiplicacién de dos niimeros enteros binarios de » bits tiene una longitud de 2n bits,

En una version estrictamente combinacional del algoritmo de lapiz y papel, los productos parciales se
forman simultdneamente y se suman de forma concurrente. Cada bit del producto parcial p; = m; M; se genera
en una puerta AND que tiene como entradas un bit del multiplicador (m;) y un bit del multiplicando (M)) (ver
Figura 4.34).

M; M; M; M,

m3 mj m; Mg

Po3 Po2 Por Poo
mi N
: P13 P12 P11 Pio M. ___}pij
a) J

P23 P22 P21 P20

P33 P32 P31 P3o

P, P, Ps P, Py Py Py P

Pi3 Po3 Po2 Poi Poo
P12 P11 A po |
4 [
b) P23 P22 P21 P20 —I
]
P33 P32 P31 P30 ——l
\I/ \L
P7 Pﬁ PS P4 P3 P2 P] P()

A A=x Pij = ¥i
¢) B Py D <& BEtie SBC <—— D=g

C C= Si

Figura 4.34: Multiplicador combinacional de 4 x 4 bits compuesto por 12 SBC’s
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La generacion de los n productos parciales (p;) y su suma para formar el producto final (P), se realizaen

una red de n(n -1) SBC’s (12 para n = 4), tal como se muestra en la Figura 4.34. La estructura del
multiplicador corresponde al algoritmo de suma y desplazamiento que se acaba de ver, porque cuando un bit
del multiplicador vale O resulta un producto parcial de cero, y cuando vale 1 hace que el producto parcial sea
el valor del multiplicando. El desplazamiento viene dado por la forma de interconectar los SBC’s.

La velocidad de este multiplicador combinacional estd determinada por el retardo en la propagacién de
los arrastres, es decir, el retardo desde py, hasta p;3 y desde p;3 hasta P;. Este camino estd constituido por

2n-2 = 6 etapas, cada una con el retardo propio de un SBC (se supone un retardo de 4 para cada SBC), lo que
da un retardo de 24 al que hay que sumarle un retardo adicional correspondiente a la matriz AND de los bits

" Aara act i reta n tota gariAn A ~NQ arencteac Aa

Ca Al H s | ) I B P al o X~
[}U S 1) ootiene asi un retarao totai en ia Propdgacluil U 105 diTaduts Uc £0.

442 Mejoras en el algoritmo de “lapiz y papel”

Si se analiza criticamente el algoritmo anterior se observa que hay algunas cosas que se pueden modificar
para conseguir una multiplicacién més eficaz. En concreto se consideran las siguientes:

1) Se puede realizar la suma de los productos parciales tan pronto como se producen, en lugar de tener
que esperar hasta el final. Esto elimina la necesidad de almacenar todos los productos parciales y
en consecuencia se necesitan menos registros intermedios.

2) Se puede ahorrar tiempo en la generacién de los productos parciales. Para cada 1 en el
multiplicador se requieren las operaciones de suma y desplazamiento; pero para cada 0 sélo es
necesario el desplazamiento.

La Figura 4.35 muestra el esquema de un muitiplicador que tiene en cuenta estas modificaciones. El
multiplicador y el multiplicando se cargan en dos registros de n bits (m y M). Se necesita un tercer registro A
de n bits (registro acumulador) que inicialmente se carga a 0. Hay un registro C de 1 bit (registro de rebose)
que se inicializa a O y que almacenard un posible bit de arrastre c, que resulta de la suma. La operacién del
multiplicador se realiza de 1a forma siguiente:

a) La unidad de control, lee los bits del mutiplicador uno a uno.

b) Simy es 1, el multiplicando M se suma con el contenido del registro A y el resultado de la suma
se almacena en A.

¢) Todos los bits de los registros C, A y m se desplazan simultdneamente 1 bit a la derecha, de la
forma siguiente: 0 - C,C > A, 1, A, 2> A9, ... Ag = M, ..., Wy —> Mgy M, s€ pierde.

d) Simyes 0, no se realiza la suma, sélo el desplazamiento.

e) Estas operaciones se repiten para cada bit del multiplicador m original. El producto resultante P,
de 2 bits, estard contenido al final de este proceso en los registros A y m.

Esta forma de realizar el producto se puede expresar matematicamente como sigue:
Po=0
P =21 (p;+2"Mxm)i=0.....,n-1 (4.11)



4-4 Multiplicadores binarios

DD\L DDJ/ Acumulador DD \L Multiplicador
0— ¢ o An cesene Ag my . | eeeess m
Rebose = ¢, n

S .

Sumador binario — Unidad
< DD de
de n bits S ¢ contol
n n
S = Sumar

Multiplicando o 0 DD = Desplazar a derechas

Figura 4.35: Esquema de un multiplicador que mejora el algoritmo de “lapiz y papel”
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Se observa que cada paso consiste en la multiplicacién de M por un bit m; del multiplicador para formar

Mm,, seguido por una suma de dos operandos y por el desplazamiento de un bit a la derecha (2°1). El factor 2"
que multiplica a M x m; indica que el multiplicando M se tiene que alinear con la mitad mas significativa del
producto parcial que se encuentra almacenada en el registro A.

Este tipo de recurrencia, que utiliza desplazamientos a derecha en lugar de los desplazamientos a
izquierda del algoritmo de “lapiz y papel”, permite que la multiplicacién pueda progresar desde el bit menos
significativo del multiplicador mientras que el multiplicando retiene la misma posicién en relacién con el
sumador. Esto se ilustra en la Figura 4.36 con el mismo ejemplo numérico que el empleado en el algoritmo de

“lapiz y papel”.

A
0000

1001
0100

1101
0110

0011

1100
0110

oo © oo oo o 0O

m
1011

1011
1101

1101
1110

0111

0111
0011

Valores iniciales

S

1% ciclo
DD
S
DD 2° ciclo

DD 3%ciclo

S
DD

4° ciclo

(Producto en A, m)

Figura 4.36: Ejemplo numérico del algoritmo de *“lapiz y papel mejorado” (M contiene 1001)

En la Figura 4.37 se da un diagrama de flujo de la multiplicacién de ndmeros binarios sin signo
utilizando este algoritmo. Se ha utilizado la notacién || para definir un registro compuesto constituido a partir
de otros registros. Asi por ejemplo C || A ||m representa un tnico registro obtenido al combinar en ese orden
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los registros C, A v m (el bit mds significativo estd en C y el menos significativo a la derecha de m). El
simbolo >> especifica un desplazamiento del dato hacia la derecha, indicindose a la derecha del simbolo el
numero de bits de desplazamiento. Al sumar el contenido de los registros A y M se puede producir un arrastre
en la operacion que se representa por ¢,,. P es un contador que controla el nimero de iteraciones del bucle.

M < Muitiplicando
m < Multiplicador
A0
C<o0

Dé—n 1
>t oik-1

no

si

ACA+M

C<c

co.cliallm<cllallm>>1
P<P-1

no si

Fin Producto en A ||m

Figura 4.37: Diagrama de flujo de la multiplicaci6én de niimeros binarios sin signo

4.43 Multiplicacion en compiemento a 2: Algoritmo de Booth

Se ha visto ya que la suma y la resta se pueden realizar, en €l caso de numeros con signo representados en
complemento a 2, de la misma forma que si fuesen niimeros sin signo. Considérese la siguiente suma:

1011
+0010

1101

si estos dos nimeros se consideran sin signo, se estd sumando 11,y = 1011, con 2,5 = 0010, para obtener
13,0 = 1101,. Si los ndmeros estén representados en complemento a 2, lo que se suma es -5, = 1011, y
2,0="0010, y da como resultado -3,,= 1101,. Desafortunadamente, este esquema tan sencillo no va bien con
la multiplicacién. Para verlo considérese otra vez la Figura 4.33 en la que se multiplica 9,y = 1001, por
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11,4 =1011, y da como resultado 99,, = 110001 1,. Si se interpretan estos niimeros en complemento a 2, se
tiene -7 % -519 =-29,9 (1001, x 1011, = 110001 1,). Este ejemplo demuestra que la multiplicacién realizada
directamente produce resultados erréneos si el multiplicando y el multiplicador son niimeros negativos. De

hecho, tampoco se obtiene el resultado correcto si sélo uno de los dos es negativo. Para explicar esto
conviene recordar como se puede expresar un niimero binario como una suma de potencias de 2. Asi

1011 =1x23+0x2%2+1x2 4 1x20=23 421420

Mis atin, la multiplicacién de un nimero binario por 2" se efectiia desplazando ese nimero # bits a la
izquierda. Teniendo esto en cuenta, en la Figura 4.38 se reconstruye la Figura 4.33 para hacer explicita la
generacion de los productos parciales en la multiplicacién. La tnica diferencia en la Figura 4.38 es que se
pone de manifiesto, que los productos parciales deben considerarse como nimeros de 2# bits que se generan
a partir de un multiplicando de 7 bits.

M= 1001
m= 1011
00001001 1001 x1x2°
00010010 1001 x1x2!
00000000 1001 x0x 22
01001000 1001x1x23
01100011

Figura 4.38: La multiplicacién de 2 enteros de 4 bits sin signo da un resultado de 8 bits

Asf, si el multiplicando de 4 bits 1001 (considerado como un entero sin signo) se almacena en una

palabra de 8 bits como 00001001, cada producto parcial (salvo el que corresponde a 2%) consiste en este
nimero desplazado a la izquierda con las posiciones no ocupadas a su derecha rellenas con ceros (por
ejemplo, un desplazamiento de dos lugares a la izquierda da 00100100).

Se puede ver ahora que la multiplicacién realizada de forma directa no funciona si el multiplicando es
negativo. El problema es, que cada contribucién del multiplicando negativo como un producto parcial debe
ser un nuimero negativo en un campo de 2n bits; los bits de signo de los productos parciales tienen que estar
alineados. Esto puede observarse en la Figura 4.39a que muestra la multiplicacién de 1001 por 0101. Si estos
niimeros se tratan como enteros sin signo, la multiplicacién de 9 x 5 = 45 se obtiene correctamente. Sin
embargo, si 1001 se interpreta como el nimero -7 en complemento a 2, entonces cada producto parcial debe
ser un niimero negativo en complemento a 2 tal como se muestra en la Figura 4.39b. En este caso el resultado
correcto se consigue rellenando cada producto parcial a su izquierda con unos.

1001 9) 1001 -7
x 0101 ) x 0101 o)
00001001 (1001)><20 11111001 (—7))(20:(—7)
00100100 (1001) x 22 11100100 (-7) x 22 =(-28)
00101101 45 11011101 (-35)
(a) Enteros sin signo (b) Enteros en complemento a 2

Figura 4.39: Comparacién de la multiplicacién de enteros sin signo y en complemento a 2
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Si el multiplicador es negativo el resultado de la multiplicacién tampoco es correcto. La razon es que los

bits del multiplicador no se corresponden ya con los desplazamientos o multiplicaciones que hay que
realizar. Por ejemplo:

S5=1011=-0x22+1x22+0x2' 4 1x20)=22.20

por lo que el multiplicador no se puede utilizar directamente de la forma que se ha descrito. Para superar este
problema se tienen varias alternativas.

La mas directa serfa convertir a nimeros positivos tanto el multiplicando como el multiplicador, realizar
la multiplicacion y formar el complemento a 2 del resultado si y sélo si difieren los signos de los dos nimeros
originales. A pesar de la sencillez conceptual de este método, es mejor utilizar otras t€cnicas que no necesitan
el paso final de complementar a 2 el resultado. Uno de los métodos mds utilizado es el algoritmo de Booth,
que también tiene la ventaja de acelerar la multiplicacién como se vera a continuacién. En la Figura 4.40 se
da un diagrama de flujo del algoritmo de Booth. Merecen destacarse las siguientes consideraciones:

M ¢ Multiplicando

m < multiplicador

A0
m_ <0
P<n-1
=]0 =01
mom_l
ACA-M =1l | A“A+M

AL CALLA lmllm, < Allmllm, >>1

P<P-1

no

Producio en A |l m

Figura 4.40: Diagrama de flujo del algoritmo de Booth

a) El multiplicando y el multiplicador se almacenan en los registros M y m respectivamente.

b) Hay un registro de 1 bit que se coloca a la derecha del bit menos significativo (my) del registro m.
Se representan por #_; y su utilidad se explica posteriormente.
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¢) El resultado de la multiplicacion se obtiene en los registros A y m. Los registros A, my m_| se
inicializan a 0.

d) La unidad de control del multiplicador examina uno a uno los bits del registro m. Sin embargo, en
el algoritmo de Booth cuando se examina cada bit, se comprueba también el bit que esta a su
derecha.

e) Silos dos bits son iguales (1-1 6 0-0), todos los bits de los registros A, m y m_, se desplazan un bit
a la derecha.

f) Si los dos bits difieren, el multiplicando se suma o se resta del registro A, segin que los dos bits
sean 0-1 6 1-0 respectivamente.

g) El desplazamiento se produce siempre después de la suma o la resta. En cualquiera de los casos,
el desplazamiento a derecha es tal que el bit més significativo de A, es decir A,,_;, permanece en
A,y se desplaza a A, ,. Esto se necesita para preservar el signo del nimero en A y en m. Este
desplazamiento se conoce como desplazamiento aritmético, ya que conserva el bit de signo (las
operaciones de desplazamiento se veran en la seccién 4-9).

En la Figura 4.41 se muestra la secuencia de pasos del algoritmo de Booth para multiplicar 6 por 3.

A m m.q
0000 0011 0 Valores iniciales
1010 0011 0 AeA-M o
1101 0001 | Desplazar 1% ciclo
1110 1000 1 Desplazar 2° ciclo
0100 1000 1 AcA+M
0010 0100 0 Desplazar 3% ciclo
0001 0010 0 Desplazar 4°ciclo  (Producto en A ||m)

Figura 4.41: Ejemplo del algoritmo de Booth (M contiene 0110)

En la Figura 4.42a se representa la misma operacion de forma mds compacta. El resto de la Figura 4.42
muestra otros ejemplos del algoritmo que, como se puede ver, funciona correctamente con cualquier
combinacién de nimeros positivos y negativos. Es de destacar la eficacia del algoritmo de Booth, ya que
ahorra las sumas cuando hay bloques de 1°s 6 0’s, con un promedio de una suma o resta por bloque.

A continuacion se justifica por qué funciona correctamente el algoritmo de Booth. En primer lugar se
considera el caso en que el multiplicador m es positivo. En particular, se supone que m consiste en una
secuencia de 1’s rodeada por 0’s, por ejemplo 00111100. Como se sabe, la multiplicacién se puede realizar
sumando copias del multiplicando M desplazadas adecuadamente:

M x (00111100) =M x (27 +2% +23+2%)
Mx32+16+8+4)=Mx60
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0110 0110

X 0011(0) X 1101(0)
11111010 1-0 11111010 1-0
(a) (6)x(3)=(18) 0000000 1-1 (b) (6)x(-3)=(-18) 0000110 0-1
000110 0-1 111010 1-0
00010010 (18) 11101110 (-18)

1010 1010

x 0011 x 1101(0)
000001190 1-0 00000110 1-0
(¢) (-6)x(3)=(-18) 0000000 1-1 @ (6)x(-3)=(18) 1111010 0-1
111010 0-1 000110 1-0
11101110 (-18) 00010010 (18)

Figura 4.42: Diferentes ejemplos del algoritmo de Booth

el nimero de estas operaciones se puede reducir a dos si se observa que:

242y 42k gl _pik (4.12)
teniendo esto en cuenta, el resultado anterior se puede expresar como:

M x (00111100) =M x (20 -22) =M x (64 - 4) = M x 60

En el ejemplo se ve que el producto se puede generar mediante una suma y una resta del multiplicando.
El esquema se generaliza sin ninguna dificultad a cualquier niimero de secuencias de 1’s en el multiplicador,
incluyendo el caso de un tinico 1 que se trata tambi€n como una secuencia. Asi

M x (01110010) =M x (27 +20+ 25 + 21y =M x (28 - 2% + 22 - 21)

El algoritmo de Booth realiza precisamente este esquema, efectuando una resta cuando se encuentra el
primer 1 de una secuencia (1-0) y una suma al detectar el final de la secuencia (0-1). Para demostrar que este
mismo principio funciona cuando el multiplicador es negativo, se necesita observar lo siguiente: sea X un
nimero negativo representado en complemento a 2, es decir:

Representacionde X = {1 x,,,X,.3....X; Xg}
el valor de X se puede expresar como sigue:
X=2" 4 x 5 x2™2 4 x x 2!+ xyx 20 (4.13)
Como X es negativo, su bit mis significativo es 1. Sin pérdida de generalidad se supone que el 0 mas ala
izquierda en X estd en la posicion k-€sima. Asi X es de la forma:
Representacionde X ={11.... 10 x,_; Xy 5 ....X; Xg} 4.14)
su valor sera:

X=-2m1gom 2y okl x 2kl p px x20 (4.15)
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teniendo en cuenta la ecuacién (4.12), se puede ver que
2n-2 + 211—3 + + 2k+1 - Zn—l _ 2k+1

reordenando los términos de esta tltima expresion:

20T 2 4003y 42k ookt (4.16)
sustituyendo la ecuacién (4.16) en la ecuacién (4.15), se obtiene:
X= -2 g x 28 44 xgx 20 (4.17)

Si se tiene en cuenta el algoritmo de Booth y la representacion de X (ecuacion (4.14)), es evidente que
todos los bits de X hasta el 0 que estd mds a la izquierda se manejan adecuadamente, puesto que producen

todos los términos en la ecuacion (4.17) salvo (-2¢*1) y estan asi en la forma apropiada. Corresponde pues al
primer caso visto de multiplicador positivo, si se considera el niimero hasta el 0 mas a la izquierda como un
nimero positivo. Cuando el algoritmo de Booth examina los bits que estdn mas a la izquierda del O de la

posicién k-€sima, y encuentra el siguiente 1 (2k+1), ocurre una transicion 1-0 y tiene lugar una resta -2k,
Este es precisamente el término que quedaba en la ecuacion (4.17).

SR
444 Ejemplo: Algoritmo de Booth
Se considera la multiplicacién de Mx(-6). En la representacién complemento a 2 y utilizando una

longitud de palabra de 8 bits, -6,5=11111010,. De la ecuacién (4.13) se sabe que:
6=-27+20423 424423 42!

por lo que
Mx(11111010) =M x (-27 +20+ 25 + 2%+ 23 4 21y

utilizando la ecuacién (4.17) hasta el primer O més a la izquierda, la expresion anterior se puede expresar
como:

Mx(11111010)=M x (-23+21
Finalmente, siguiendo la misma linea de razonamiento con el segundo {) se obtiene:
M x(11111010) =M x (-23 +22-21)

Se puede ver que el algoritmo de Booth se adectia a este esquema. Realiza una resta cuando se encuentra
el primer 1 (transicion 1-0), una suma cuando detecta una transicion 0-1 y finalmente otra resta cuando ve el
primer 1 de la siguiente secuencia de 1’s. De esta forma el algoritmo de Booth efectiia menos sumas y restas
que si se hubiese utilizado un algoritmo directo.
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ores de aita veiocidad

En esta seccién se analizan dos métodos basicos para acelerar 1la multiplicacién. El primero genera miés
rdpidamente la suma de los productos parciales utilizando sumadores del tipo de arrastre almacenado y una
estructura de interconexién denominada “arbol de Wallace”. El segundo reduce el nimero de productos
parciales empleando un algoritmo de Booth modificado.

4.5.1 Suma rapida de los productos parciales

El elevado retardo en el multiplicador combinacional de la Figura 4.34 se debe a la propagacion del arrastre a
lo largo de todas las etapas. Este retardo se puede reducir casi a la mitad haciendo un cambio sencillo en la
estructura de interconexion de los arrastres de los SBC’s (que se indica en la Figura 4.34 por la linea
discontinua).

En lugar de esperar a que el arrastre se propague a lo largo de todos los SBC’s que se encuentran en su
misma fila a su izquierda, se suma a la entrada de arrastre del SBC que estd localizado en la fila de debajoya
su izquierda. De esta forma se aplaza la suma de los arrastres. El principio de posponer la suma de los
arrastres se puede extender a todas las etapas del sumador excepto a la dltima. Los arrastres que se obtienen
forman un operando de n bits, que se afiade a la suma parcial de la tiltima etapa en un sumador rapido dotado
con aceleracion de arrastre.

Esta técnica también permite utilizar una tercera entrada en cada uno de los SBC’s de la etapa superior
(primera fila), de manera que los tres primeros productos parciales se pueden sumar en la primera etapa.
Dicha modificacién reduce ¢l nimero de etapas del sumador de n-1 a #n-2. El esquema de esta estructura para
n =4 se muestra en la Figura 4.43. Se observa que corresponde al tipo de sumadores con arrastre almacenado

o sumadores CSA que se estudiaron anteriormente en el anartado4.2.7
que s¢ estudiaron anteriormente er P t.2.1

ARGV TS a3y w! i ~ 1 Ci qpaiwaud

Utilizando un arbol de Wallace se puede aumentar atin mas la velocidad del multiplicador. El arbol de
Wallace es una interconexion de SBC’s con arrastre almacenado que reduce n productos parciales a dos
operandos. A estos sumadores se les denomina por su acrénimo en inglés: CSA ( Carry Save Adder- sumador
de arrastre almacenado).

El principio del drbol de Wallace es utilizar un CSA para reducir tres bits de igual peso a dos bits, uno de
suma y otro de arrastre. En una multiplicacion de » x n se generan n productos parciales que se pueden
considerar como columnas adyacentes de bits con igual peso.

La altura mdxima de una columna es n bits que se divide en grupos de tres bits. Estos grupos se pueden
reducir simultaneamente a dos bits, lo que resulta en una nueva columna con una altura de (2/3)x bits. La
nueva columna generada se particiona otra vez en grupos de tres bits, y el proceso se repite hasta que la altura
de la columna final es de dos bits.
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Po3 Po2
P13 Pi2 P11 Pol
P22 P21 P20 Pio Pon
P23
P33 P32 P31 P30
SBAA de 4 bits
P, Pe Ps Py P; P, P, P,

Figura 4.43: Multiplicador de 4 x 4 bits compuesto por CSA’s y un SBAA de 4 bits

Para visualizar la interconexi6n del drbol de Wallace, en la Figura 4.44 se da una representacion de
puntos de un multiplicador de 8 x §.

Multiplicando . T
Multiplicador ——3 s s v 4 e s s e

g I T S

productos I T T
parciales e e e
. . . L] . . L] .
. . * . . L] . o
. . . L] L ] L] L] .
L3
o e e
Redisposicion )
de los 8
e v e e e e
productos
parciales L
O
. . . L] . L] . * . . . L] .

Figura 4.44: Representacién de puntos de un multiplicador de 8 x 8 bits
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En la Figura 4.45 se muestra una reduccién del 4rbol de Wallace. Son necesarios 4 niveles de CSA’s
para reducir los 8 productos parciales a 2 operandos (2 niveles menos que si se hubiese utilizado el esquema
de la Figura 4.43). El retardo de propagacién del multiplicador de la Figura 4.45 es de 23 y se compone de los
siguientes elementos:

1) Un retardo de 1 para generar los productos parciales.
2) Un retardo de 16 producido por 4 niveles de CSA’s.

3) Un retardo de 6 producido en un sumador con anticipacion de arrastres de 2 niveles.

En general para un arbol de Wallace el nimero de niveles de CSA’s necesarios para reducir los »

P Taa o s A

PG NP sa 3 PPt PR,
pl'UdUULUS parciaics d 2 VICIIC UalO puI.

K = |logon—1 (4.18)
log,3-1

1% nivel de CSA

=
e | ot

[
[«

-« 1 [

2°nivel de CSA

mic

AR AR AR ARANN Coe
3* nivel de CSA BRa 11
. SN P 1S R Y S AR Y AP .

. . . . . . . . . . . . . . .

4°nivel de CSA NER ]

. * . . . . . » . . .

ultimo

nivel . ] . . . . . . . . . ) . . ]

Sumador con anticipacién de arrastres

Figura 4.45: Reduccién de la matriz de productos parciales de un multiplicador 8 x 8 utilizando sumadores del tipo CSA
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donde [ x]es el menor entero mayor o igual a x. Asi, en una multiplicacion de 32 x 32 bits, se necesitan 8
niveles de CSA’s para reducir los 32 productos parciales a 2 operandos, en lugar de los 30 niveles de CSA’s
empleados cuando se utiliza el esquema de la Figura 4.45.

45.2 Algoritmo de Booth modificado

Otra técnica para acelerar ta multiplicacién consiste en una modificacién del algoritmo de Booth, que permi-
te reducir a la mitad el ndmero de productos parciales (es decir, el nimero de niveles de CSA’s) y duplicar
por tanto la velocidad del multiplicador. El objetivo del algoritmo de Booth era examinar secuencias de bits
en lugar de formar un producto parcial para cada bit. Cuando la secuencia es de (’s no hay ningtin problema.
Si la secuencia es de 1’s, el algoritmo de Booth utiliza una propiedad especial de estas secuencias que viene
dada por la expresién (4.12), de manera que el valor de dicha secuencia se obtiene restando el peso del 1 que

estd més a la derecha del médulo de la cadena; por ejemplo, la secuencia 1111 se calcula como 24.20=15 y

la secuencia 11100 se calcula como 23 - 22 = 28. En el algoritmo de Booth modificado, se divide el multi-
plicador en subcadenas de 3 bits cada una y las 8 posibles combinaciones se calculan segtin laTabla4.12 .

mzli l 121: nzllll Comentario
0 0 0 Sumar cero (no hay secuencia)
0 0 1 Sumar M (fin de secuencia)
0 1 0 Sumar M (secuencia)
0 1 1 Sumar 2M (fin de secuencia)
1 0 0 Restar 2M (comienzo de secuencia)
1 0 1 Restar M (-2M + M)
1 1 0 Restar M (comienzo de secuencia)
1 1 1 Restar cero (centro de la secuencia)

Tabla 4.12: Decodificacién de 3 bits simultdneos del multiplicador

El algoritmo de Booth modificado requiere que el multiplicador se amplie con un 0 a la derecha del bit
menos significativo, y que se extienda el bit de signo a su izquierda, siempre que sea necesario, para formar el
dltimo grupo de 3 bits. Asf, si el multiplicador tiene 8 bits, se divide en 5 grupos de 3 bits cada uno. Los
grupos adyacentes tienen un bit en comun (ver Figura 4.46).

MogMgM;MegMsMyMyMyMy Mgm_;

Nota: el bit m_; es siempre cero
mg = mg = my (bit de signo)

Figura 4.46: Partici6én del multiplicador ampliado en S grupos de 3 bits
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El peso del bit del centro de cada grupo corresponde a la columna donde hay que empezar a colocar el
producto parcial correspondiente. Se ve pues, que el algoritmo de Booth modificado incorpora un esquema

de codificacidn del multinlicador ane pnermite A - ~
codificacion del multiplicador que permite cada vez desplazamientos constantes de 2 bits, aunque se

examinan 3 bits del multiplicador. En un multiplicador de 8 x 8 esto da 5 productos parciales, en lugar de los
8 que se necesitan sin codificacion. Para justificar las entradas de la Tabla 4-10 hay que tener presente como
opera el algoritmo de Booth :

¢ Se examinan los bits del multiplicador de derecha a izquierda, y se efectia una resta del
multiplicando cuando se encuentra el primer 1 de una secuencia (1-0) y una suma al detectar el
final de la secuencia (0-1). Por ejemplo sea:

Mx(Q011110)=Mx (2*+23+22+2 )=Mx (2°-2h

En la Figura 4.47 se muestra, para este ejemplo, como se aplican las entradas de la Tabla 4.12 y se
justifica que se obtiene el mismo resultado que aplicando el algoritmo de Booth.

extension 6 A5 A4 53 H2 41 50 m
20 22 2% 20 25 20 2 -1
del bit de \ / \ ,

signo 000111100

/t -2M con el bit menos
significativo en columna 20

[ OM con el bit menos
significativo en columna 22

2M con el bit menos
significativo en columna 24

OM con el bit menos
significativo en columna 26

El resultado de esta secuencia es: -2Mx2% + 2Mx2% = M><(25 - 21)
que coincide con el obtenido aplicando el algoritmo de Booth

Figura 4.47: Ejemplo de aplicacién del algoritmo de Booth modificado

A pesar de estas ventajas, el algoritmo de Booth modificado presenta un problema: se necesita una resta
que se realiza, tal como se explico en el apartado 4.1.5, sumando el C2 del nimero que se va a restar. Para
formar el complemento a 2 de un niimero, en primer lugar se calcula el C1 (complementando cada bit del
nimero) y a continuacién se suma 1 al bit menos significativo. En la Tabla 4.12 se observa que cuando el
valor del bit m,, | es igual a 1 es necesario efectuar una resta, por lo que se puede utilizar este bit como sefial
de control M en el circuito sumador-restador de la Figura 4.12.

Un método rdpido de obtener, de forma serie, el complemento a 2 de un nimero es el siguiente: se van
examinando los bits del nimero a complementar de derecha a izquierda y se dejan inalterados hasta la
aparicion del primer 1, que queda inalterado, a partir de ese instante se complementan todos los bits. La
Figura 4.48 muestra un ejemplo de aplicacion de esta regla.

En complemento a 2 el bit de signo se debe extender hasta la longitud completa del resultado final. En la
Figura 4.49 se muestran diferentes ejemplos numéricos del algoritmo de Booth modificado, para algunas
combinaciones de nimeros positivos y negativos en el multiplicando y en el multiplicador.
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x=001101000

Después del primer 1 Hasta la aparicion
se complementan del primer 1 no se
todos los bits modifican los bits

C2(x)=110011000

Figura 4.48: Forma répida de obtener el complemento a 2 de un nimero

my
Ejemplo 1 Lo M=3
o 1 110 10 m=+29
II__l |
+2M -M +M
I 11 1 1t 1t 1 1 101
Complemento a 2
del multiplicando >0.0.0.00 000 11
I r 1 1 0 1 0
<=1 1 1 1 1 0 1 01 0 0 1 P =-87
m
Ejemplo 2 Pl 01| M=
1 00 0 1 1 0 m=-29
L1 .
-2M +M M
0 00 0 0 0 0 0 0 0 I 1
Complemento a 2 e 0l
del multiplicando —> 0 0 0 0 0 1 1 0
desplazado l€<=0 0 0 0 0 1 0 10 1 1 1 P =487
m
Ejemplo 3 01 10T ] M=s27
10 0 0 I 0 O m =-30
|_ng
-2M +M 2M
Complementoaz > 0 L T L 1 L0 0 10 10
del multiplicando 00 0 0 0 1 1 0 I 1
desplazado —>1 1 00 1 010
€<= 1 1 6 0 1t 1 0 1 0 1 1 0 P=-810

Figura 4.49: Ejemplos numericos del algoritmo de Booth modificado

La codificacién de 3 bits al tiempo, se puede extender a 4 bits cada vez, lo que reduciria el nimero de
productos parciales de n/2 a n/3. Sin embargo, la codificacion de 4 bits, requiere generar 3M que no es tan
sencillo como generar 2M.



228 Estructura y Tecnologia de Computadores

Dados dos operandos, el dividendo D y el divisor d, el objetivo de los circuitos de division es calcular el
cociente Q y el resto R tales que:

D=dxQ+R

donde se requiere que el resto sea menor que el divisor, es decir 0 £ R < d. La expresién anterior indica una
fuerte conexién entre las operaciones de multiplicar y dividir, donde el dividendo (D), el cociente (Q) y el
divisor (d) se corresponden respectivamente con el producto (P), el multiplicador () y el muitiplicando (M).
Esta relacion implica que los circuitos que se utilizan en ambas operaciones son andlogos: en la
multiplicacién se suma repetidamente el multiplicando desplazado para generar el producto, y en la divisién
el divisor desplazado se resta de forma repetida del dividendo para obtener el cociente. El método més simple
de divisién binaria es el mismo que se realiza cuando se efectda la division (decimal) con lapiz y papel.

DRI
4.6.1 Ejemplo: Divisién de dos niimeros enteros binarios sin signo

La Figura 4.50 muestra un ejemplo de divisién de dos nimeros enteros binarios sin signo (39 y 6). El
procedimiento que s¢ utiliza para obtener el cociente es el siguiente:

Dividendo 39,,=100111, divisor  615=110,

100111 110

110 no resta : 0110 cociente
1001
110
resta
resto parcial 00t11
110
———— resta
resto parcial 000011
110
—— noresta
resto 000011

Figura 4.50: Divisién por el método de lapiz y papel de 2 niimeros binarios sin signo

1) Se examinan los bits del dividendo de izquierda a derecha, hasta que el conjunto de bits examinado
representa un niimero mayor o igual que d; se dice entonces que d es capaz de dividir al niimero.
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2) Hasta que ocurre este suceso se van colocando 0’s en el cociente de izquierda a derecha.

3) Cuando el suceso tiene lugar, se coloca un 1 en el cociente y se resta el divisor del dividendo
parcial. El resultado se conoce como resto parcial.

4) A partir de este punto la divisién sigue una estructura ciclica. En cada ciclo se afiaden bits
adicionales del dividendo al resto parcial, hasta que el resultado es mayor o igual que el divisor.
Como antes, el divisor se resta de este ndmero para producir un nuevo resto parcial.

5) El proceso continda hasta que se acaban todos los bits del dividendo. ¢
La forma operativa del ejemplo presenta el inconveniente de que en el cdlculo del resto parcial (R, ), el
divisor que se resta de R, sufre un desplazamiento previo hacia la derecha de un niimero creciente de bits:
R, =R;-Q,,;2d i=0,1,..,n

resulta mas adecuado ir desplazando un lugar a la izquierda el resto parcial R; en cada paso de la division y
operar con el divisor fijo. Esto produce un efecto idéntico a desplazar a la derecha el divisor, es decir:

R =2R;-Q,;d i=0,1,..,n

En la Figura 4.51 se muestra la misma division del ejemplo anterior realizada con este procedimiento.

Dividendo 39,,=100111, divisor  6;5=110,
D=2R, 100111 110
110 10 resta Qs 0110 cociente
R, 100111
2R, 1001110
110 Q,

resta

R, 011110
2R, 0111100

110
——— resta Ql
R; 001110

2R, 0011100
110

Qo

no resta

Resto 011

Figura 4.51: Divisi6n por el método de 1dpiz y papel modificado

Conviene sefialar que el dltimo resto parcial R, que se obtiene no da de forma inmediata el resto de la

divisién, pues el resto verdadero R es: R = R, 2", El problema principal en la divisién es calcular en cada
paso el valor del digito correspondiente del cociente. Cuando se utiliza aritmética binaria este problema se
aligera bastante, ya que s6lo hay dos digitos posibles para el cociente (0 6 1). Por lo tanto, es suficiente
comparar la parte mds significativa de 2R, con el valor de d:

si 2R;<d = Q=0
si 2Rj>d = Qu=1
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si n es grande, la forma mds practica de efectuar la comparacion anterior es hacer la resta 2R; - d, utilizando

]
£
e
Q.

si 2R;-desnegativo = Q=0
1

si 2R, -des positivo = Qi

En la Figura 4.52 se muestra la estructura de registros que se necesita para realizar el método de divisién
descrito. El registro de desplazamiento de n bits Q se utiliza inicialmente para almacenar el dividendo. El
divisor se carga en el registro d y permanece fijo durante toda la operacién. En cada paso de la division, el
conjunto registro acumulador (A) y registro cociente (Q) se desplaza un bit a la izquierda. Esto transforma el
resto parcial R; en 2R;. Las posiciones que van quedando vacias en la parte derecha del registro Q se pueden
utilizar para ir almacenando los bits que se van generando del cociente Q, ;. Cuando finaliza la divisién, el
registro A contiene el resto de la operacion y el registro () el cociente.

Inicio Dividendo divisor
Final Resto Cociente
Reloj
Registro A Registro Q l<— Registro d

L |
N

Sumador
restador
binario

Figura 4.52: Estructura de registros para la operacion de division

4.6.2 Division por el método de restauracion

Tal como se ha indicado, para evitar la utilizacién de circuitos comparadores de elevado coste, la
comparacion entre el dividendo y el divisor se realiza mediante una resta. En este caso el divisor se resta de la
parte del dividendo que estd bajo consideracidn.

Una respuesta positiva indica que el divisor es mas pequefio, y se coloca un 1 en el cociente. Una

r U Ao
L Yuvo

]

cnitacta naoativa ne el rhwi('nr e

ATy 1 109 03 < P13 970 ar ln tanta la ragta nna ara nacacaria v hav nne valyar
LOPULILA LIV ZAU VA LHUILA YUl UL UWIVIDUL WS 1Ay v 1 A 1 1

n a
PUL 1V WALV 1A 104 1V via il odlia y uay yuv Vulyo

2

a sumar el divisor al dividendo. La operacidn de suma restaura el valor original del dividendo, lo que da
nombre al método. Este proceso se puede realizar sobre la estructura de registros de la Figura 4.52 mediante
el algoritmo representado en la Figura 4.53.

B
4.6.3 Ejemplo: Algoritmo de restauracién
Enla Tabla 4.13 se muestra un ejemplo del algoritmo de restauracion con los siguientes valores:

D=1110=}.0112 d=510=01012
se necesitan registros de 4 bits y se obtiene como resultado:
Q=2]0=00102 ReStO-:IlO:OOOle



Q < Dividendo
d < divisor
A< O

P<0

N

<>

si

P<P+1

A< A-d

AllQeAllQec, Qe 0

Q1

Fin
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Cociente en Q
Restoen A

Restaurar

Figura 4.53: Diagrama de flujo del método de restauracion

Paso Accidén A Q d P
0 Inicializar registros 0000 1011 0101 0
1 P< P+l 1
AllQeAllQ<<, Qp< 0 0001 0110
ACA-d=A+C2d) 1100 0110
A <0 = A< A +d (Restaurar) 0001 0110

2 PE<P+1 2
AllgeAllQ<<1,Qu¢ 0 0010 1100
A A-d=A+C2d) 1101 1100
A <0 = A< A +d(Restaurar) 0010 1100

3 P< P+ 3
Al AllQ<<1, Q<0 0101 1000
A A-d=A+C2d) 0000 1000
A20=Qy=1 0000 1001

4 P<P+1 4
ANQ<AllQ<<1,Qy<0 0001 0010
ACA-d=A+C2d) 1100 0010
A <0 = A ¢ A +d(Restaurar) 0001 0010

Resto Cociente

Tabla 4.13: Ejemplo de aplicacion del método de restauracion

231
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4.6.4 Division por el método de no restauracion

Puede evitarse el paso de restaurar del método anterior. Para ello conviene darse cuenta (ver Figura 4.53) que
una restauracion de la forma:

(R« (Rps+d (4.19)
va seguida en el paso siguiente por una resta
(Riy)a < (2R, -d (4.20)

donde el 2 corresponde al desplazamiento a izquierda de los registros A y Q.
(R))4 representa que el cdlculo de los sucesivos restos parciales se realiza sobre el registro A (ver Figura
4.52). Las ecuaciones (4.19) y (4.20) pueden combinarse en una sola para la obtenciénde R, |
(RizDa < (ZR)a-d=2((R)a +d)-d (4.21)
Esta idea es la base del método de no restauracion, en el que si el bit 0, ; = 1 el resto parcial R, se

evalia utilizando (4.20), y si Q,; = 0 mediante (4.21). En la Figura 4.54 se da el algoritmo del método de no
restauracion.

Q €< Dividendo
d < divisor
A€o0
P<0
AllQ <A llQ << 1,Qp ¢ 0
A<A-d

PP+l @ no

Ri+]=2Ri+d Ri+]=2Ri_d si
ad @ fo ’ ACA+d Q€1
he W i
v Q<1 v
AllQ<AllQ«<1,Qy< 0 Allo e AllQ<< 1,000
A< A+d A a.d +Qo
_ Fin Cociente en Q
| . l Resto en A

Figura 4.54: Diagrama de flujo del método de no restauracion

Como los restos parciales pueden ser negativos y al final del algoritmo se desea tener un resto positivo,
se modifica el dltimo paso al salir del bucle para asegurar esta condicidn. Se puede ver que en este algoritmo
se efectida una suma en cada paso de la divisioén, mientras que en el método de restauracion habia que realizar
una suma para cada digito del cociente que era 1 y dos sumas cuando era 0.
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Ejemplo: Algoritmo de no restauracion
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Enla Tabla 4.14 se muestra el mismo ejemplo que se resolvié por el método de restauracion, utilizando ahora

el método de no restauracion. ¢

Paso Accién A Q d P
0 Inicializar registros 0000 1011 0101 0
AllQe AllQ<<1,Qy <0 0001 0110
A+ A-d=A+C2d) 1100 0110
1 P<P+1 1
A <0
AllQ<AllQ<<1,Qy< 0 | 1000 1100
A< A+d 1101 1100
2 P<P+1 2
A <0
AllQ<AllQ<<1,Qy¢0 | 1011 1000
A< Ax+d 0000 1000
3 P« P+1 3
A20
Q¢ 1 0000 1001
AHQ<AllQ<<1,Qu¢ 0 | 0001 0010
A< A-d 1100 0010
4 A<O 3
A< A+d 0001 0010
Resto Cociente

Tabla 4.14: Ejemplo de aplicacién del método de no restauracién
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Estructura de la unidad aritmético-logica
(ALU)

Los circuitos que emplea un procesador para ejecutar un programa se combinan en la unidad
aritmético-légica (ALU). La complejidad de la ALU viene impuesta de una parte, por los tipos de
operaciones que puede ejecutar y, de otra, por la forma en que las efectia. En el caso de que se empleen
algoritmos andlogos para la realizacion de las diferentes operaciones de la ALU se puede simplificar su
disefio. En concreto para la multiplicacién y la divisidn es posible compartir los mismos recursos de célculo.

La Figura 4.55 muestra la estructura de uno de los disefios de ALU mads utilizado. Ademas de las
entradas para los operandos la ALU posee diversas sefiales de control (sumar, restar,....), que se utilizan para
seleccionar las diferentes funciones aritmético-16gicas que se desean ejecutar.

Por simplicidad, en la Figura 4.55 no se han incluido los circuitos (por otro lado inmediatos) que hacen
las distintas funciones l6gicas (AND, OR, NOT....). Las operaciones de multiplicar y dividir se pueden
realizar utilizando alguno de los algoritmos estudiados en los apartados anteriores a base de operaciones
elementales de suma y resta.

Para el almacenamiento de los operandos y del resultado se usan 3 registros:
a) El registro acumulador (A)
b) El registro multiplicador/cociente (MQ)
c¢) El registro de datos (RDAT)

Los registros A y MQ pueden desplazarse de forma conjunta a derecha e izquierda como si fuesen un
tinico registro. RDAT es un registro auxiliar empleado por la ALU.

< J/ /]\ \’/ T\ \I/ > Bus del sistema

Ac adl Multiplicador Registro de
cumulador A cociente MQ datos RDAT
Sumador/restador Unidad
paralelo de control

Figura 4.55: Estructurabdasicade una ALU
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471 ALU’s integradas

Es factible empaquetar una ALU completa, del tipo que se acaba de describir, dentro de un Gnico circuito
integrado. El nimero de conexiones externas necesarias para controlar la ALU y poder acceder asi a sus
registros internos, limita la longitud de los datos que pueden tratarse por una ALU de este tipo. Es normal que
dicha longitud sea de 2 6 de 4 bits. Esta anchura puede parecer pequeiia, sin embargo, hay que tener presente
que estas unidades se diseflan de manera que se puedan conectar ticilmente en cascada para formar una ALU
capaz de procesar en paralelo un nimero arbitrario de bits. El objetivo de construir este tipo de médulos es
doble:

1) Si se disponen de médulos aritméticos generales, es posible utilizarlos en muchas aplicaciones.
Esto implica reducir el nimero de médulos distintos que se construyen, y aumentar asi su volumen
de produccién con la consiguiente reduccion en los costes.

2) Los modulos se pueden utilizar en procesadores, en los que la operacion especifica que va a
ejecutar la unidad se selecciona dinamicamente por la unidad de control del procesador.

Una de las ALU’s integradas que mas se emplea es el circuito integrado SN74x/81 (ver Figura 4.56),
que contiene las siguientes entradas:

a) 2 vectores de datos A y B de 4 bits cada uno
b) 4 sefiales de control (¢, s, ¢y, ¢p) que permiten elegir una determinada funcidn
c) 1 sefial de control M para seleccionar entre funciones aritméticas y légicas
d) 1 entrada c,de arrastre
y como salidas:
e) 1 vector de resultado de la operacién R de 4 bits
f) 1 salida c,de arrastre

g) 2 sefiales Py G de propagacién y generacién de arrastre, que permiten construir circuitos mas
grandes con aceleracion de arrastres

h) 1 sefal EQ que indica la igualdad entre los operandos de entrada A y B

4 4
A——>0) [OD——> R
4
B—>0O) ——> ¢,
ALU
e > SN74x181 O——>Pp
M (modo) —> [D—> G
4
¢ (seleccion) ——>] ————> EQ

Figura 4.56: Sefiales de entrada-salida en la ALU SN74x181
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En la Tabla 4.15 se muestra una descripcion de la salida R del SN74x/81. R, A y B representan los
siguientes vectores:

R= (R3s R29 Rl’ RO)
A= (A3, Az, A1, Ao)
B = (B3, Bz, B], Bo)

v(R), v(A) y v(B) son sus respectivos valores decimales:

3 3 3
V(R) = D_R;2' v(a) = 2A2 v(B) = D B2

i=0 i=0 i=0
Seleccion M=1_ Funciéll\l/[;'i(t)mética
€3C5C€) Funcién logica V(R) = s mod 16
0000 R= A s=V(A)- 1 +c,
0001 R=AVE s=v(AAB)-1+c,
0010 R=AVB s=v(AAB)-l+c,
0011 R=1111 s=1111+¢,
0100 R=AAB s=v(A)+v(AVB)+c
0101 R=B s=v(AAB)+v(AVB)+c,
0110 R=A®B s=v(A)-v(B)-1+c,
0111 R=AVB s=v(AVB)+c,
1000 R=AAB s=v(A)+v(AVB)+c
1001 R=ADB s=v(A)+v(B)+c,
1010 R=B s=v(AAB)+v(AVB)+c,
1011 R=AVBE s=v(AVB)+c
1100 R=0000 s=v{A)+v(A)+c,
1101 R=AAB s=v(AAB)+v(A) +c
1110 R=AAB s=v(AAB)+v(A) +ce
1111 R=A s=v(A)+c,

Tabla 4.15: Funciones de la ALU SN74181

El significado de los operadores que aparecen en la Tabla 4.15 es el siguiente:
AAB AND de los vectores Ay B
AvB OR de los vectores Ay B
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v(A) +v(B) suma aritmética de los vectores Ay B
v(A) - v(B) restaaritmética de los vectores Ay B
A, B NOT (A), NOT (B)

Las otras sefales de salida vienen descritas por:
c,=1 si s>16 0 s<0
¢, =0 en cualquier otro caso

EQ=R; AR, AR; AR detectalaigualdadde Ay B

La entrada M del SN74x181 selecciona entre operaciones aritméticas y logicas. Cuando M = 1, se
seleccionan las operaciones ldgicas y cada salida R; es funcién s6lo de los correspondientes datos de entrada

A;y B;. Ningiin arrastre se propaga entre etapas y se ignora la entrada c,. Las entradas ¢, ¢;, ¢y ¢gdeterminan
una operacién ldgica particular. Se puede seleccionar cualquiera de las 16 funciones ldgicas combinacionales
de dos variables que hay.

Cuando M = 0, se seleccionan operaciones aritméticas, se propagan los arrastres entre las etapas y c, se

utiliza como un arrastre de entrada a la etapa menos significativa. Para aquellas operaciones que requieran
mds de 4 bits, se pueden disponer en cascada multiples ALUS’s SN74x/81 de la misma forma que se
conectaban cuatro sumadores con aceleracion de arrastres de 4 bits (ver Figura 4.18) para construir un
sumador de 16 bits. El arrastre de salida ¢, de cada ALU se conecta al arrastre de entrada c, de la siguiente

etapa mas significativa. A todas las ALU’s se les aplican las mismas sefiales (M, ¢3, ¢, ¢;y ¢y) para
seleccionar la funcién que realiza.

Por ejemplo para efectuar la suma en complemento a 2, con las entradas ¢, ¢y, €,y ¢, se selecciona la
funcién v(A) + v(B) + c,. La entrada ¢, a la ALU menos significativa normalmente se pone a 0 durante la
operacion de suma. Si la operacion fuese la resta en complemento a 2, con las entradas c;, ¢,, ¢y gy se
selecciona la funcién v(A) - v(B) - 1 + ¢,. En este caso la entrada ¢, a la ALU menos significativa
normalmente se pone a 1, porque ¢, actia como el complemento del digito que se lleva durante la operacion
de resta. El SN74x181 proporciona otras operaciones aritméticas, tales como v(4) - 1 + ¢, que es qtil en
algunas aplicaciones (por ejemplo decrementar en 1). Dispone también de un conjunto de operaciones
aritméticas un tanto esotéricas como v (A A B) +v (A v B) + ¢,» que casi nunca se emplean en la practica.

Debe observarse (ver Figura 4.56) que las entradas de los operandos A;, Ay, A, Ao, Bs, B, By, Byy las
salidas R, R,, R|,Rydel SN74x181 son activas en baja. El SN74x181 se puede utilizar con operandos y salidas
que son activas en alta. En este caso se debe construir una version diferente de la Tabla 4.15. Cuando M =1,
las funciones 16gicas que se obtienen son precisamente las duales de las que se muestran en la Tabla 4.15.
Cuando M =0, las funciones aritméticas son distintas de las que se danen la Tabla4.15.
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meética en coma fiotante

La notacién en coma fija resulta conveniente para representar valores enteros de magnitud pequefia y
nimeros fraccionarios escalados, es decir, con la posicién de la coma decimal fijada a priori. Todos los
algoritmos de las operaciones aritméticas que se han visto hasta ahora suponen que los nimeros estin
representados en coma fija.

Estos mismos algoritmos se podrian aplicar también a los nimeros reales representados en coma flotante
a condicidn de tener en cuenta el escalado, lo que implica mantener en todo momento un conocimiento de la
posicién correcta donde se localiza la separacién de las partes entera y decimal. Es posible manejar los
problemas de escalado mediante programacién, sin embargo el programa resultante tiende a ser ineficaz
debido a los pasos adicionales que se requieren para mantener los factores de escala, e impone al
programador una tarea innecesaria y propensa a errores.

Los procesadores en coma flotante manejan los factores de escala de forma automadtica. El hardware es
mds complejo, pero como contrapartida tiene la ventaja de que la operacion del computador es mucho més
eficaz. Estas consideraciones son las que justifican el disefio de una unidad aritmética en coma flotante.

Para poner de manifiesto la necesidad de la representacién de nimeros en coma flotante, conviene en
primer lugar recordar como maneja un computador los nimeros en coma fija. La forma mas natural en
principio para operar con nimeros grandes en una maquina que posee una longitud de palabra pequena es
encadenar varias de estas palabras para disponer de un mayor rango para representar los ndmeros. Una
primera cuestion que surge es la siguiente: ;como trata el computador la parte decimal de un nimero?. En la
representacion en coma fija, afortunadamente esto no plantea ningin problema. A modo ilustrativo
considérense los dos calculos siguientes utilizando aritmética decimal.

Caso 1: Aritmética entera Caso 2: Aritmética en coma fija
7632135 7632135
1794821 +l79,4821
9426956 9426956

Aunque el primer caso utiliza aritmética entera y el segundo aritmética decimal (es decir con parte
fraccionaria) los calculos son totalmente idénticos. Este principio se puede extender a la unidad aritmética de
un computador. Todo lo que un programador tiene que hacer es recordar donde estd colocada la coma. Todas
las entradas al computador se escalan de forma que se adapten a este convenio y todas las salidas estdn
también escaladas de forma andloga. Las operaciones internas se realizan como si los niimeros fuesen
enteros. Esta organizacion es lo que se conoce como aritmética en coma fija, porque la coma binaria (que
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separa la parte entera de la fraccionaria) se supone que permanece en la misma posicion. Es decir hay siempre
el mismo nimero de digitos antes y después de la coma. La ventaja de la representacion de niimeros en coma

fiia es que para su implemﬂntm‘i(‘m no se necesita un software o un hardware espegialmeme Cgmplejo. Un

e Arad S INANNUIMICEIALUINE IO o0 HICLLS g UL SOLLY il Aldvwa

sencillo ejemplo pone de manifiesto esta idea de su sencillez.

Sea un nimero de 8 bits, donde los 4 mas significativos representan la parte entera y los 4 menos
significativos la parte fraccionaria. Se desea imprimir la suma de los dos niimeros siguientes: 3,625 y 6,5.
Como primer paso ¢l programa de entrada convierte ambos ntimeros a su forma binaria:

3,625, — 11,101, —> 0011,1010, (en 8 bits)
65  — 1101, — 0110,1000, (en 8 bits)

El computador ahora considera estos niimeros como 00111010 y 01101000 respectivamente. Conviene
recordar que a todos los efectos la coma decimal es imaginaria. Estos nimeros se suman de la forma usual y
se obtiene:

00111010
01101000

11010001 0= 162 (si se interpreta como un niimero binario sin signo de 8 bits)

El programa de salida ahora toma el resultado y lo separa en su parte enterra 10100, y en su parte
fraccionaria, 0010 e imprime la respuesta correcta 10,125. Conviene observar que un nimero representado
en coma fija puede utilizar algunas palabras para conseguir un mayor rango de valores que el que permite una
palabra simple. Sin embargo los nimeros en coma fija tienen sus limitaciones. Considérese, por ejemplo el
trabajo de un astrofisico que investiga la conducta del sol. Puede verse confrontado con cantidades tales
como la masa del sol (1 990 000 000 000 0600 000 000 000 000 000 000 g) y la masa de un electrén 0,000 000
000 000 000 000 000 000000 910 956 g).

Si el astrofisico emplea para sus cdlculos aritmética en coma fija, necesitaria un nimero
extraordinariamente grande de bytes para representar todo el rango de nimeros. Un tnico byte representa
niimeros en el rango 0-255 o aproximadamente de 0 a 1/4 de millar. Si el astrofisico necesitase trabajar
simultineamente con nimeros astrondémicamente grandes y microscopicamente pequefios, requeriria unos
14 bytes para la parte entera y 12 bytes para la parte fraccionaria, es decir jun nimero de 208 bits!. Una pista
para resolver el problema del gran nimero de bits esté en el hecho de que ambos nimeros contienen un gran
nmimero de ceros y pocos digitos significativos.

4.8.1 Larepresentacion de nimeros en coma flotante

Los computadores a menudo manejan, representan, y almacenan nimeros en un formato de coma flotante.

De la misma forma que el nimero decimal 124,56 se puede representar como 00,12456 x 10°, un computador
maneja los nimeros binarios de una forma similar. Por ejemplo, 1101101,1101101 se puede representar

internamente como 0,1 1011011101101 x 27 (el 7 se almacena también en formato binario). La notacién en
coma flotante se denomina algunas veces notacion cientifica. Antes de considerar mas detalladamente los
nimeros en coma flotante es necesario considerar las ideas de rango, precision y exactitud que estdn
estrechamente relacionadas con la forma en que los niimeros se representan en coma flotante.

* Rango. El rango de un niimero indica cudn grande o cuan pequeiio puede ser. En el ejemplo del

s . , ~ 22
astrofisico se consideraban nimeros tan grandes como 2 x 1073 y tan pequeiios como 9 x 10 28
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lo que representa un rango de 10°! 0 51 décadas. El rango de los niimeros representados en un
computador debe ser suficiente para la gran mayoria de los cdlculos que son probables que se
puedan efectuar. Si se va a utilizar el computador en una aplicacién especifica donde se conoce a
priori que el rango de los datos es pequefio entonces el rango de los nimeros validos puede
restringirse, simplificando los requisitos del sistema.

* Precision. La precision de un nimero se corresponde con el nimero de cifras significativas
utilizadas para representarlo. Por ejemplo la constante © se puede escribir como 3,142 6 3,141592.

El dltimo caso es més preciso que el primero porque representa a T en una parte en 107 mientras

el primero lo hace en una parte en 10%,

* Exactitud. La precision es una medida de la fidelidad de una cantidad. Por ejemplo, se puede decir
que = 3,141 6 = = 3,241592. Se puede ver que en el primer caso se tiene un nimero que tiene
poca precision en comparacion con el primero pero que sin embargo es mds exacto. En un mundo
ideal, precision y exactitud deberian ir de la mano. Sin embargo en el mundo real con
computadores que poseen longitudes de palabra finita se estd confrontado con el disefio de
algoritmos numéricos que garanticen la exactitud que la precision disponible permite.

Un nidmero x en coma flotante se representa en la forma siguiente:
x=mx B¢

donde m recibe el nombre de mantisa o argumento, e es €l exponente y B la base o raiz. L.a forma en que un
computador almacena los nimeros en coma flotante es dividiendo la secuencia binaria que lo representa en
dos campos tal como se ilustra en la Figura 4.57.

. [
exponente mantisa representa m x 2
€ m

Figura 4.57: Almacenamiento de un nimero binario en coma flotante como exponente y mantisa

La base B estd implicita y no necesita almacenarse, puesto que es la misma para todos los niimeros. En lo
sucesivo se supondrd que la base es dos. No es necesario que un nimero en coma flotante ocupe una tnica
posicién de memoria. Si la longitud de palabra es de 8 bits este tipo de representacion no seria de utilidad.
Con frecuencia una serie de palabras se agrupan para formar el nimero en coma flotante (ver Figura 4.58). La
separacion entre exponente y mantisa no necesita caer en la frontera de una palabra. Esto es, una mantisa
podria tipicamente ocupar tres bytes y el exponente un byte en un niimero en coma flotante que ocupa dos
palabras de 16 bits.

palabra 1 palabra 2 palabra 3

exponente mantisa

Figura 4.58: Utilizacion de algunas palabras para representar un niimero en coma flotante
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48.2 Lanormalizacion de nimeros en coma flotante

Por convenio la mantisa en coma flotante se normaliza siempre ( a menos que sea igual a cero) de manera que
se expresa en la forma 0,1.....x 2°. Por el momento sélo se consideran mantisas positivas. Si el resultado de un
calculo fuera 0,01.....x 2¢ se normalizaria para dar 0,1.....x 2¢!. Andlogamente, el resultado 1,01.....x 2¢ se
normalizaria a 0,101.....x 2¢*!. Una de las ventajas que proporciona normalizar la mantisa es que se optimiza
la precisién con la que se opera en los célculos. Por ejemplo, la mantisa de 8 bits no normalizados
(,00001010 tiene solamente 4 bits significativos, mientras que su valor normalizado 0,10100011 tiene 8 bits
significativos. Existe sin embargo una ligera diferencia entre los nimeros decimales normalizados tal como
se utilizan en ciencias e ingenierfas y los ndmeros binarios normalizados. Un nimero decimal en coma
flotante se normaliza de forma que su mantisa esta en el rango [1,00....0  9,99....9]. La mantisa normalizada
m de un nimero binario positivo en coma flotante es de la forma:

m € [0,100...0 0,111...1]

Es decir 1/2 < m < 1. Una excepcion especial tiene que hacerse con el caso del cero, ya que este nimero
no se puede normalizar. En la representacion en complemento a 2 la mantisa normalizada m de un nimero
binario negativo en coma flotante se almacena de la forma:

me[l001...1 1,000...0]

En este caso la mantisa negativa m pertenece al intervalo -1/2 > m > -1. Se ve pues que los nimeros en
coma flotante estdn restringidos a uno de los tres rangos descritos en la Figura 4.59.

[ )
L J

-1<m<-1/2 m

<

[ )
L /

0 12<m<]

Figura 4.59: Rango de mantisas normalizadas en complemento a 2 que son validas

En la representacién magnitud-signo la mantisa normalizada de un niimero binario en coma flotante esta
en el rango [0,100...0 0,111...1] para nimeros positivos y [1,100...0 1,111...1] para nimeros negativos.
Como se verd posteriormente, el formato IEEE para nimeros en coma flotante emplea una representacion del
tipo magnitud-signo con un 1 ala izquierda de la coma (las mantisas caen en el rango [-1,11...1 -1.00...0] 6
[1.00...0 1,11...1]. La mantisa m estd ligada a pertenecer alos intervalos-2<m<1,m=061<m<2.

48.3 Exponentes polarizados

Una representacién en coma flotante de nimeros debe considerar mantisas y exponentes tanto positivos
como negativos. Por ejemplo en notacion decimal esto corresponde a:

+0,123 x 1012 0,756 x 10°
+0,176 x 107 0,459 x 1077

La mantisa de un nimero en coma flotante se representa a menudo como un nimero en complemento a
2. Sin embargo, el exponente a veces se representa en forma polarizada. Si se tiene un exponente de m bits,

hay 2™ posibles nimeros enteros sin signo desde 000...0 a 111...1. Supéngase ahora que estos niimeros se
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reetiquetan no desde 0 hasta 21 sino desde -2 a +2!-1 al restar un valor constante (o polarizacién) de
2! de cada uno de los ndmeros. Lo que se tiene asi es una serie binaria natural continua desde 0 a N que
representa a los nimeros desde P a N - P. Por ejemplo, si la serie (en decimal) fuera 0, 1,2, 3,4,5,6,7 se
podria restar P = 4 de cada numero de la serie para generar una nueva serie -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3. Estoes
realmente un nuevo método de representar nimeros negativos afiadiendo una constante al nimero més
negativo para que el resultado sea igual a cero. En el ejemplo anterior, se ha afladido 4 a cada numero de
forma que -4 se representa por 0, -3 por +1 etc.

Se crea asi un exponente polarizado sumando una constante al exponente verdadero de forma que el
exponente polarizado viene dado por ¢” = ¢ + P, donde ¢” es el exponente polarizado, ¢ es el exponente

verdadero y P un sumando de ponderacién. El valor de P es con frecuencia 2! 6 2121, En la Tabla 4.16 se
muestra lo que sucede enel casoenquem=4y P = 23 =8. Por ejemplo, si x = 1010,1111 se normaliza a

0,10101111 x 2% El exponente verdadero es ¢ = +4 que se¢ almacena como un exponente polarizado
e’ =4+8=12=1100,. Larepresentacion polarizada del exponente presenta algunas ventajas:

Representacion Exponente Forma
binaria verdadero polarizada
0000 -8 0
0001 -7 1
0010 -6 2
0011 -5 3
0100 -4 4
0101 -3 5
0110 -2 6
0ti1 -1 7
1000 0 8
1001 1 9
1010 2 10
1011 3 11
1100 4 12
1101 5 13
1110 6 14
1111 7 15

Tabla 4.16: Relacién entre los exponentes verdadero y polarizado (P = 8)

1) El exponente més negativo se representa por cero. Por convenio el valor en coma flotante del cero

en el sistema de exponente polarizado (ver Figura 4.60) se representa por 0,00....0 x 20 que €s una
mantisa y un exponente igual a cero (que es el exponente mds negativo). En realidad el valor 0 se

podria representar con m = 0 y cualquier exponente porque evidentemente 0 x 2" = 0.

0,0= 00 .....00 00....00

Figura 4.60: Representacion del cero con un exponente polarizado
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Sin embargo, puede ocurrir que al realizar determinadas operaciones que deben dar un resultado
de O, a causa de los errores de redondeo, se genere algiin 1 en las posiciones menos significativos
de la mantisa. Esto sugiere que el exponente mds adecuado para representar el 0 sea precisamente
aquél que tiene el mayor valor negativo. De esta manera se logra que los errores de redondeo
producidos en la mantisa, den un nimero tan préximo a cero como sea posible.

2) La representacién del cero es una secuencia de 0’s tanto en la mantisa como en el exponente. Se
evitan asi ambigiiedades en la representacién del cero en coma flotante y se simplifica la
comprobacion de la igualdad de un nimero con 0. Tedricamente pueden existir muchas maneras
de representar un cero en coma flotante (siempre que la mantisa sea cero y con cualquier valor del
exponente). En algunos computadores, cuando un cdleulo produce una mantisa igual a cero, el
exponente se deja en el valor que tenia al final de la operacidn, lo que provoca que el cero no sea
tinico. Una caracteristica deseable, en el disefio de cualquier procesador, es tener una tnica
representacion para el cero. En aritmética en coma fija, el cero es tnico y se representa por un

nimero en el que todos sus bits son ceros.

3) Cuando se suman o restan dos nimeros en coma flotante se deben comparar los exponentes y
hacerlos iguales, lo que resulta en una operacion de desplazamiento o alineamiento para una de
las mantisas. La comparacion de los exponentes es relativamente directa, ya que los exponentes
son siempre nimeros positivos. Es suficiente un simple comparador.

4) Los exponentes que se almacenan forman una secuencia binaria natural. Esta secuencia es
mondtona creciente de forma que si se aumenta (disminuye) el exponente en | supone sumar
(restar) 1 al exponente binario. En ambos casos el exponente binario polarizado se puede
/cpnsiderar que se comporta como un ndmero binario sin signo.

48.4 Posibles sistemas en coma flotante
Para definir una representacion en coma flotante para un determinado computador hay que seleccionar los
siguientes elementos:

1) El ndmero de palabras utilizadas

2) La representacion de la mantisa (complemento a 2, magnitud-signo, etc)

3) La representacion del exponente (polarizado, no polarizado, etc)

4) El nimero de bits dedicados a la mantisa y al exponente

5) Lalocalizacion de la mantisa (antes o después del exponente)

El punto 4) merece algiin comentario adicional. Una vez que se ha decidido el nimero total de bits en la
representacion en coma flotante (un nimero entero de palabras) hay que hacer una particion entre la mantisa
y el exponente. Si se dedica un gran ndmero de bits al exponente, el resultado es un nimero en coma flotante
con un rango muy grande. Estos bits del exponente se han obtenido a expensas de la mantisa lo que reduce la
precision del nimero en coma flotante. Inversamente, si se aumentan los bits que estan disponibles para la
mantisa se mejora la precision a costa del rango.

Debido a los cinco puntos anteriores, hay una multitud de formatos para la representacion de nimeros en
coma flotante. Los ejemplos de la Figura 4.61 ilustran la representacién de niimeros en coma tlotante
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adoptada por algunos computadores (practicamente cada computador utilizaba un formato diferente del
resto). Con la aparicion del microprocesador y la especificacion introducida por el IEEE para niimeros en
coma flotante esta situacién ha cambiado considerablemente.

1 palabra
mantisa 27 bits exponente 9 bits | Modo en simple precisién
2 palabras UNIVAC 1100
36 bits 24 bits 12 bits Modo en doble precisién
mantisa 60 bits exponente 12 bits

1 palabra (48 bits)

111 CDC 3600

exponente 10 bits mantisa 36 bits

signo del exponente

signo de la mantisa
Figura 4.61: Algunos formatos de representacién de nimeros en coma flotante

El modo en simple precisién de Univac proporciona un rango de aproximadamente 1076 2 10%76 con

una precision de 8 cifras decimales. En el modo en doble precision el rango se aumenta hasta 106144 10%614
y la precisién es equivalente a 18 cifras decimales. El modo en doble precision se utiliza en aquellos célculos
numéricos donde se requiere una gran precisién. En general su empleo hace considerablemente mais lenta la
ejecucion de los programas a menos que el computador posea una unidad en coma flotante especial de alta
velocidad.

4.8.5 Elformato IEEE de representacion de nimeros en coma flotante

El Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE) ha propuesto un estdndar de representacién de
nimeros en coma flotante para las operaciones aritméticas en mini y microcomputadores (norma ANSI/
IEEE 754-1985). Con el fin de permitir su utilizacion en diferentes aplicaciones, IEEE especifica tres forma-
tos basicos, llamados simple, doble y cuddruple. En la Tabla 4.17 se definen las caracteristicas principales de
estos tres formatos de representacion de niimeros en coma flotante. Los nimeros se normalizan de forma que
sus mantisas estdn contenidas en el rango 1 < m < 2. Este rango corresponde a una mantisa con una parte
entera igual a 1. Un nimero en coma flotante en el formato IEEE se define formalmente como:

X=-15x2Fx 1 m

donde:
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s =bit de signo, 0 =mantisa positiva, 1 = mantisa negativa
e = exponente polarizado por P

m = parte fraccionaria de la mantisa ( la mantisa es I,m donde el 1 de delante estd implicito)

Tipo Simple Doble Cuadruple

Anchura del campo en bits

s = signo 8 11 15

e = exponente 1 1 1

d = bit delante de la mantisa 1 1 1

m = fraccion de la mantisa 23 52 111

Anchura total 32 o4 128
Bit de signo O=+,1=- O=+1=- O=+,1=-
Exponente

€ maximo 255 2047 32767

e minimo 0 0 0

polarizacién 127 1023 16383

Tabla 4.17: Formatos IEEE basicos en coma flotante

Asi por ejemplo, un niimero en coma flotante de 32 bits en formato simple tiene una polarizacion de 127
y una parte fraccionaria para la mantisa de 23 bits. Hay dos puntos de particular interés que conviene precisar.
El primero es que el formato IEEE adopta una representaciéon magnitud-signo para la mantisa. Si s = 1 la
mantisa es negativa y si s = 0 es positiva. El segundo es que la mantisa estd siempre normalizada y pertenece
al rango [1,000...000, 1,111...111]. Se observa que la normalizacién de un mimero en el formato IEEE es
diferente a lo que se habia comentado anteriormente. Sila mantisa esta siempre normalizada, entonces el 1 de
delante de la coma (la parte entera) es redundante cuando un nimero en el formato IEEE se almacena en
memoria. Si se sabe que hay un 1 a la izquierda de la parte fraccionaria de la mantisa, no hay necesidad de
almacenarlo (por esta causa a veces se le denomina bit escondido). De esta manera se elimina un bit en el
almacenamiento, lo que permite mejorar la precision de la mantisa al ampliarla en un bit. En la Figura 4.62 se
muestra el formato de un nimero cuando se almacena en memoria.

1 bit 8 bits 23 bits
<———— longitud total 32 bit§ —«——>

Figura 4.62: Formato IEEE del tipo simple de 32 bits

!
48.6 Ejemplo: Representacién en el formato IEEE

Como ejemplo de utilizacién del formato simple de 32 bits de IEEE se considera la representacion del
niimero decimal -2345,125 en un computador que posee una longitud de palabra de 16 bits.
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-2345,125,,=-100100101001,001, {(mimero binario equivalente)

=-1,00100101001001 x 2'! (ndmero binario normalizado)

Para especificar completamente el nimero hay que determinar el bit de signo s, el exponente polarizado
e y la parte fraccionaria de la mantisa m.

1) La mantisa es negativa asi que el bit de signoes s =1
2) El exponente polarizado viene dado por +11 + 127 = 138 = 10001010,
3) La parte fraccionaria de la mantisa es ,00100101001001000000000 (en 23 bits)

Este niimero se almacena en dos palabras consecutivas de 16 bits:

s €—exponente mantisa <——  restode lamantisa —— >
1* palabra [1]1]o[oo]1]o[t]o]o]o]1o]1]1]o] 2* palabra [1]0]o[1]o[o]1]0]o]o]o]ofo]o]o[o]

Con el fin de minimizar el espacio de almacenamiento en una memoria de 16 bits, los nimeros en coma
flotante se empaquetan de forma que el bit de signo, el exponente y la mantisa comparten parte de dos o mis
palabras de memoria. Cuando se va a realizar la operacién en coma flotante, en primer lugar lo que se hace es
desempaquetar los nimeros y se separa la mantisa del exponente. Por ejemplo, el formato bdsico en simple
precision especifica una mantisa con una parte fraccionaria de 23 bits, que produce una mantisa de 24 bits
cuando se desempaqueta y se reinserta el 1 que va por delante. Si el procesador en el que se van a procesar los
nimeros en coma flotante tiene una longitud de palabra de 16 bits, la mantisa desempaquetada ocupard 24
bits de los 32 bits que se disponen en las dos palabras.

Si cuando se desempaqueta un niimero, se permite que aumente el nimero de bits en su exponente y en
su mantisa para rellenar todo el espacio disponible se dice que el formato es extendido. Al extender el
formato de esta forma, se incrementa considerablemente el rango y la precisidn del nimero en coma flotante,
Por ejemplo, un niimero en formato simple se almacena en 32 bits. Cuando se desempaqueta la parte
fraccionaria de la mantisa de 23 bits pasa a 24 bits al incluir el 1 que va por delante y la mantisa se amplia a 32
bits (como una palabra simple de 32 bits o como dos palabras de 16 bits).

Todos los célculos se hacen con la precision de los 32 bits de la mantisa extendida. Esto es
particularmente ventajoso cuando se evaluan funciones trascendentes (p. ¢j. sen (x) 6 cos (x)). Después de
efectuar, en el formato extendido, una secuencia de operaciones el nimero en coma flotante se reempaqueta
y almacena en memoria en su formato basico. En el formato simple de 32 bits, ¢l exponente maximo e,,,,, s
1

(-127) se utiliza para codificar el cero y e, + 1 para codificar mas o menos infinito o una condici6én que se

max

+127 y el exponente minimo e,,;,, es -126 y no +128 y -127 como se podria esperar. El valor especial ¢,,,;,, -

designa como NaN (Not a Number). Un NaN es una entidad especial que incorpora el formato IEEE y que
permite la manipulacién de formatos fuera del estandar.

4.8.7 Operaciones aritméticas en coma flotante
Dados los nimeros: ,
x =m, 2% y=my26y

la Tabla 4.18 resume las operaciones bésicas de la arimética en coma flotante (se supone e, <e,).
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X+y (my 2% % +my ) 2%
X-y (mXZex'ey—my)fy
XXy (mxxmy)ZexJ'ey
xey |l (mygemy) 2%

Mol A 1Q. Mo
1dDId 4.10. UPCTdCIUI

En la Tabla 4.18 se observa que la mantisa del exponente més pequefio se desplaza e, - e, lugares a la

derecha

para la suma y la resta. Todas las operaciones aritméticas en coma flotante pueden producir una

A4 . . . . -
condicién de rebose, si el resultado es demasiado grande (desbordamiento) o demasiado pequefio
(subdesbordamiento), para poder representarse en la mdquina. Los tipos de rebose a considerar son:

D

2)

3)

4)

4.8.8

Desbordamiento del exponente. Un exponente positivo e, excede su valor maximo permitido. En
algunos sistemas, el nimero x puede representarse como +w 6 -co,

Subdesbordamiento del exponente. Un exponente negativo e, excede su valor maximo posible.
Esto significa que el nimero x es demasiado pequefio para poderse representar y se le puede
considerar igual a 0.

Subdesbordamiento de la mantisa. Se puede producir en el proceso de alineamiento de las
mantisas, si los digitos se desplazan hacia la derecha mas alld de su bit menos significativo.
Cuando sucede esto se precisa alguna forma de redondear el resultado.

Desbordamiento de la mantisa. La suma de dos mantisas del mismo signo puede generar un
arrastre del bit mds significativo. Esto se puede corregir mediante una operacién de
renormalizacién que se explica posteriormente (desplazando un bit a la derecha la mantisa y
ajustando el exponente).

Algoritmo de suma y resta en coma flotante

Al contrario de 1o que pasa con los niimeros enteros o en coma fija, los nimeros en coma flotante no se
pueden sumar en una tnica operacion. Para poner esto de manifiesto considérese el siguiente ejemplo

utilizand

o aritmética decimal. Sea x = 12345 e y = 567,89. En coma flotante estos dos nimeros se pueden

representar por:

x=0,12345 x 10° y=0,56789 x 10>

Si estos dos niimeros se fueran a sumar de forma manual no surgiria ningtn problema:

12345
* 567,89
12912,89

Sin embargo, cuando se expresan en formato normalizado se plantea el problema siguiente:
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W W

no puede realizarse mientras los exponentes sean diferentes. Para efectuar una suma (o una resta) en coma
flotante hay que realizar los siguientes pasos:

1) Seleccionar el nimero con menor exponente y desplazar su mantisa a la derecha, un nimero de
pasos igual a la diferencia en valor absoluto de los exponentes de los dos operandos.

2) Hacer el exponente del resultado igual al mayor de los exponentes de los operandos.
3) Realizar la suma (resta) de las mantisas y determinar el signo del resultado.

4) Normalizar el resultado si es necesario.

5) Comprobar condiciones de rebose.

En el ejemplo anterior se tenia x = 0,12345 x 10°e y = 0,56789 x 103. El exponente de y es mas pequefio
que el de x lo que resulta en un incremento de 2 en su exponente y en la correspondiente division de su

mantisa por 10 para obtener 0,0056789 x 10°. Se puede ahora sumar x con el valor desnormalizado de y.

x=01234500x10°
*y=00056789x 10°

0,1291289x10°

Este resultado estd ya en forma normalizada y no necesita ninguna renormalizacidn posterior. Se
observa que la respuesta se expresa con una precision de 7 cifras significativas mientras que x € y se tienen
s6lo con 5 cifras significativas. Si el resultado se va a almacenar en un computador, su mantisa se tendria que
reducir a 5 cifras significativas después de la coma (ya que se estd trabajando con mantisas con 5 digitos).

Cuando se realizan operaciones aritméticas en coma flotante de forma manual, con frecuencia se recurre
a lo que se puede denominar precisidn flotante. Si se necesita una mayor precision simplemente se utilizan
mds digitos en los cdlculos. Los computadores emplean una representacion fija para los nimeros en coma
flotante de manera que la precision no se puede aumentar como consecuencia de un cdlculo. Para poner esta
idea de manifiesto considérese el siguiente ejemplo de suma de dos nimeros binarios en coma flotante.

x=011001x2*
y=0,10001x23

El exponente de y se debe incrementar en 1 y su mantisa dividirse por 2 (deplazdndola un lugar hacia la
derecha) para conseguir que ambos exponentes sean iguales a 4.

x=0,11001 x2*
y=0,010001x2*

1,000011x2*
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En este caso se ha producido un desbordamiento de la mantisa y se debe proceder a un proceso de
renormalizacion dividiendo la mantisa por 2 e incrementando en 1 el exponente.

x+y=1000011x2* >  0,1000011x2

Se han ganado también dos cifras significativas lo que fuerza a que se tome algin tipo de accién. Por
gjemplo se puede simplemente truncar el resultado para obtener:

X+y=0,10000x2>

En la Figura 4.63 se da un diagrama de flujo detallado del algoritmo de suma (resta) de nlimeros en coma
flotante. De este diagrama de flujo conviene hacer las siguientes observaciones:

1) Como en muchas implementaciones el exponente comparte una palabra con la mantisa, es
necesario separarlas antes de comenzar el proceso de la suma. Como ya se ha dicho anteriormente
esta operacion se denomina desempaquetamiento.

2) Silos dos exponentes difieren en mds de p + 1, donde p es el nimero de cifras significativas en la
mantisa, entonces el nimero menor es demasiado pequefio para afectar al mayor y por lo tanto el
resultado es efectivamente igual al nimero mayor y no hay que realizar ningun tipo de accién. Por

ejemplo, si la mantisa sélo tiene 4 digitos, no tiene sentido sumar 0,1234 x 10%° con 0,4567 x 102,
porque el segundo sumando no produce ningiin efecto.

3) Durante la renormalizacion se comprueba el exponente para ver si es menor que un valor minimo
0 mayor que un valor mdximo. Esto corresponde a comprobar el subdesbordamiento y el
desbordamiento del exponente respectivamente. Cada uno de estos casos representa condiciones
en las cuales el nimero estd fuera del rango de niimeros que puede manejar el computador. El
subdesbordamiento generalmente conduciria a que el nimero se haga igual a cero, mientras que
el desbordamiento resultaria en una condicién de error que debe enviarse para su informacién al
sistema operativo.

4) Los simbolos >> y << especifican un desplazamiento del dato que estd a su izquierda hacia la
derecha e izquierda respectivamente. A la derecha del simbolo se indica el nimero de bits de
desplazamiento.

48.9 Redondeo ytruncamiento

En el apartado anterior se acaba de ver que algunas de las operaciones en aritmética en coma flotante
conducen a un incremento en el nimero de bits de la mantisa y que se debe utilizar alguna técnica para
mantener constante el mimero de bits de la mantisa. La técnica mas simple se llama truncamiento y consiste
nada mis que en eliminar los bits que no se necesitan. Por ejemplo, 0,1101101 cuando se trunca a cuatro
digitos significativos se convierte en 0,1101. Una técnica mucho mejor es el redondeo. Si el valor de los
digitos que se pierden es mayor que la mitad del bit menos significativo de los bits retenidos, entonces se
afiade un 1 al bit menos significativo de los que quedan. Por ejemplo, considérese el redondeo a 4 bits
significativos de los niimeros siguientes:

0,1101101 —» 0,1101+1=0,1110
0,1101001 —» 0,1101

El redondeo se prefiere siempre al truncamiento de una parte debido a que es mds preciso y de otra
porque da lugar a un error no polarizado. El truncamiento siempre disminuye el resultado lo que lleva a la
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aparicion de un error sistemdatico, mientras que el redondeo algunas veces lo reduce y otras lo aumenta. La
desventaja del redondeo es que requiere que se efectiie una operacién aritmética adicional sobre el resultado.

Desempaquetar los nimeros m, y m, se expresan con
x=m x2% y= my, x 2% p bits significativos

Parar
_ <
my < my >> 1| Comparar Iy <= My >> |
e, e, +1 e <ey exy ey ey < ey ey(—ey+l
ex=¢y
e« ey
sumar (restar) mantisas
m < m, +m,
m<—m>>1 m<« m<< |
e<e+ | por encima por debajo ece-1
del rango del rango
dentro
no del rango no
si si
Error Error
desbordamiento Fin subdesbordamiento
del exponente del exponente

Figura 4.63: Diagrama de flujo del algoritmo de suma (resta) en coma flotante

4.8.10 Algoritmo de multiplicacion y division en coma flotante
Se consideran un par de niimeros en coma flotante representados por:
x=m, 2% y=my26y
la operacién de multiplicacién en coma flotante se puede definir como:
X xy=(my x my) 2%+
En el caso de la division, la multiplicacion de las mantisas se sustituye por su divisién y la suma de los

exponentes por su resta. Por ejemplo, cuando x = 1,000 x 22 ¢ y=-1,010 x 271 el producto x x y se puede
calcular como sigue:
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1) Sumar los exponentes: -2 + (-1) = -3

2) Multiplicar las mantisas

o

0

<
e 2 ol ©
o o

1
-1,0 1

o O
S| O

Asfi el producto es -1,0100 x 273, En general el algoritmo para la multiplicacién (divisién) es mds simple
que el de la suma (resta) ya que no precisa ni de la seleccién del operando con menor exponente, ni del
alineamiento de las mantisas en coma flotante. Se distinguen cuatro pasos principales:

1) Realizar la suma (resta) de los exponentes de los operandos.
2) Realizar la multiplicacién (divisién) de las mantisas y determinar el signo del resultado.
3) Normalizar y redondear el resultado si es necesario.

4) Comprobar condiciones de rebose.

LaFigura 4.64 muestra la organizacion tipica de un multiplicador (divisor) en coma flotante.

\|/ operandos \l{

desempaquetamiento

Vo VN VI

légica sumar (restar) multiplicar (dividir)
del signo exponentes mantisas

ajustar normalizar
exponentes

redondear

S : .

umar (restar) normalizar

exponentes

empaquetamiento

resultado

Figura 4.64: Organizacion de un multiplicador (divisor) en coma flotante
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La primera etapa consiste en desempaquetar los operandos: se separan el bit de signo y los campos del
exponente y de la mantisa, se reinsertan los bits escondidos de los operandos (en el caso de que el formato
utilizado los posea) y se comprueba si hay condiciones de excepcién en los operandos (por ejemplo mantisa
igual a cero, necesidad de un desplazamiento de una de las mantisas para su alineamiento mayor que el
ndmero p de cifras significativas que se emplean en su representacion, etc). La comprobacion en esta etapa
de que una mantisa es igual a cero puede ser ttil porque si la operacién es la de multiplicacién queda ya
determinado que el resultado de la operacion aritmética es cero, también es necesaria para evitar una
insercién impropia de un bit escondido. En la segunda etapa se realiza el calculo del signo del resultado, la
suma (resta) de los exponentes y la multiplicacion (divisién) de las mantisas. A continuacién el resultado se
normaliza, redondea y renormaliza (si ocurre una condicién de rebose durante el redondeo). La tltima etapa
combina los diferentes campos, elimina el bit escondido y comprueba si se han producido condiciones de
excepcidn tales como resultado igual a cero, desbordamiento y subdesbordamiento En la Figura 4.65 se
muestra un diagrama de flujo del algoritmo de multiplicacién (divisién) en coma flotante.

Desempaquetar los nimeros

x=m,x2% y=myx2y

y

sumar (restar) exponentes

e«e te

y

multiplicar (dividir) mantisas

y

memg Xmy

si

normalizado Fin

Error m«m<< |
desbordamiento

del exponente

L

e«—e-1

Error
subdesbordamiento Parar no
del exponente

Figura 4.65: Diagrama de flujo del algoritmo de multiplicacién (division) en coma flotante
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4.8.11 Estructura basica de una unidad aritmética en coma flotante

Una unidad aritmética en coma flotante se puede realizar conectando dos ALU’s en coma fija tal como se
muestra en la Figura 4.66. La unidad de tratamiento dec mantisa se necesita para realizar
operaciones basicas sobre las mantisas, y se puede utilizar una ALU en coma fija de propdsito general del
tipo descrito en la Figura 4.55. Para la unidad de tratamiento de exponente es suficiente con un circuito mas
simple que sea capaz de sumar, restar y comparar exponentes. La comparacién de los exponentes, como se ha
comentado ya, se puede hacer con un comparador o simplemente restando los exponentes (ver seccién 4-10

para una explicaciéon mas amplia de la operacién de comparacién).

Tag craten
1a> vuauv

Bus de datos
prd
T

A\ 4

Unidad de tratamiento Unidad de tratamiento
del exponente de la mantisa
. Bus de control Unidad
T
de control

Figura 4.66: Estructura bdsica de una ALU en coma flotante

En la Figura 4.67 sc presenta la estructura general de una ALU en coma flotante que utiliza como
comparacion la resta de exponentes.

Unidad de tratamiento Unidad de tratamiento
del exponente de la mantisa
E, E; 3 A <y M RDAT
Sumador/
S d
Restador umadot
E

rd ~N
Y -

Figura 4.67: ALU en coma flotante
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Los exponentes de los operandos de entrada se almacenan en los registros E; y E,, que estdn conectados
a un sumador paralelo que permite calcular E; + E),. La comparacion de los exponentes, que se necesita para

la suma v la resta en coma flotante, se efectiia calculando E; - E, v almacenando el resultado en el registro E,

El mayor de los exponentes queda determinado por el signo de E. El registro £ puede ademds controlar el
desplazamiento que se necesita de una de las mantisas para conseguir sus alineamientos (antes de que pueda
tener lugar su suma o su resta). El contenido del registro E se va decrementado de forma secuencial hasta 0.
Después de cada decremento se desplaza un digito la mantisa apropiada. Una vez conseguido el alineamiento

de las mantisas, se procesan de la forma normal. Finalmente se calcula el exponente del resultado y se
almacenaen el registro E.
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Un circuito combinacional es un circuito 16gico cuyos valores de salida estdn determinados en cualquier
instante de tiempo Unicamente por los valores aplicados a sus entradas, y por tanto son independientes de los
estados anteriores de las mismas. Los circuitos combinacionales no nos permiten pues almacenar el estado de
las entradas y utilizarlas posteriormente para tomar decisiones, es decir, son circuitos que no tienen memoria.

La caracteristica principal de un circuito combinacional es la funcién logica que realiza. Esta funcién
l6gica describe el comportamiento del circuito pero no tiene por qué describir su estructura interna, por lo que
es posible que existan diferentes circuitos 1légicos que realizan la misma funcidn. Los circuitos
combinacionales tienen dos usos principales en los sistemas digitales:

a) Transferencia de datos. Controlan el flujo de seflales 16gicas de una parte del sistema a otra.

b) Procesamiento de datos. Procesan o transforman los datos realizando los cdlculos necesarios.

En este apéndice se consideran los principales componentes combinacionales que se emplean en la
descripcién a nivel de registro de un sistema digital.

1) Puertas de palabras

2) Codificadores

3) Decodificadores

4) Multiplexores

5) Demultiplexores

6) Dispositivos 16gicos programables

Aunque algunos de estos componentes ya se han introducido en los propios temas (por ejemplo los
decodificadores) se expone a continuacién brevemente, y con la finalidad de hacer el texto lo mads
autocontenido posible, la funcién l6gica que realiza cada uno de ellos. No se consideran los circuitos
sumadores, multiplicadores, comparadores y unidades aritmético-16gicas ya que a su estudio exclusivo se
dedicé el tema 4.
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Puertas de palabras

Se utilizan para representar la realizacion de una funcién 16gica, bit a bit, entre dos palabras o bien entre una
palabra y un bit constante.

El simbolo de la puerta de palabra expresa la operacion que se efectia entre sus datos de entrada y ia
correspondencia entre simbolos y funciones 16gicas es la misma que se utiliza con las puertas 16gicas bésicas,
con la tinica diferencia de explicitar en las entradas y salidas el nimero de bits que contiene.

Asi, dados X = (x,,_1,...., X1, Xg) € Y = (V,_15----» Y1» Vo), €0 la Figura A.1 se muestran respectivamente las
puertas AND, OR y OR exclusiva de palabras de 7 bits.

Xy Xn-1 Yn-1 X0 Yo
n n I I
& R — | Z=XY=(Xn-1¥n- 15 ven XY0)
n R IO NS
Vv
z Zy.
Xy Xn-1 Yn-1 X0 Yo
[ |}
n n ;
P I Y Z=X+Y = (Xy. g+ Yy 15 e X0+ )
n T
| 2 v
z Zy g 20
Xy Xp- 1 ¥n-1 X0 Yo
n n I :
o ---------------------------------------------- > Xp @ yp)
n
v
Z Zy-1

Figura A.1: Puertas AND, OR y OR exclusiva de palabras de n bits
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I
Los codificadores binarios son circuitos combinacionales que poseen 2" entradas y = ( You_ v YY) Y 1
salidas z = (z,.;, ..., 25, Zp) tal como se muestra en la Figura A.2. Realizan la funcién inversa de los

decodificadores y se pueden considerar como un conversor de cédigo que transforma un cédigo del tipo 1

entre 2" a un cédigo binario. Es decir, en cualquier instante de tiempo s6lo una de las variables de entrada
tiene valor 1 y las salidas representan, en un cédigo binario, el indice de la entrada con valor 1. Si hay mds de
una entrada con el valor 1, la salida estd indefinida. Un ejemplo de utilizacion es en los teclados donde al
pulsar una tecla se activa una de las entradas de un codificador que se encarga de codificar la tecla pulsada.

El médulo también tiene una entrada H de habilitacién, de forma que cuando H = 0 todas las salidas del
decodificador valen 0 y una salida A que si vale 1 quiere decir que el codificador estd activo. Esta salida
indica que hay una entrada con valor 1 (“activa”). La entrada H y la salida A se emplean cuando se desea
disefiar una red de médulos codificadores con un mayor niimero de entradas o generar una interrupcion.

Habilitacién
Yo —> 0 H

Y1 —311 O 29
Yo ——>12 1 7z

Entradas Salidas

Codificador binario
de 2" entradas

n-1 > Zn-

Yo ] —— .y A

Activa

Figura A.2: Diagrama funcional de un codificador binario de 2" entradas

Una descripcidn de alto nivel de un codificador binario de 2" entradas es:
Z=1 si yi=1l e y,=0vVk=i y H=1
z=0 encualquier otro caso
A=1 sialgin y;=1 y H=1

A =0 en cualquier otro caso
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n-1
donde z = 2,22 ,ytalque 0 <i k <2%-1.
i=0

Las expresiones ldgicas que representan un codificador binario son:

Z, = HZYk

donde y, se incluye en la suma si el bit i-ésimo de la representacion binariade kes 1,y

2"-1

A= HZYi
i=0

Por ejemplo, las expresiones logicas que representan un codificador binario de 4 entradas son:

zo=H(y,+y3)
z,=H(y,+y3)
A=H(yp+y +y,+Yy3)

En la Figura A.3 se muestra la realizacion con puertas légicas de un codificador binario de 4 entradas.

¥3 y2 Yi Yo H

Zp

7

Y Y Y

Figura A.3: Realizacion de un codificador binario de 4 entradas

Los codificadores se utilizan siempre que se desea identificar la ocurrencia de un suceso de un conjunto
de posibles sucesos disjuntos, es decir, que no se pueden presentar simultdneamente. Cada suceso se
identifica univocamente mediante un nimero entero. Hay codificadores para otros cédigos distintos del
binario (BCD, Gray, etc).

A.21 Codificadores con prioridad

Los codificadores que se han considerado anteriormente presentan la limitacién de que en cualquier instante
de tiempo solamente una entrada puede tener el valor /. Como no hay nada que impida el que se activen
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simultaneamente varias lineas de entrada de un codificador, los circuitos codificadores se disefian
normalmente para que respondan a una sola sefial de entrada activa. Esto se hace asignando prioridades a las
entradas, de forma que en cada instante s6lo se genera el c6digo correspondiente a la entrada activa que tenga
la mayor prioridad, se habla entonces de codificadores con prioridad. El orden de la prioridad esté fijado en

el codificador y para un codificador de 2" entradas se suele asignar a y,la menor prioridad y a y,n_, la mayor.

Para disefiar codificadores con prioridad de un niimero de entradas elevado se necesitan una entrada de
habilitacién H, y dos salidas H, y A. Una descripcion de alto nivel de un codificador con prioridad de 2"
entradas es:

z=1 si yi=1l e y=0Vk=zi y H.=1

z=0 en cualquier otro caso
n-1 )
donde z = )22 ytalque 0 </, k <2'- 1.
j=0

H,=i siVi y;=1 y H.=1

H, =0 en cualquier otro caso

A=1 sidalmenosuny;=1 y H.=1

A =0 en cualquier otro caso

Los codificadores con prioridad se utilizan para seleccionar un suceso de un conjunto que pueden ocurrir
simultdneamente. A este suceso lo representa por un nimero entero que lo codifica de forma univoca. En el
apartado 3.4.5 del tema 3 en el que se trata la identificacion de la fuente de interrupcion mediante hardware
paralelo se presentd una aplicacion del codificador con prioridad (ver Figura 3.21). Tal como se muestra en
la Figura A.4, un codificador con prioridad se puede realizar empleando dos subsistemas. El primer
subsistema corresponde a un circuito de resolucion de la prioridad, cuyo objetivo es eliminar todos los 1’s
excepto el de mayor prioridad; el segundo es un codificador binario del tipo visto en el apartado anterior.

El circuito de resolucién de prioridad tiene 2" entradas ( xyn_,, ..., xo) y 2" salidas (y,n ,, ..., ¥o)- Su

descripcién de alto nivel es:
yi=1i si x;=1 y X, =0,Vk>i
y;=0 en cualquier otro caso
Esto corresponde a la siguiente expresion 16gica:
Yi = in_] ....... Xi +1 Xi

donde X; representa el complemento de x;. En la Figura A5 se muestra la realizacién mediante puertas AND

de un circuito de 4 entradas para la resolucién de prioridad.
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HC
X0 Yo \\
Xy yi 0
—> 1 0 Zy
X2 y2
i) 2 1 Zy
2 Circuito de resolucién Codificador binario -
b=l i =
g de prioridad de 2" entradas =
=} 1 H <3
33} wy
Xon | yon_q n-1 -1
IT) /

L <

Figura A.4: Diagrama de bloques de un codificador con prioridad

X3 ¥3
y2
X2
—
Xy
—Q
. g Yo
0

Figura A.5: Circuito paralelo de 4 entradas de resolucién de prioridad

En la Figura A.6 se muestra el circuito integrado 74147 y su tabla de verdad, se trata de un codificador
con prioridad, con 9 entradas (x|, x, ...., Xg) y 4 salidas (zq, z;, 25, 23). El simbolo x corresponde a que el valor
de la entrada puede ser0 6 1.

Las entradas son activas en baja y con la prioridad creciente con el nimero de entrada, es decir la entrada
xg tiene la mayor prioridad. El cédigo de salida corresponde al BCD con complementacién en todas las
salidas, se trata por tanto del circuito integrado inverso al 7445 (decodificador de BCD a decimal).



A-2 Codificadores 445

X | X | X3 | X4 | X5 |Xg | X7 X | X9 | z3 |22 |Z1 [2Z0o

1 1 1 1 i 1 1 i 1 i 1 i 1

x | x | x | x {x [x |x |x |0]|O 1 i 0

\1 =0 N x {x x| x|x|x|x]o]tv ot |[1]1
Xy % Codificador ) Ny - . . . < lo ) ) 1 ololo
i con Zy x x X x | x 0 1 1 1 1 0 0 1
Prioridad 7y < xpxpxeprprprprprjojrijo

T414T) 2 x X X 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1

X9 —>0) x X 0 I 1 1 1 1 1 1 1 0 0
X 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1

0|1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 [0

Figura A.6: Diagrama de bloques y tabla de verdad del codificador 74147

Cuando ninguna entrada estd activada el codificador 74147 lo interpreta como que la décima entrada, la
entrada x;, de menor prioridad, estd activada y todas las salidas se ponen en alta, que corresponde al
complemento del cédigo BCD “0000”. En la Figura A.7 se muestra la realizacion mediante puertas l6gicas
del circuito integrado 74147.

Xg Xg X7 X6 X5 X4 X3 X2 X

>

\__D

1B o

73 (%] Zy Zg

Figura A.7: Realizacién con puertas 16gicas del codificador 74147



446 Estructuray Tecnologia de Computadores

Decodificadores

Los circuitos decodificadores son mddulos combinacionales que transforman los datos de un cddigo
numérico determinado (codigo de n bits) al cédigo con un formato conocido como 1 entre 2",

Estos mddulos se utilizan fundamentalmente en el direccionamiento de los circuitos de memorias y de
dispositivos de E/S. En esta aplicacion el objetivo es seleccionar una palabra de entre 2" palabras de memoria,
o un dispositivo de entre 2" dispositivos de E/S en operaciones de lectura o escritura. Para ello cada salida del

decodificador se debe conectar a la entrada de control correspondiente de cada dispositivo o posicién de
memoria. En general un decodificador binario de n entradas (ver Figura A.8) es un sistema combinacional

que posee nentradas y = (¥,_1, ..., ¥, Yo) y 2" salidas z=(z,n_; ,...., 2y, 2p)-
Habilitacién
oF————> 29
H
Iz
yo—>{ 0 2 > 4

Y —3 1

: ~ binari ;

Entradas j Decodificador binario : Salidas
: de n entradas ;

Yn-1l——> n-1

2“-1 —> Zzn_l

Figura A.8: Diagrama funcional de un decodificador binario de n entradas

El vector de entrada y se puede considerar que representa un n° entero comprendido entre 0 y 2" - 1.
Cuando la entrada es €l nimero i, la salida y; vale 1 y todas las otras salidas estdn a 0.

Para faciltar su uso en el disefio de circuitos el decodificador incorpora una entrada de habilitacion del
médulo H. Cuando H = 0 todas las salidas del decodificador valen 0. Una descripcién de alto nivel de un
decodificador binario de # entradas es:
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z;=1 si y=i y H=1

z;=0 en cualquier otro caso
n-1
donde y = ZijJ :
i=0

La expresion légica que representa un decodificador binario es:
z=Hm;(y) i=0,1,....,2"- 1

donde m, (y) es el minterm i-ésimo de las n variables y.

EnlaFigura A.9 se da la realizacién con puertas 16gicas de un decodificador binario de 2 entradas.

H

Zy

Yo

Z]

Q

JIL

7

Yi

Z3

Figura A.9: Realizacion de un decodificador binario de 2 entradas

447

Los decodificadores se utilizan siempre que un conjunto de valores que se han codificado previamente
tienen posteriormente que separarse (es decir decodificarse). Un ejemplo es el codigo de operacion de un
computador. Este cédigo, que forma parte de cada instruccion, se tiene que decodificar para determinar la

operacién que el computador tiene que ejecutar (ver Figura A.10).

Cédigo de
operacién

Instruccion Direccion

Decodificador

SUMA RESTA

Figura A.10: Decodificacion de instrucciones
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En la Figura A.11 se muestra un decodificador de 1 entre 10 (se trata del circuito integrado 7445 que es
un decodificador de cédigo BCD a decimal). Tal como se indica mediante los circulos inversores, las sefiales
de salida de este decodificador son activas a nivel bajo (16gica negativa). Asi, si la entrada al decodificador es
v3y2¥1Yo = 0011 (que es en binario el nimero 3) su salida serd z9zg272¢252423722129 = 1111110111. E1 O en la

linea de salida z; indica que se ha decodificado la entrada que corresponde al nimero 3.

Este circuito no tiene linea de habilitacion, sin embargo resulta inhabilitado para cualquiera de las seis
combinaciones de entradas que no representan un digito BCD valido.

En la Tabla A.1 se da la tabla de verdad del circuito 7445. Se observa que para las configuraciones de
entrada que corresponden a los niimeros decimales que van del 10 al 15 todas las salidas del decodificador

_____ o a A 2af v i Actd ha MY

[ 4 WPV MRy { o~ 1312
CSldll d U HIUICAIIUU dadl ul HU CSld 1AL LaUV.

¥3 Y2 Y1 Yo

|

Zg g 7 Zg Zs Zy Zy Zy Z Zy
Figura A.11: Circuito 16gico del decodificador 7445

Un decodificador de » entradas y una puerta OR realiza cualquier funcién de »n variables. La salida
i-ésima del decodificador corresponde al minterm m,(y), esto permite obtener la expresién candnica de la
funcién como suma de minterms, conectando directamente a una puerta OR las salidas del decodificador que
corresponden a los minterms de la funcién que se desea sintetizar. Con el mismo decodificador se pueden
generar mds de una funcién de las mismas variables.

Sean por ejemplo las siguientes funciones 10gicas de tres variables expresadas en forma canénica como
suma de sus minterms:

£, (y3, Y2, y) = 2.m(0,3,4)
f2(y3,¥2, yp) = 2.m(1,2)
f3(y3 ¥ y) = 2m(3,5,7)
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y3 Y2 Y1 Yo Z Z L] z Z Z5 Zs z; zg Z9
0 0 0 0 0 1 i 1 1 1 1 t 1 1
0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 i 1
0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 0 1 i 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 i 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 i 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 1 1 i 1 1 1 1 0 1
1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1
1 1 0 0 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 L 1 1
1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1

Tabla A.1: Tabla de verdad del decodificador 7445

En la Figura A.12 se muestra la sintesis de estas funciones utilizando un decodificador binario de 3

entradas y 3 puertas OR.
¥3
Decodificador
y2 binario my
de 3 entradas
Y1

fy

Figura A.12: Sintesis de funciones légicas utilizando un decodificador
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Los decodificadores se pueden interconectar entre si para obtener médulos de mayor niimero de lineas
de entrada y de salida (propiedad de ampliacion de los médulos). La manera de realizarlo es mediante una
estructura arborescente de decodificadores, tal como se muestra en la Figura A-11 en el caso de un
decodificador de 4 entradas construido a partir de decodificadores de 2 entradas.

El arbol, de dos niveles, tiene un decodificador en el primer nivel y cuatro en el segundo. El vector de
entrada y = (¥3, ¥, ¥, ¥p) se divide en dos subvectores, con (ys, ¥,) decodificados en el primer nivel e (y,, ¥,)
en el segundo. Las 16 salidas se particionan en 4 grupos con 4 salidas en cada uno. La decodificacién del
subvector (ys, y,) habilita auno de los grupos y la decodificacion de (y,, y,) produce la salida correspondiente
en el grupo que estd activado.

Habilitacién

Y3

¥2 Decodificador

] L

Yi H Y1 H Y1 H Yi H
Yo Decodificador \Y0 Decodificador \ Y0 Decodificador \Y0 Decodificador
715214 213212 211210 29 23 27 26 25 24 32 11

Figura A.13: Decodificador de 4 entradas obtenido mediante decodificadores de 2 entradas
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Multiplexores

La funcién primaria de un multiplexor (que en ocasiones se abrevia MUX) como componente combinacional
en un computador es hacer que palabras con origenes diferentes se puedan transferir a un mismo destino.
Permite seleccionar una de entre varias seflales de entrada y enviarla a la salida, por esta razén a un
multiplexor también se le conoce como circuito selector de datos.

En un instante dado, s6lo se transfiere una palabra a través del multiplexor, es decir, el bus de salida se
comparte por todas las fuentes de datos. A esta manera de compartir se la conoce como multiplexado en el
tiempo. El nimero de lineas de seleccion o control es tal que sus posibles combinaciones igualan al nimero
de entradas de datos, es decir, si el circuito multiplexor admite 8 lineas de entrada, debe tener 3 lineas de
seleccion, pues 2 = 8 son todas sus posibles combinaciones. En general, para n lineas de seleccién o control
(¢, =0, 1, ..., n-1) hay disponibles hasta 2" lineas de entradas de datos (y, i =0, 1, ..., 2" - 1).

El multiplexor dispone de una linea de habilitacion (H) que cuando estd desactivada (a 0 6 a 1 seguin se
trate), la salida del multiplexor z toma un valor fijo independientemente del valor de las entradas de seleccién
y de datos (ver Figura A.14). En algunos casos si el multiplexor no est4 habilitado su salida se encuentra en un
estado de alta impedancia (ver apartado 1.4.5).

Habilitacién
Yo ——90\J}\
Yi — |
Entradas ;
de : n Salida d
i MUX (2" |—— , Dalldade
: datos
datos
Yonop T

Entradas de seleccion

Figura A.14: Diagrama funcional de un multiplexor de 2" entradas de datos
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Los valores de las variables de control ¢ se interpretan como la representacién binaria de un nimero
entero comprendido entre 0 y 27 -1. La salida z del multiplexor corresponde al dato de entrada y; si ¢
representa el entero i. Una descripcion de alto nivel del multiplexor es:

Z=Yy, si el MUX estd habilitado H=1
z=0 si el MUX estd deshabilitado H=0

donde

n-1
c = ZCJZJ
j=0

En la Figura A.15 se muestra la realizacién mediante inversores, puertas AND y una puerta OR de un
multiplexor con 4 entradas de datos de un bit cada una (ys, y,, y; € ¥) y que por tanto requiere un bus de
control de 2 bits (¢, ¢,). También se indica la tabla de verdad del multiplexor.

Asf si el multiplexor estd habilitado (H = 1) y las entradas de seleccién o control valen ¢ ¢y =0 1 (que es
la representacién binaria del niimero entero ¢ = 1), de acuerdo con la descripcion de alto nivel del
multiplexor su salida serd z = y,.

Cy <o H z
vi o|lolofo
oft1]o]o
z 1]olofo
¥2

e tl1]0fo0

\A
of{o0o}| 1 |¥
¥3 o 1] 1"
1] o1 ([
1 1 1Y

Cy Cp H
Figura A.15: Realizacién de un multiplexor de 4 entradas de datos

El multiplexor, si no se tienen en cuenta los inversores, es un ejemplo tipico de circuito combinacional
de dos niveles (AND-OR). Siempre se puede obtener un multiplexor mds grande (mayor niimero de entradas
de datos) interconectando adecunadamente varios multiplexores mds pequeiios (propiedad de ampliacién de
los médulos). Por ejemplo, en la Figura A.16 se presenta el disefio de un multiplexor de 4 entradas de datos
(MUX(4)) utilizando 3 multiplexores de 2 entradas de datos (MUX{(2)).
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Esta propiedad de construccién mediante una estructura arborescente de multiplexores de mds entradas,
a partir de multiplexores con menor nimero de entradas (andloga al caso de los decodificadores) es

totalmente general.

—
—

e

Yo —

¥y3 —3

]
H
MUX (2) |
H
€0

MUX (2) z

1
H
€
MUX (2)
Co

Figura A.16: MUX (4) obtenido mediante 3 MUX (2)

Adema4s de su utilidad para seleccionar o transferir datos, otra caracteristica muy interesante de los
multiplexores es que pueden servir también como mddulos universales para la generacion de funciones
logicas. En el caso mas simple, se elige un multipiexor de tantas lineas de seleccién como variables tenga la
funcién l6gica. Cada variable se conecta a una linea de seleccién y las entradas de datos del multiplexor se
ponen a un valor fijo (0 6 1) correspondiente a cada uno de los valores de la tabla de verdad de la funcion
l6gica que se desea generar. Por ejemplo, en la Figura A.17 se muestra la realizacion de la funcion
OR-exclusiva de tres variables con un multiplexor de 8 entradas de datos.

Entradas de datos

—_ e S = e = =

l

- o
e _—

BN e NV S )

MUX (8)

X3 X X

F—>2=x19x,Dx;

Entradas de seleccion

Figura A.17: Realizacién de la funcién x; @ x5 € x5 con un MUX (8)
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Un demultiplexor es un circuito combinacional, con # entradas de seleccién o control c=(c,_}, ...., €}, Cp), Una

entrada de datos y, una entrada de habilitacion del médulo H'y 2" salidas de datos z = (z,n_, -..., 2}, Zo) (ver

Figura A.18). La entrada se conecta con la salida seleccionada por las variables de control 6 seleccion. Todas
las otras salidas estdn a ().

Habilitacion

Demultiplexor binario :
Entrada de datos y ——> } Salidas
de 2" salidas "

ézzn_d

Cn-1 o)

Entradas de seleccion
Figura A.18: Diagrama funcional de un demuitiplexor de n entradas y 2" salidas

Los demultiplexores se pueden emplear para transferir datos desde una fuente comiin a uno de entre
varios posibles destinos bajo el control de las entradas de seleccion. Por este motivo se suele denominar
también a los demultiplexores como distribuidores. Esta operacién es la inversa de 1a de conduccién de datos
realizada por un multiplexor.

Una descripcion de alto nivel de un demultiplexor de » entradas es:
7=y si i=c y H=1

z;=0 si izc o H=0
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n-1
donde ¢ = ch2j,ytalque 0<i<2"-1.

i=0

La expresion l0gica que representa las salidas del demultiplexor es:
z,=Hym,(c) i=0,1,.....,2"- 1

donde m,(c) es el minterm i-ésimo de las n variables de seleccidn c. Estas expresiones son similares a las del
decodificador con la tnica diferencia de la entrada de datos adicional y. En consecuencia, un demultiplexor
se puede utilizar como un decodificador. Es posible también emplear de forma inversa un decodificador
como un demultiplexor, a condicién de que la entrada de habilitacion H del decodificador se use como

entrada de datos del demultiplexor. En este tltimo caso el demultiplexor resultante no dispondria de entrada
de habilitacion.
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Dispositivos lagicos programables

Existen elementos 16gicos de propésito general que han sido desarrollados para realizar cualquier funcién
combinacional, como por ejemplo determinadas partes de la unidad de control de un computador no
microprogramable. En general estos componentes han de cumplir los dos requisitos siguientes:

1) Cada componente debe tener una estructura subyacente uniforme, que permita una produccién
masiva utilizando las modernas técnicas de fabricacién de circuitos integrados.

2) Es posible alterar la estructura bésica del componente, o bien durante el propio proceso de fabri-
cacidn o directamente por parte del usuario, para realizar la funcién 16gica impuesta por el disefio.

Ejemplos de este tipo de circuitos son:
a) ROM (Read Only Memory).
b) PLA (Programmable Logic Array).
¢) PAL (Programmable Array Logic).

La utilizacién de la ROM como elemento de propésito general para la sintesis de funciones légicas ya se
comento en el tema 4 (ver apartado 4.2.6 y problema 4.19) y por ese motivo no se considera. Simplemente

conviene recordar que con una ROM de 27 palabras x m bits se pueden realizar simultdneamente m funciones
16gicas de n variables.

A.6.1 Arrays l6gicos programables (PLA)

Un array légico programable o PLA (Programmable Logic Array) es un conjunto de puertas logicas sin un
propésito definido a priori, que se puede configurar para la realizacidn de una determinada funcién. Esta
particularizacién se lleva a cabo normalmente mediante la fusién de determinados fusibles que interconectan
las puertas logicas del PLLA. Un PLA contiene los elementos siguientes:

a) Un conjunto de lineas de entrada (del orden de 8-16)

b) Un conjunto de lineas de salida (del orden de 6-8)

¢) Un conjunto de puertas AND (del orden de 48-96)

d) Un conjunto de puertas OR (una por cada linea de salida)

¢) Un conjunto de inversores sobre cada linea de entrada y salida

f) Dos matrices de conexiones alterables (matriz AND y matriz OR)
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En la Figura A.19 se muestra un diagrama de bloques de la estructura de un PLA.

_ﬁ ——|
Matriz : Matriz X
3 ; de ; de ;
9 : ; 4
5 =
5 | conexiones N conexiones ! E
i 1 t
. -
AND ' OR '
L D > D

Figura A.19: Estructura funcional de un PLA

A nivel légico un PLA permite una realizacién NOT-AND-OR de un conjunto de funciones.
Especificamente un PLA n x m permite sintetizar m funciones de n variables. Consta de un conjunto de n
inversores que proporcionan el valor complementario de las variables de entrada, un conjunto de k puertas
AND que producen los términos productos y un conjunto de m puertas OR que generan los términos sumas.

Las puertas AND y OR se organizan en dos estructuras regulares denominadas arrays AND y OR
respectivamente. Las conexiones de las lineas de entrada (o de sus complementos) con las entradas de las
puertas AND se programan. Andlogamente, también se programan las conexiones entre las salidas de las
puertas AND y las entradas a las puertas OR. En la Figura A.20 se ilustra la estructura logica de un PLA. Se
observa que un PLA n x m que contiene k puertas AND puede realizar un conjunto de m funciones de
conmutacién de n variables, si el nimero de términos productos en su representacion de suma de productos
no es mayor que k.

Yo —e i Array AND
>0 A
M I
¥2 Conexiones que
T—{>O pueden eliminarse
Yn-1 t
W)

Array OR D g ”
Conexiones que Tz\ [ 2 A
pueden eliminarse i Lt B Salidas

- !
%:n/ | N

Figura A.20: Estructura l6gica de un PLA
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EnlaFigura A.21 se muestran las cuatro condiciones que hay para cada variable de entrada.

1) El estado inicial no programado con todas las conexiones intactas tanto de la variable como de su
complemento.

2) La variable o su complemento se seleccionan eliminando la conexién correspondiente.
3) Si se eliminan ambas conexiones la variable no aparece en el término producto.

4) Si se eliminan todas las conexiones de una puerta AND, se genera a su salida un 1 l6gico.

yi p— ¥i —
- -
{ / \T/
0 Yi
a) Estado no programado b) Variable seleccionada
Yi b Yi -
W._ W_
H N F 1 -
u )
N4 ' \T,/
v, |
¢) Variable complementaria seleccionada d) Variable no seleccionada

Figura A.21: Estados de conexidn en el array AND de un PLA

En general no se deberia utilizar la condicion de estado no programado ya que esto llevaria a que de
forma permanente el término producto serfa O (py;y; = 0, donde p representa las otras variables que forman
el término producto). Una excepcidn a esta regla es cuando no se desea utilizar una puerta AND en cuyo caso
hay que emplear el estado no programado que deja intacta todas las conexiones y hace que el término
producto correspondiente sea 0.

Conviene sefialar las diferencias, que desde el punto de vista de realizacion de funciones ldgicas
presentan una ROM y un PLA.

1) En general un PLA produce una sintesis mas compacta que una ROM, ya que en lugar de
almacenar la tabla de verdad completa de la funcién, realiza una suma de productos minima. La
reduccion en tamafio resulta considerable si el nimero de productos que se necesitan es mucho
menor que el maximo de 2"

2) Larealizacién con un PLA estd limitada a un conjunto de funciones, que pueden representarse por
un conjunto de sumas de productos que no tiene mas de k términos productos. Esta restriccién no
existe en el caso de la ROM que incorpora todos minterms de la funcién.
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3) La programacion de un PLA es mds dificil que el de una ROM. Esto se debe a que en un PLA hay
que disefiar una estructura AND-OR de dos niveles.

TS
A.6.2 Ejemplo: Sintesis de funciones légicas con un PLA
Se desea implementar con un PLA el siguiente conjunto de funciones booleanas:

fL (Y3, Y2, Y1, Y0) = YoY1Y2
£ (Y3, Y2, Y1, YOI = Yo¥2 + ¥1Y2
£3(¥3, Y2, Y1, Y0) = VoY1 + YoY2¥s + YoV1Y2

En la Figura A.22 se muestran las conexiones de un PLA para estas funciones. Conviene observar que
cuando existe un término producto que es comiin a varias funciones se puede compartir de la misma forma
que en una implementacién normal AND-OR en dos niveles (la salida de 1a puerta AND nidmero 5 forma el
término producto y,y,y, que es compartido por las funciones f; y f3). La simplificacion logica puede ser util

también con una implementacion PLA debido al nimero limitado de puertas que se dispone.

Yo _ """"" Array AND
Yi ,[A
Yo
o S
Conexién
Y3 t
|
)
Array OR 0 Y\ ......
1 7 f
L
32 f, } Salidas
g
Ay .
3 13
S

Figura A.22: Sintesis de las funciones f|, f, y f3 del ejemplo con un PLA

A.6.3 Arrays logicos programables (PAL)

El PLA descrito en la seccién anterior tiene programable tanto las conexiones del array AND como del array
OR. La compaiifa Advanced Micro Devices (AMD) fabrica una familia de dispositivos 16gicos programables
que solo permita alterar las conexiones del array AND. Denominan a este tipo de moédulo como PAL
(Programmable Array Logic), término que es ahora ampliamente aceptado para nombrar a esta clase de
dispositivos.
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Enun PAL la salida de cada puerta AND va directamente a la entrada de una puerta OR. Tipicamente, se
conectan 8 puertas AND a las entradas de cada puerta OR (de 8 entradas). Un motivo para esta restriccion es
aumentar la velocidad de operacién ya que las conexiones programables incurren en un retardo mayor que
una conexidn cableada directamente. En la Figura A.23 se muestra un ejemplo de un circuito combinacional
PAL, el AMD PALI6LS. Laletra L (Low) en la identificacién del médulo indica que las salidas se invierten .

Entradas Conexiones programables Entradas/Salidas
I
0,
L5t \ |
By No conexién
L3
10,
L3
L3 5+
- 105
T3 4
%}‘{\)"‘ 104
™ <
g o
%}—th 10,
3 _ H
Og
I3 L )

Figura A.23: Array l6gico programable tipo PAL (AMD PAL16L8)
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Como en el caso del PLA, inicialmente todas las conexiones estdn activas. Aunque en la Figura A.23 por
claridad no se han dibujado. En este dispositivo hay un maximo de 16 entradas y 8 salidas, aunque algunas
salidas se comparten con las entradas debido a limitaciones en el nimero de terminales del circuito integrado.
Las conexiones de entrada/salida permiten establecer caminos de realimentacion. Las salidas del modulo van
dotadas de puertas triestado que se pueden activar mediante un término producto de las entradas y variables
de realimentacién. Las conexiones de entrada/salida compartidas se pueden emplear como entradas cuando
se desactivan las salidas.

Enla Figura A.23, hay 10 entradas independientes, I}, I, I5, 14, Is, I¢, 17, Is, Ige I', cada una de ellas con

posibilidad de seleccion de la variable o de su complemento. Hay 8 salidas, 6 de las cuales también sirven
como entradas [0, 105, 10, 105, I0g, 10+ y 2 se dedican a salidas O; y Og. Este médulo puede generar 8

sumas de funciones producto, cada una con 7 términos producto y cada término producto con 10 variables.
Alternativamente se pueden generar 2 sumas de términos productos cada una con 7 términos productos y
hasta 16 variables (6 de las cuales provienen de los terminales compartidos de entrada/salida). Son posibles
otras configuraciones aunque siempre sujetas a las limitaciones que imponen la comparticién de lineas de
entrada/salida. En este caso no hay ninguna ventaja en tener términos productos compartidos entre las
expresiones de suma de productos ya que cada término se genera separadamente para cada puerta OR. Como

en el PALIGLS se invierten las salidas, las funciones 16gicas que implementan son en realidad del tipo
AND-OR-NOT.

RS
A6.4 Ejemplo: Sintesis de funciones légicas con un PAL

La Figura A.24 muestra como se implementaria la funcién f = abc + abc + ac en una salida de un
PALI6LS. Se observa que las puertas AND que no se utilizan tienen intactas todas sus conexiones lo que
fuerza un 0 a las entradas de estas puertas. Las salidas de las puertas AND estardn asi en un 0 permanente y no
afectan a la puerta OR correspondiente. La salida f se genera eliminando todas las conexiones a la entrada
de la puerta AND que controla la puerta triestado de salida ya que se precisa un | para activar dicha puerta.

Entradas

aa bb <¢¢ 1

Salida
T

Figura A.24: Implementacién de la funcién f = abc + abc + ac utilizando un PAL

Para permitir que la sintesis de una funcidn logica se pueda realizar en un PAL especifico, una expresion
suma de productos se puede implementar empleando més de dos niveles. Para hacerlo, tal como se muestra
en la Figura A.25, se conecta una salida a una entrada.
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Por ejemplo para obtenera + b+ c+d+ e+ f+ g+ h + i+ j,laprimera etapa podria generar
x=a+b+c+d+e+f+gylasegundaetapax + 2+ i + ;. Enla Figura A.25 no se incluyen, para una
mayor claridad, las conexiones a las puertas AND no utilizadas.

Entradas

-3 — <

Salida

Figura A.25: Expresion multinivel de una suma de productos

El AMD PALI6LS descrito en la Figura A.23 proporciona la salida complementada (la L en el nombre
indica que la salida es la complementaria). Existen PAL’s con salida sin complementar (emplean en el
nombre la letra H). Si se dispone de un PAL con salida complementada y lo que se desea es implementar la
funcién sin complementar la forma mas sencilla de deducir la inversa de la funcién como una suma de
términos productos es agrupar los 0’s de la funcién en un diagrama de Karnaugh en lugar de los 1 7s.

En algunos dispositivos es posible programarlos de forma que pueden generar tanto la funcién sin
complementar como complementada. Tal como se muestra en la Figura A.26, estos dispositivos incorporan
un circuito programable que permite realizar ambas posibilidades.

Asi, si se deja intacta la conexion programable se obtiene que salida = entrada, mientras que si se

elimina dicha conexién se genera salida = entrada . El circuito de la Figura A.26 se colocaria después de la
puerta OR y antes del buffer triestado.

Entrada

Salida

Conexidn programable

Figura A.26: Circuito de salida verdadera/inversa



