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OBJETIVOS
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Identificar sucesos aleatorios

Adquirir los dos conceptos de probabilidad

Reconocer y aplicar las distintas propiedades de la probabilidad
Distinguir el concepto de probabilidad condicional

Determinar si dos sucesos son 6 no independientes.

Determinar las condiciones y aplicar el teorema de la probabilidad total

Resolver situaciones problematica haciendo uso de los distintos conceptos que brinda la

probabilidad.



Probabilidad

1.- INTRODUCCION

El Analisis Combinatorio y la Teoria de la Probabilidad tienen origenes comunes: el anélisis de
juegos de azar. La teoria de la probabilidad comenzé a desarrollarse hace mas de trescientos
afios, cuando Blaise Pascal se interesd por algunos juegos de azar. Fue durante esos estudios
cuando Pascal descubrid varias propiedades de los coeficientes binomiales (Teorema del
binomio). Luego el matematico francés, Laplace estudiando también juegos de azar, definid la
probabilidad de un suceso, que dio lugar al desarrollo de muchos de los fundamentos de la teoria
de la probabilidad.

En la actualidad, la teorfa de la probabilidad, desempefia un importante papel en diversas
disciplinas. Por ejemplo, esta teoria tiene un papel central en el estudio de la genética donde se
la puede utilizar para explicar la herencia de diferentes rasgos fisicos. Por supuesto la probabilidad
sigue siendo una parte muy popular de las matematicas por sus aplicaciones a los juegos de azar,
que siguen recibiendo atencidn por parte de mucha gente.

En informatica, la teoria de la probabilidad desempefia un papel importante en el estudio de la
complejidad de los algoritmos. En particular, ideas y técnicas de esta teoria se usan para
determinar la complejidad media de los algoritmos. Los algoritmos probabilisticos se pueden
utilizar para resolver muchos problemas que no pueden tratarse, de forma sencilla y eficiente,
utilizando algoritmos deterministas. Un algoritmo probabilistico, en lugar de seguir siempre los
mismos pasos cuando los datos son idénticos como hace un algoritmo determinista, toma algunas

decisiones de forma aleatoria, lo que puede llevar a resultados distintos.

2.- SUCESOS ALEATORIOS

La teoria de la probabilidad estudia los llamados experimentos aleatorios, es decir aquellos
experimentos que pueden dar lugar a varios resultados sin que se pueda predecir con certeza el
resultado concreto. Al repetir el experimento bajo condiciones similares se obtendran resultados
que, por lo general, seran distintos. En consecuencia se puede decir que las caracteristicas de los
experimentos aleatorios son las siguientes:

v Es posible repetir el experimento en forma indefinida sin cambiar esencialmente las

condiciones en las que se realiza.
v" No es posible predecir un resultado en particular.

v Se puede describir el conjunto de todos los resultados posibles.



v" Amedida que el experimento se repite, los resultados parecieran ocurrir en forma caprichosa,
pero cuando se repite un numero considerable de veces se puede observar un
comportamiento de regularidad que lo caracteriza.

Al conjunto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio se le llama espacio

muestral, y suele representdrselo por medio de la letra S.

Definicién:

Se llama espacio muestral; al conjunto S de todos los resultados posibles de un experimento o

fendmeno aleatorio E.

Los siguientes son ejemplos de experimentos aleatorios con sus posibles espacios muestrales.
E1: Lanzar una moneda; S; = {c, s}

E.: Lanzar dos moneda; S, = {(c,c), (c,s), (s,c), (s,5)} que corresponde a un espacio
muestral detallado. También podria ser S, = {0, 1,2} si lo que interesa es indicar el nUmero de
caras obtenidas en cada lanzamiento. Hay que diferenciar entre los resultados (c,s) y (s,c) lo
que se puede lograr pintando las dos monedas de colores distintos, supdngase rojo y blanco,
entonces (c,s) corresponde a obtener cara en la moneda roja y sello en la moneda blanca,
mientras que (s,c) corresponde a la situacion inversa. Una tercera forma de razonar el
experimento es considerar que la moneda es la misma y que se la tira dos veces.

Es:lanzarun dado; S3=1{1,2,3,4,5,6}

Es: lanzar dos dados; el espacio muestral detallado es el Producto Cartesiano
{1,2,3,4,5,6}X{1,2,3,4,5,6}esdecirS, ={(1,1), (1,2) .. . (3,1),... (6,6)}

Es: medicion del agua de lluvia caida diariamente ( h, medida en mm ) en una estacion de
monitoreo Ss ={h|0<h <100 }. Supdngase que el agua caida en ese lugar no supera los
100 mm.

No siempre es posible describir el espacio muestral enumerando sus diferentes elementos. A
veces se lo define por medio de una condicidn, o regla, que deben cumplir sus elementos (ej.
puntos que se sitlan en una circunferencia). Dependiendo del nimero de resultados posibles del
experimento aleatorio, el espacio muestral podrd ser: finito (ej. resultados de la tirada de un
dado), infinito numerable (cuando a cada elemento del espacio se le puede hacer corresponder
un numero entero sin limite, ej. vida en afios de un componente electronico), e infinito no
numerable (ej. nimeros reales en el intervalo [0, 1] ).

Se llama suceso a un subconjunto A del espacio muestral, es decir un subconjunto de resultados
posibles del experimento.

Definicion:

Se llama suceso o evento a todo subconjunto del espacio muestral.



Una consecuencia de esta definicién es que el propio espacio muestral Sy el conjunto vacio son
considerados sucesos.

Para designar sucesos se utilizan las primeras letras del abecedario en mayusculas, A, B, C, ... Asi
A ={c}esunsucesoasociadoa S; ={c, s}, B={(cs), (c,c)} es un suceso asociado al
espacio muestral S, = {(c,¢), (c¢,s), (s,c), (s,5)}, C ={1, 3, 5} es un suceso asociado a
S3=1{1,2,3,4,5,6 }.

Los sucesos mas simples son los sucesos elementales, que consisten en un Unico punto del espacio
muestral. De forma mas exacta se puede definir los sucesos elementales de un experimento
aleatorio como aquellos sucesos que verifican:

v Siempre ocurre alguno de ellos, y

v Son mutuamente excluyentes.

Por ejemplo, obtener un 4 es un suceso elemental del experimento de lanzar un dado. Vale decir
A ={41} Por otra parte, un suceso es compuesto cuando —al contrario de los sucesos
elementales— puede ser descompuesto en sucesos mas simples. Es decir, serian los sucesos que
se pueden construir a partir de la unién de sucesos elementales.

Por ejemplo, en el experimento de lanzar un dado, al hecho de obtener un nimero par le
corresponde el suceso compuesto A = {2,4,6 }.

Existen dos sucesos particulares especialmente interesantes. El primero es el suceso imposible
@, es decir el subconjunto vacio del espacio muestral, seria el suceso que no ocurrird nunca. Por
otra parte, el propio espacio muestral, serd el suceso seguro. S, ocurrird siempre. Cuando un
suceso no coincide ni con el suceso imposible ni con el seguro, se dice que el suceso es probable.
Con la finalidad de tener un lenguaje exento de ambigliedades es necesario establecer una
notacién precisa para expresar nuevos sucesos a partir de la combinacién de dos o mas de ellos.
Esta notacidn se logra a través del uso de la Teoria de Conjuntos puesto que los sucesos aleatorios
se definieron como tales.

Por lo tanto se puede definir entre los sucesos; las mismas operaciones que se realizan sobre los
conjuntos abstractos.

El drea sombreada de cada figura representa el sector en el cual se ubica el resultado del
experimento.Si x € § es el resultado de un experimento, entonces se dice que:

a) Ocurre un suceso Asiy sélosi x € A, esto se denota por A.

S

Ocurre el suceso A



b) No ocurre un suceso Asiysdlosi x € "A, esto se denota por A .

)

Mo ocurre el suceso A

¢) Ocurre el suceso A 6 B é ambos siy solosix € AU B, esto se denotapor AUB

gm

Ocurre el suceso A 0 B 0 ambos

d) Ocurre el suceso Ay Bsiysolosix € AN B, esto sedenotapor ANB

D

Ocurre el suceso Ay B

>

e) Ocurre el suceso A pero no el B (s6lo ocurre A) siy sélosix € AN B, esto se denota por 4 N

B

~
&

Ocurre el suceso A pero no € B

f) No ocurre el suceso A ni el B (no ocurre ninguno de los sucesos) siy sélosix € A N B, esto se

denota porE NB

=
5

Mo ocurre el suceso A niel B

g) Los sucesos Ay B no ocurren juntos siy sélosi AN B = @.
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©E®

Los sucesos A v B no ocurren juntos

Esta Ultima situacion lleva a definir sucesos mutuamente excluyentes, es decir que nunca pueden
ocurrir simultdaneamente.

Definicion:

Se dice que dos sucesos A y B son mutuamente excluyentes si no pueden ocurrir simultdneamente.

La importancia de la condicién de exclusion es que permite establecer que si uno de los sucesos

ocurre, entonces el otro no puede ocurrir.

h) Siempre que ocurre el suceso A ocurre también alavezel B(A € B) siysolosix € (A € B),

esto se denota por A € B.

@

C

Ocurre el suceso Ay alavez el B

Es evidente que para cualquier suceso A se cumpleque P S A y A C A.
3.- DEFINICION Y PROPIEDADES DE LA PROBABILIDAD

El concepto de probabilidad surge para medir |la certeza o incertidumbre de un suceso de un
experimento aleatorio. La teoria de la probabilidad surge por la necesidad de encontrar
estrategias dptimas para los juegos de azar, aunque rapidamente sobrepasé este campo. La
forma mas directa de saber la posibilidad de que ocurra un suceso en un experimento aleatorio

es repetir dicho experimento muchas veces.
3.1.- CONCEPTO CLASICO DE PROBABILIDAD

Supdngase que se repite n veces el experimento E. Sea A un suceso cualquiera asociado a E.
Llamese frecuencia absoluta de A, f4, al nUmero de veces que ocurre el suceso A y frecuencia

relativa de A, fr, al cociente entre su frecuencia absoluta y el nimero de veces que se realiza el

experimento. Es decir que fp = %‘“

La frecuencia relativa tiene las siguientes propiedades:
a) 0< fR <1
b) fr = 1siy solosi A ocurre en las n repeticiones, es decir, ocurre siempre.

c) fr = 0siysdlosi Anoocurre nunca en las n repeticiones.



d) Si Ay B son dos sucesos mutuamente excluyentes, entonces faug = fa + f5

e) Si n se repite indefinidamente, es decir, “n tiende al infinito”, entonces la frecuencia relativa
fr tiende a la probabilidad del suceso A.

De esta forma se puede considerar que fx es la probabilidad empirica de A, entonces se puede

definir la probabilidad P(A) del suceso A como:

frecuencia absoluta del suceso A

P(4) = lim 24 = lim

n—oo n—oo n° de veces que se repite el experimento

Esta definicién indica que la probabilidad del suceso A, P(A), es el limite cuando n tiende al infinito
de la frecuencia relativa del suceso.

Obsérvese que si el suceso ocurre siempre f; =n y P(A) = 1, por el contrario, si el suceso no
ocurrenunca f; = 0 y P(A) = 0. De esta forma la probabilidad de un suceso esta comprendida
entre 0 y 1, vale decir que 0 < P(A) < 1, y el suceso serd tanto mas probable cuanto mas se
acerque a 1 su probabilidad.

Ejemplo

Lanzar una moneda al aire es un experimento cldsico. Sea el suceso C: sale caray el suceso D: sale
sello. La probabilidad de Ccomolade Des P(C) = P(D) = 0,5.

En el afio 1.900 el estadistico Pearson realizd este experimento con un total de 24.000

lanzamientos —tardo unas 40 horas en realizarlo—y obtuvo un resultado de 12.012 caras (y 11.988

12.012
24.000

sellos). Esto significa que P(C) = = 0,5005 que es un valor muy proximo a la probabilidad

tedrica.

La definicién anterior implica, obviamente, que hay que repetir un gran nimero de veces el
experimento para calcular la probabilidad de un suceso. Afortunadamente, el calculo de la
probabilidad se puede simplificar mucho en el caso de que todos los sucesos elementales sean
equiprobables?, es decir, sus frecuencias son iguales cuando el experimento se repite un gran
numero de veces. En este caso, la probabilidad de un suceso se puede establecer a partir de la
definicién introducida por Laplace, segln la cual P(A) es el cociente entre el nUmero a de casos
favorables al suceso A (6 niumero de sucesos elementales en que se da A) y el nimero N de casos

posibles (6 nimero de sucesos elementales del espacio muestral).

a casos favorables
P(A) ===

N casos posibles

1 La expresién lim se lee limite cuando n tiende al infinito. Para el caso que se estudia, el limite es una magnitud fija a la que se
n—oo

aproximan cada vez mas los términos de una secuencia infinita de magnitudes.
2 Equiprobable significa que todos los sucesos son igualmente probables.



En particular, en este caso de sucesos equiprobables, la probabilidad de un suceso elemental sera
P(A) = ¥ La definicidon anterior también se conoce con el nombre de definicion clasica de

probabilidad.

Ejemplo 1

El lanzamiento de un dado no trucado supone que los sucesos son equiprobables. Sea el suceso
A: sale un cuatro, entonces P(A) = 1/6, como ejemplo de un suceso compuesto sea el suceso
B: sale un nUmero par, entonces P(B) = 0,5, puesto que hay tres casos favorables { 2, 4, 6 } de

los seis casos posibles {1, 2,3,4,5,6}.

Ejemplo 2

La extraccion de tres fichas al azar y sin sustitucién, de una caja que contiene 6 fichas rojas (R), 4
blancas (B) y 5 azules (A).

En primer lugar, el espacio muestral equiprobable S, de este experimento estd constituido por
ternas, como por ejemplo {R, R, A}, {B, B, B}, {R, B, A}, etc. Que no es necesario expresar por
extension ya que posee muchos elementos y lo que interesa es la cantidad de ternas y no cudles
son esas ternas.

Luego, S es el conjunto de todas las combinaciones® posibles de 15 fichas tomadas de a 3. Por lo
tanto la cantidad de ternas que tiene S 6 lo que es lo mismo el cardinal de S, es: #S = (135) =
455

En segundo lugar hay algunas probabilidades tipicas que se pueden calcular en este espacio
muestral.

a) La probabilidad de que las tres fichas sean blancas. El suceso A es A ={B,B,B} Las

combinaciones de 4 fichas blancas tomadas de a tres es (g) = 4. Por lo tanto la probabilidad de

4
A se calcula como P(4) = —

b) La probabilidad de sacar una ficha de cada color. El suceso A esta constituido por ternas que

tienen la forma { A, B, R }. Las combinaciones de 6 fichas rojas tomadas de a una son (i) = 6,
para las blancas son (‘D =4 y para las azules (i) = 5. Por lo tanto la probabilidad de A es

6.4.5 120 24
P(A) =222 =2=2
( ) 455 455 91

c) La probabilidad de sacar dos fichas rojas y una azul. El suceso A esta constituido por ternas de

la forma { A, R, R }. Las combinaciones de 6 fichas rojas tomadas de a dos son (g) = 15, parala

azul (i) = 5. Por lo tanto la probabilidad de A se calcula como P(4) = %’55 = % = ;—i )

3 Andlisis Combinatorio.



d) La probabilidad de que al menos una ficha sea roja. El suceso A esta constituido por ternas de

laforma{R, B, A}6{R, R, B}, etc. El complemento del suceso “al menos una ficharoja (162 6 3}’
es “ninguna ficha roja (Z )”. Por lo tanto conviene calcular la probabilidad de A como P(A) =
1- P(Z) y la probabilidad de A son las 3 fichas no rojas gue se pueden elegir de entre las 9

9
: — 84 12
fichas que son blancas o azules. P(A ) = —i;)s =t e Por lo tanto

P(A)=1-P(4)

12 _ 53

P(A)=1- Pt
e) La probabilidad de que a lo sumo dos fichas sean rojas. El suceso A esta constituido por ternas
de la forma {B, A, A}, {R, B, B}, {R, R, A} etc. El suceso “a lo sumo dos fichas rojas” equivale a los
sucesos “ninguna ficha roja (B)” 6 “una ficha roja (C)” 6 “dos fichas rojas (D)”.

9

. o . 84 12

P(B) es lo mismo que en el inciso anterior. P(B) = &) =—==
455 455 65

27
= — Por lo tanto
455 455 455 91

P(A) =P(B)+ P(C)+ P(D)

12 216 27 87
P(A)= =+ t=2=—
( ) 65 455 91 91

Otra forma de resolver el inciso es considerando que el suceso “a lo sumo dos fichas rojas (o sea

que pueden ser 0 6 1 6 2 “fichas rojas) tiene por complemento el suceso “las tres fichas son rojas

Ay

P(A)=1-P(@A) yP(Z)=%=%=%
P(A)=1-—
P(A) =2

A veces sucesos que parecen equiprobables no lo son. Por ejemplo si se estudia una ruleta en
particular durante el tiempo suficiente, se comprueba que no todos los numeros son
equiprobables. Esto ocurre debido a pequefias imperfecciones en la propia ruleta. Por esta causa
los casinos no permiten la entrada a los jugadores que anotan sistematicamente los resultados

de sus ruletas ya que éstos jugarian con ventaja si se conocieran bien su comportamiento.

3.2.- DEFINICION AXIOMATICA* DE PROBABILIDAD

Notese que las definiciones anteriores presentan dificultades puesto que, ¢ se necesita repetir

un gran numero de veces el experimento ¢ bien se necesita la seguridad de que los sucesos son

4 Axiomatico: relacionado con axioma. Un axioma es una proposicién o enunciado tan evidente que se considera que no requiere

demostracion alguna.



todos equiprobables (lo cual no siempre es obvio). Por estos motivos se utiliza la siguiente
definicién de probabilidad.

Definicion:

Sea E un experimento aleatorio con un espacio muestral S, sea A un suceso cualquiera del espacio
muestral se define la probabilidad P(A) como una funcidn real que hace corresponder a cada
suceso A un numero real de forma tal que se cumplen los tres siguientes axiomas:

a) Para cada A P(A) = 0, es decir, la probabilidad de cualquier suceso es mayor o igual que cero.
b) Para el suceso sequro S, P(S) = 1.

¢) Dados dos sucesos Ay B mutuamente excluyentes P(AU B) = P(A) + P(B).

El ultimo axioma significa que la probabilidad del suceso unién de dos sucesos mutuamente
excluyentes es la suma de las probabilidades de ambos sucesos. Esto se puede generalizar a
cualquier nimero de sucesos mutuamente excluyentes.

P(AjUA,U ... UA,)) =P(A) +P(A)+ .. .+P(A)).

Los tres axiomas de la definicién anterior constituyen la base sobre la que se puede construir toda
la teoria del calculo de probabilidades. Notese que los axiomas anteriores son coherentes con la
definicion de la probabilidad basada en las frecuencias relativas de un gran numero de
experimentos.

Una consecuencia de la definicion axiomatica de probabilidad es que si en un espacio muestral
finito S con n puntos muestrales se conoce la probabilidad P; de cada suceso elemental de S que
satisfacen las condiciones:

a)P; >0 Vi=1,2,.. .ny b) X, P; =1, entonces todo suceso A tiene asignada una
probabilidad que se puede deducir a partir de los sucesos elementales, pues A siempre se puede
expresar como la union de sucesos elementales y estos por definicion son mutuamente
excluyentes.

Ejemplo 1

I=

sea S=1{a, b, c, d}tal que P(a) =3, P(b) =z, P(c) =7, y P(d) = La funcion de

51

probabilidad P esta bien definida ya que se cumple: P; >0 Vx; €S y Xt P(x;) = %+ § +
§+ 110 = 1. Si el suceso A es A = {a,d} se puede establecer que P(A) = P(a) +P(d) = %+
3 _14
10 30"

Ejemplo 2



Sea S ={1, 2, 3}talqueP(1) = %, P({1, 2}) =§ y P(3) =§. La funcion de probabilidad

P estd bien definida ya que P(1) = %, P(2) =P{1, 2}) - PQ1) = %, y P(3) = %, todos

mayores que cero y ademas Y.o_, P(x;) = L4243

==1.
10 10 5

Ejemplo 3

Sean § ={1, 2, 3} tal que P({1, 2}) =§ y P(3) =§ En este caso no es una funcién de
probabilidad, porque no se puede determinar a partir de las condiciones dadas P(1), P(2),
P({1, 3} ni P({2, 3}).

3.3.- PROPIEDADES DE LA PROBABILIDAD

A partir de la definicidon axiomatica se pueden deducir algunas propiedades importantes de la
probabilidad. Estas propiedades son utiles para calcular la probabilidad de sucesos a partir de las
probabilidades conocidas de otros sucesos mas sencillos, cumpliendo asi el propdsito de toda
propiedad: simplificar el calculo.

Se enunciaran estas propiedades como teoremas.

Teorema 1:

La probabilidad de que no ocurra el suceso A es: P(A_) =1-P(4).

Demostracion.

Sesabeque S=AUA y AN A = 0. Luego P(S) =P(A) + P(Z) = 1 por los axiomas b) y
c). De la Ultima igualdad se puede despejar P(Z) =1 — P(A) quedando demostrado el
teorema.

Ejemplo

Sea el experimento lanzar un dado no trucado y sea el suceso A: sale 6. Entonces se sabe que
P(A) = i Porlotanto A:Nosale6y P(Z) =1-P(4) = g

Este Ultimo resultado es el mismo que se obtiene al hacer el cociente entre casos favorables (5)

y casos posibles (6).

Teorema 2:

La probabilidad del suceso imposible es cero. P(@) = 0

Demostracion.

Se sabe que S = @ Por lo tanto P(@) = P(S_’) y por el teorema 1 se puede escribir esto uUltimo
como P(@) = P(?) =1— P(S). Por el axioma b) se tiene que P(S) =1 Por lo tanto se tiene
finalmente, que P(@) = P(?) =1-P(S) =1—-1 = 0quedando demostrado asi que P(@) =
0



Teorema 3:
La probabilidad de que ocurra al menos uno de los sucesos A 6 B se puede calcular como:
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
Demostracion.
SesabequeAUBzAU(BnZ)y B=(ANB)U(BNA).
Luego P(AUB) = P(A) + P(B nZ) y P(B) =P(ANB)+P(BNA ). En ambos casos por
el axioma c).
De la dltima igualdad se deduce que P(B N A_) = P(B) — P(A N B). Reemplazando esto en la
primera igualdad.
P(AUB) =P(A)+P(BNnA)
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) que es lo que se queria demostrar.

Noétese que en el caso particular de que los sucesos A y B fuesen mutuamente excluyentes

(AN B = Q) este teorema se reduciria al axioma c).

Ejemplo
Calcular la probabilidad de obtener un nimero par é un nimero mayor que tres al lanzar un dado

no cargado.

1

A: obtener un nimero par {2, 4, 6}, entonces P(A) = >

B: obtener un nimero mayor que tres: {4, 5, 6}, entonces P(B) = %

AN B = {4, 6}, entonces P(ANB) = é Por lo tanto:

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB) =5 +5—5="1

Obsérvese que es el resultado esperado ya que los nimeros pares 6 mayores que tres son {2, 4,

5, 6}, por lo tanto su probabilidad serd % = %

El resultado de este teorema se puede generalizar para la unién de mas de dos sucesos. En el
caso de tres sucesos A, By C se tendria

P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

Teorema 4:
La probabilidad que entre dos sucesos A 'y B ocurra sdlo A, es: P(A N §) =P(4) —
P(ANB)

Demostracion.

A = A N S porserS el espacio muestral y A un evento de él.



A=AN(BUB )porserS=BUB

A=(ANB)U(An ﬁ) por propiedad distributiva de la interseccién de conjuntos.
Como los sucesos (AN B) ¥y (AN B ) son mutuamente excluyentes, se tiene

P(A) =P(ANB)+P(ANB ), despejando P(ANB )

P(A n E) = P(A) — P(A n B), que es lo que se queria demostrar.

Teorema 5:

La probabilidad que no ocurra el suceso A ni ocurra el suceso B, es:

a)P(ANB )=1-P(AuB) b)P(AUB )=1-P(ANB)

Demostracion.

a) Laley de De Morgan en teoria de conjuntos establece que:

(AUB)=ANB.
Luego
P(ANB)=PAUB)
P(Z N F) =1—P(A U B) por el teorema 1. Y esto es lo que se queria demostrar.

La parte b) se demuestra de manera similar.

Corolario:

La probabilidad que ocurra al menos uno de entre varios sucesos es igual a 1 menos la

probabilidad que no ocurra ninguno de ellos.
Para el caso de dos sucesos P(AUB) =1 —P(A NB)
Para el caso de tres sucesos P(AUBUC) =1—-P(ANB NC)

Teorema 6:

La probabilidad del suceso A, que estd incluido en el suceso B (A € B), es menor que la
probabilidad que este ultimo. Si A € B = P(A) < P(B)

Demostracion.

SiA C B, entoncesB =AU (BNA )luego P(B) = P(4) + P(B N Z)

Como P(B n Z) >0 es P(A) < P(B) que es lo que se queria demostrar.

Ejemplol
Dados P(4) = %, P(B) = § y P(ANB) zi se puede establecer que:



a) P(g) =1-PB)=1 —§ =§ por el teorema 1.
b)P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB) = %+§—%= % por el teorema 3.

c)P(ZnB)=P(B)—P(AnB)=§—%=1£5 por el teorema 4.

d) P(ZUE) =1—P(ANB) = 1—%=§ por el teorema 5 inciso b)

e)P(A_UB)=P(Z)+P(B)—P(ZHB) =(1—%)+§+1i5=1lo por el teorema 3

Ejemplo 2
En un vivero una planta puede tener una enfermedad A con probabilidad % otra enfermedad B
con probabilidad % y la enfermedad A 6 la enfermedad B 6 ambas con probabilidad ; .éCudlesla

probabilidad de que una planta cualquiera tenga:
a) ambas enfermedades?
b) sélo la enfermedad B?

c) no esté enferma?

Del enunciado se puede establecer que: P(A) = % , P(B) = % , P(AUB) = ;
a) El teorema 3 establece: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B) de donde trasponiendo
términos se deduce que P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AU B)

3=2 esdecir gue la probabilidad de que una planta tenga ambas

1,2
PANB)=g+5-7=5

enfermedades es de 32—5
b) Lo que se debe calcular es P(A_ N B) es decir que no tenga la enfermedad A y tenga la
enfermedad B. Por lo tanto
P(Z NnB ) = P(B) — P(A N B) por el teorema 4.
2

P(Z N B) = ;— == 38—5 es decir que la probabilidad de que una planta sélo tenga la

enfermedad B es de :—5 :

c) Que la planta no esté enferma significa que no tenga ni la enfermedad A ni la enfermedad
B, es decir calcular P(X NB )

El teorema 5 inciso a) establece que P(Z n E) =1-P(AUB)

P(Z N E) =1 —% = % es decir que la probabilidad de que la planta no esté enferma es de%

4.- PROBABILIDAD CONDICIONADA



En muchas ocasiones interesa conocer la probabilidad de un suceso A en el caso de que se haya
cumplido otro suceso B. A esta probabilidad de que se cumpla A bajo la condicién de que se haya
cumplido B se la llama probabilidad de A condicionada a By se denota por P(A | B).

Definicion:

Dados dos sucesos cualesquiera A y B asociados a un espacio muestral S, se define la probabilidad

P(ANB)

del suceso A condicionado a B, P(A|B), como P(A|B) = )

Como es ldgico esta definicion tiene sentido si P(B) > 0. Al calcular la probabilidad condicionada
se sustituye el espacio muestral S por el suceso B, de modo que, haciendo corresponder
probabilidades a areas en el espacio muestral, P(A | B) sera la fraccion del nuevo espacio muestral

B en que ocurre A.

s (| A

P(A | B) significa que se esta calculando la probabilidad de A referida al espacio muestral reducido

B, en vez de referida al espacio muestral original S.

Destaquese que si las probabilidades estan condicionadas a un suceso cualquiera, entonces tal
suceso pasa a tener formalmente las caracteristicas de un espacio muestral reducido en relacion
al espacio original S, de modo que todas las propiedades de las probabilidades que se cumplen
en S son también vdlidas en el espacio reducido. De hecho cuando se plantea la probabilidad de
un suceso A, P(A), es totalmente concordante a denotarla como P(A | S).

Como consecuencia de la observacion anterior es posible demostrar las siguientes propiedades.
a) P(A|B) =1 - P(AIB)

b)P(A|B)=1-P(A|B)

c)P((AuC)|B)=P(AIB)+P(CIB)—P((AnC)|B)

d) P ((A n<C) |B) =P(A1B) = P((ANC)|B)

Ejemplo 1

Se lanza un dado no cargado, si el resultado es par icudl es la probabilidad de que el nimero sea
67

S={1,2,3,4,56} A:elnimeroesun6{6}; B:elnimeroespar{2,4,6}.

ANB = {6} Porlotanto P(ANB) =

[N

y P(B)=2=~

P(ANB) _
P(B)

P(AIB) =

NiR|e R

1
3



La forma de calcular esta probabilidad sin aplicar la definicién, es considerando el espacio
muestral reducido B, o sea que B = {2, 4, 6 } y a partir de alli calcular la probabilidad de que el
numero sea 6. Es decir P(A |B) = %

Ejemplo 2

El lanzamiento de un par de dados no cargado. Si la suma es 6, encontrar la probabilidad de que
uno de los dados tenga un dos.

S={(1,1),(1,2),...,(2,1),(2,2),...(6,1),...(6,6)} 36 elementos.

B:la sumadelosdadoses 6, B={(1,5), (2,4),(3,3), (4,2),(5 1)} 5elementos
A:unodelosdadosesun2, A={(2,4),(4,2)} 2 elementos

ANnB ={(2,4), (42)}

P(ANB)
P(B)

P(A|B) = 2

HE S

En forma directa P(A |B) = g, es decir teniendo en cuenta que el espacio reducido es B con 5

elementos (casos posibles) y el evento A tiene dos elementos (casos favorables).

Ejemplo 3

Si P(A) = E, P(B) = %, P(ANnB) = %, entonces

1
P(ANB 6 1
P(A|B) = i(B)):%:Z
3
P(ANB) 2
P(BIA) =0 =%=1
5

PAB) =1-PAIB)=1-5="2
4.1.- SUCESOS DEPENDIENTES E INDEPENDIENTES

La definicion de probabilidad condicionada permite calcular la probabilidad de la interseccion de
dos sucesos —cuestién que aln no se sabia como— es decir la probabilidad de que dos sucesos

ocurran en forma simultanea.

P(ANB)

P(AIB) = "1

por lo tanto

P(AnB) = P(A|B) P(B) ébien P(ANnB) = P(B|A) P(A)

De esta forma la probabilidad de que tanto el suceso A como el B ocurran es igual a la probabilidad
de que A ocurra dado que B haya ocurrido, multiplicado por la probabilidad de que ocurra B. Esto
se puede generalizar a la interseccion de mds de dos sucesos. En el caso particular de 3 sucesos
P(ANnBNC)=PAIBNC)P(BNC)

P(ANBNC)=PAIBNnC)P(B|C)P(C)

Un caso importante es cuando se cumple: P(A|B) = P(4)



En este caso la probabilidad de que ocurra A no estd afectada por la ocurrencia de B y se dice
que los dos sucesos son independientes. Esto se puede observar sien P(A N B) = P(A|B) P(B)
se hace cumplir la ultima condicion enunciada.

P(AnB) =P(A) P(B)

Es decir la probabilidad de la interseccién de dos sucesos independientes —la probabilidad de que
ocurran ambos sucesos— es igual al producto de sus probabilidades. Esta Ultima relacion se toma
usualmente como condicidn necesaria y suficiente para la existencia de independencia.
Definicion:

Se dice que dos sucesos A 'y B asociados a un espacio muestral S son sucesos independientes si y
solosiP(ANB) = P(A) P(B)

Los sucesos Ay B son independientes & P(AN B) = P(A) P(B)

La condicion de independencia entre dos sucesos establece que la ocurrencia de uno de ellos no
altera la probabilidad de ocurrencia del otro. Esta condicion se puede aplicar en dos direcciones.
La m3as frecuente ocurre cuando mediante un simple razonamiento basado en las condiciones en
las que se realiza el experimento permite deducir que los sucesos A y B son independientes,
entonces se aplica P(A N B) = P(A) P(B). La otra direccién ocurre cuando es dificil establecer
a priori que los sucesos son independientes, entonces si es posible establecer que se cumple
P(A N B) = P(A) P(B) se deduce que Ay B son sucesos independientes.
El concepto de independencia se puede generalizar a n sucesos. Se dice que los n sucesos son
mutuamente independientes cuando cualquier pareja de sucesos es independiente y la
probabilidad de la interseccion de cualquier nimero de sucesos independientes es el producto
de sus probabilidades. En el caso de tres sucesos independientes:
P(AnBNC)=P(A)P(B)P(C)
Cuando no se cumple P(A|B) = P(A) hay que utilizar P(A N B) = P(A|B) P(B) para calcular
la probabilidad de la interseccion. En este caso se dice que los sucesos son dependientes, es decir,

la probabilidad de que ocurra uno de ellos depende de que haya ocurrido o no el otro.

Ejemplo 1
En el ejemplo ya planteado anteriormente —En un vivero una planta puede tener una enfermedad

A con probabilidad i, otra enfermedad B con probabilidad % y la enfermedad A ¢ la enfermedad

B 6 ambas con probabilidad % - no se puede establecer a priori® si las enfermedades Ay B son o

> A priori es una locucidn latina que se refiere a aquello que se realiza con anterioridad a la reflexion sobre el asunto en cuestion.



no independientes, pero del enunciado se establece que: P(4) =§ , P(B) = % , P(AUB) =

3

—~
Por el teorema 3 se sabe que P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B) de donde

P(ANnB)=P(A)+P(B)—P(AUB) = p(AnB):§+§_;_%
1 2_ 2
Por otro lado P(4) P(B) == s.c==

Obsérvese que P(AN B) = P(A) P(B) por lo tanto se puede afirmar que los sucesos son
independientes, el que una planta tenga la enfermedad A es independiente a que contraiga la
enfermedad By viceversa. En otras palabras, el que una planta tenga una enfermedad no afecta

el que contraiga la otra.

Ejemplo 2
Si P(4) = E, P(B) = g, P(ANB) = % éson independientes los sucesos Ay B?
Silos sucesos son independientes se debe cumplir que:

P(AN B) = P(A) P(B)

IR
[GEEN)
wIN

1 4
- % —
6 15

En consecuencia los sucesos no son independientes.

Ejemplo 3

El mecanismo que acciona una linea de embalaje en una exportadora depende de dos
subsistemas independientes, A y B con probabilidad de falla de 110 y % respectivamente,

durante un dia cualquiera. La linea deja de funcionar si fallan simultdneamente ambos
subsistemas. ¢ Cudl es la probabilidad de que en un dia cualquiera
a) la linea se detenga?

Para que esto ocurra deben fallar ambos subsistemas, que corresponde a

1 1 1
P(ANB) = P(A) P(B) = - —=—

b) falle solo el subsistema A? Esto se calcula aplicando el teorema 4.

5 1 1 7
P(ANB )=P(A)-PANB)=————=—

¢) la linea funcione?

Esto ocurriria si al menos un subsistema funciona. Por el teorema 5, inciso b)

A R 1 149
P(AUB)=1-PANB)=1-PAPB)=1-_—==

4.2 .- TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL



En muchas ocasiones resulta dificil calcular directamente la probabilidad de un suceso, pero
puede lograrse a partir de la probabilidad de ocurrencia de una serie de otros sucesos. Esto
conduce a lo que se conoce como probabilidad total.

Previamente se recordarad la definicion de particion de un conjunto pero adaptada a un espacio
muestral.

Definicién:

Se llama particion de un espacio muestral S a una serie de k sucesos B; que cumplen las siguientes
condiciones:

a)Bi+0®Vvi=1,2,3,...,k

b)BiNB;j =@ si i+j

¢)BiUB,U ... UBy =S loquetambién se expresa como Uﬁ‘zl B;

Notese que los sucesos son no vacios y mutuamente excluyentes entre ellos, es decir no tienen
elementos en comun y ademas la union de todos ellos es el espacio muestral.
Un ejemplo de particion es un rompecabezas, ya que cada pieza es un subconjunto del cuadro

completo.

Teorema de la probabilidad total:

Sea el suceso A del espacio muestral Sy { B; | i =1, 2, . . . k} una particién de S, entonces se

puede establecer que P(A) =YX, P(A|B;) P(B;) con P(B;) >0 Vi,

Demostracion.

Para demostrar el teorema se aplica las condiciones de particién de un espacio muestral y se
expresa el suceso A como

A=AnS=An (UL B;) =UL(ANB)

Al'ser los sucesos B; disjuntos también lo son los diferentes (A N B;) de forma que la probabilidad
de Ausando P(AN B) = P(A|B) P(B) se puede expresar

P(4) = i-‘=1P(A N B;) = ;‘=1 P(A| B;) P(B;) queesloque se queria demostrar.

Siguiendo con la analogia del rompecabezas, si el suceso A a que hace referencia el teorema lo
asimilamos a la figura central de éste, se tendra que algunas piezas contienen parte de la figura
central, no importa que la mayoria de las piezas no contribuyan a su formacién, lo que equivale
a decir que algunas A N B; son vacias, lo fundamental es que al armar el compecabezas completo
la figura central quedara completa.

El sigueinte grafico puede ayudar a comprender la demostracién del teorema.



Ejemplo 1

Supdngase que en unas elecciones; las probabilidades de que ganen tres partidos politicos By,
B, y B3 son 0,5; 0,3 y 0,2 respectivamente. Si gana B; la probabilidad de que suban los
impuestos es 0,8; mientras que para los casos que salgan elegidos B, ¥y Bz es 0,2 y 0,5
respectivamente. ¢ Cudl es la probabilidad de que suban los impuestos?

Los tres partidos politicos conforman el espacio muestral Sy {By, B,, B3} conforman una
particion de S puesto que son no vacios, disjuntos dos a dosy ademds S = B; U B, U B;. Por otro
lado se sabe que P(B;) = 0,5; P(B,) =0,3 y P(B3) =0,2

Sea el suceso A: suben los impuestos.

P(A|B)) =08, P(A|B,)=02 y P(A|B3)=0,5

Por el teorema de la probabilidad total

P(A) = ¥, P(A| B) P(B))

P(A) = P(A| B1) P(By) + P(A| By) P(B;) + P(A| B3) P(B3)
P(A)=08%05+02%03+0,5%0,2=0,56

Ejemplo 2

Una automotriz fabrica tres tipos de coches By, B, y Bz con una proporcion de cada tipo de

2 1 1 . - . . . o
55 5 Y 7prespectivamente. La probabilidad de que un coche tipo B; se averie en el primer afio

o
es 0,07, la de que se averie uno del tipo B, es 0,04 y del tipo B3 es 0,09. ¢ Cual es la probabilidad
de que ocurra el suceso A: un coche producido en esa fabrica tenga una averia antes de un afio?
El espacio muestral S es la produccion total de esa fabrica, por lo tanto, S = B; U B, U B,
A=ANS

A=An(B;UB,UB3)

A=(ANB;))U(ANB,)U(ANB3)

P(A)=P(ANB;)+P(ANBy)+P(ANB3)

P(A) = P(A| By) P(By) + P(A| By) P(B;) + P(A| B3) P(B3)

P(A) = 0,07 é + 0,04 * % 40,09 * % = 0,057



