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Cuadraturas de Gauss-Lagendre
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Motivacion

Los métodos de Newton — Cotes se aplican
usando valores igualmente espaciados,
previamente predeterminados o fijos.

Esta situacion afecta en la precision del método
aplicado.

Los métodos de Gauss-Lagrende pretenden
definir valores Optimos para aproximar la
integral de la manera mas precisa.

Estos puntos de Lagendre constituyen las raices
del polinomio usado para interpolar la funcion a
integrar.
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La idea
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Suponga la regla del
Trapecio
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La idea

La integracion con
puntos de Lagendre
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La regla del Trapecio
esta dada por

b
[ reaax =31 + £l
Conh=(b—a)

La expresaremos como

b
f FG)dx = wif(a) + waf (b)

h
Con Wi = W= E

Suponga que se desea
integrar en el intervalo [-1,1]
entonces tendremos
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Donde  wi,wy, xq,x1 son
desconocidos, pero si  se
eligen  adecuadamente la
integral serd EXACTA.
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Meétodo de coeficientes indeterminados

Las condiciones w; Yy
w,Se obtienen al suponer
gue la funcién se ajusta
con exactitud a la
integral de una constante
y de una funcioén lineal.

Las condiciones x,y x;se
obtienen suponiendo se
ajustan a la integral de
una parédbola y de una
funcién cubica.
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Entonces estas son las 4
ecuaciones que permiten
obtener las condiciones.
1
wy f(xg) + wof(xq) = f 1dx =2
-1
1
wyf(xg) + wof(xq) = fxdx =0
-1
7 2
wif(xo) + waf(xy) = J-xzdx =3

-1
1

wif (o) + waf () = f X3dx =0

-1
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Meétodo de coeficientes indeterminados

La resolucion de estas
ecuaciones determinan
que:

wy=w, =1

Xo = —— = —0,5773503 ...

1

V3
1

=== 0,5773503 ...

Que reemplazados en la
formula de la regla del
trapecio modificada se

Observe que esta suma
de funciones tiene una
exactitud de tercer grado.

¢ Y si el intervalo es diferente?

Se plantea un cambio de
variable. Se puede verificar que

(b+a)+ (b—a)xy
r= 2

dx:(b;a)

dxd

Donde x, esta relacionada de
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obtiene:
1 > +f< 1 > manera lineal con x
V3

I =wif(xg) +waf(xy) = f<_ﬁ
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Ejemplo

Calcule mediante Gauss-Lagrende de 2 puntos
la integral de
f(x) = 0,2 + 25x — 200x% + 675x3 — 900x* + 500x°
Datos
a=0, b=0,8. Sol analitica= 1,640533

b+a)+B-a)x; 08+0,8xy
x= 2 )

= 0,4+ 0,4x4

(b—a) 0,8
= 2 dxd = ded = O,4dxd

Reemplazando en la férmula general

dx

0.8
j_ (0.2+25x—200x" +675x" —900x* +400x") dx

= j [0.2+25(0.4+0.4x,)— 200004+ 0.4x,)* +675(0.4+04x,)* —900(0.4+0.4x,)* +400(0.4+0.4x,)°]0.4dx,

1
-1
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La integral aproximada por Gauss-Lagendre
para dos puntos es

1 1
I=wif(xo) +wof(x) =f <_ﬁ> + f<ﬁ>

Donde evaluamos en la funcién ajustada:

= j [0.2+25(0.4+0.4x,) - 20000.4+0.4x,)* +675(0.4+0.4x,)* —900(0.4+0.4x,)* +400(0.4+0.4x,)°10.4dx,
1

Es decir (_L>= <L>=
f 7 0,516741 f NG 1,305837

Entonces:
[= 0516741 + 1.305837 = 1.822578
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Ejemplo:Comparacion — otros metodos

Regla del Trapecio = 7=0s2 02 -0ims € =85%

Regla del Trapecio Mdltiple=

n h ] £,(%)
2 0.4 1.0688 34.9
3 0.2667 1.3695 16.5
4 0.2 1.4848 9.5
5 0.16 1.5399 6.1
& 0.1333 1.5703 4.3
7 0.1143 1.5887 3.2
8 0.1 1.6008 2.4
9 0.0889 1.6091 1.9
10 0.08 1.6150 1.6

0.2+4(2.456)+0.232

Simpson 1/3= =08 p
Gauss-Lagendre de 2 puntos= /=0516741 + 1305837 = 1.§22578
Error relativo del 11,09%

=1.367467 £,=16.6%
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Generalizacion del método
Si desea utilizar mas de dos puntos de Lagendre, es posible
realizarlo usando la forma general del polinomio
I=cof(xo) +c1f(xq) + -+ cpo1 f (1) _
Factor de Argumentos
Puntos ponderacién de la funcién

2 oy = 1.0000000 x,=-0.577350269
c, = 1.0000000 x = 0.577350269
Donde puede usar la siguiente ? R o arasdes
tabla. La primera columna & = 0.5555556 m= 0774596669
indica los factores de 4 o =0.3478548 x=-0.861136312
., . c, =0.6521452 x, =-0.330281044
ponderacion, mientras que la oy = 0.6521452 %= 0339981044
segunda el Valor de |OS cy =0.3478548 x= 0861136312
5 o, = 02369260 x,=-0.906179846
argumentos c, = 0.4786287 x =-0.538469310

o = 056088889 %= 00
c; = 0.4786287 x = 0.538469310
c, = 02369269 x,= 09056179844
[} o =0.1713245 x=-0.932445514
o =0.3607616 x =-0.661209386
c, = 045673139 x,=-0238619186
o =0.4679139 xn= 0238619184
c, = 0.3607616 x= 0.661209386
o= 01713245 x = 0932449514

10
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Ejemplo

La integral aproximada por Gauss-Lagendre
para tres puntos es

I=cof(x0) + c1f(xq1) + c2f (x3)
= 0.5555556(—0,774596669) + 0,8888889f(0) + 0,5555556f (—0,774596669)

Donde evaluamos en la funcién ajustada:

= j [0.2+25(0.4+0.4x,)— 200004+ 0.4x,)* +675(0.4 +0.4x,)* —900(0.4 + 0.4x,)* +400(0.4+0.4x,)° 10.4dx,
1

Entonces:

I=0.2813013 + 0.8732444 + 04859876 = 1.640333

que es exacta.
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